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1. Tudjuk, hogy limx→−∞{x} nem létezik. Mutassunk példát olyan xn sorozatra, amire x ց −∞ és az
{xn} sorozatnak nincs határértéke.

2. Legyen f értelmes a 0 egy jobboldali pontozott környezetében. Bizonýıtsuk be a defińıcióból és az
átviteli elvvel is, hogy ha lim

x→+0
f(x) és lim

x→∞
f(1/x) közül valamelyik létezik, akkor a másik is létezik, és

egyenlőek.

3. Igazoljuk, a defińıcióból és az átviteli elvvel is, hogy ha f korlátos az α egy pontozott környezetében és
lim

α
g = 0, akkor lim

α
(fg) = 0.

4. Számı́tsuk ki a lim
x→1

xα − 1

x − 1
határértéket, ha a) α pozit́ıv egész; b) α egész; c) α racionális; d) α tetszőleges

valós szám.

5.

lim
x→2

√
x + 2 − 2

3
√

x + 25 − 3
=?

6.

(a) lim
x→∞

sin ex

x
=? (b) lim

x→∞

x + sin x√
x2 + 1

=?

7. Legyen α torlódási pontja az A halmaznak, és legyen f értelmes az A és az α hely egy pontozott
környezetének közös részében. Bizonýıtsuk be, hogy léteznek olyan B, C ⊂ A halmazok, amelyeknek α
torlódási pontja, továbbá

lim
x→α, x∈A

f(x) = lim
x→α, x∈B

f(x) és lim
x→α, x∈A

f(x) = lim
x→α, x∈C

f(x).

8. Legyen f : [a, b] → [a, b] folytonos függvény, és legyen p ∈ [a, b]. Definiáljuk a p0, p1, . . . sorozatot a
p0 = p, pn+1 = f(pn) rekurzióval. Igazoljuk, hogy ha a Tp = {pn : n = 0, 1, 2, . . .} halmaz zárt, akkor
véges.

Házi feladatok

9.

lim
x→1

x
√

2 − 1

xπ − 1
=? lim

x→7

√
x + 2 − 3

√
x + 20

4
√

x + 9 − 2
=?

10. Igazoljuk, a defińıcióból és az átviteli elvvel is, hogy ha f korlátos az a szám egy pontozott környe-
zetében, g folytonos a-ban és g(a) = 0, akkor fg folytonos a-ban.

11. Legyen α torlódási pontja az A halmaznak, és legyen f és g értelmes az A és az α hely egy pontozott
környezetének közös részében.

(a) Bizonýıtsuk be, hogy létezik olyan (xn) sorozat, amire xn ∈ A, xn 6= α, xn → α, lim f(xn) = lim
α,A

f ,

lim f(xn) = lim
α,A

f , lim g(xn) = lim
α,A

g és lim g(xn) = lim
α,A

g.

(b) Vezessük le be ebből is a függvények határértékére vonatkozó határátmenetről szóló tételeket.

12. Igaz-e, hogy ha f1, f2, . . . folytonos, nemnegat́ıv értékű függvények egy sorozata, akkor az F (x) =
inf
n

fn(x) függvény is (a) f.f.f.? (b) a.f.f.?

13. (a) Bizonýıtsd be, hogy minden f : Q×Q → R függvényhez létezik olyan g : Q → R, amire tetszőleges
x, y ∈ Q esetén f(x, y) ≤ g(x) + g(y).

(b) Mutass példát olyan f : R × R → R függvényre, amire tetszőleges g : R → R függvény esetén
létezik olyan x, y ∈ R, hogy f(x, y) > g(x) + g(y).
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