Valés analizis gyakorlat, 2008. november 17.

1. Tudjuk, hogy lim, . .. {x} nem létezik. Mutassunk példat olyan z,, sorozatra, amire x \, —00 és az
{z,,} sorozatnak nincs hatarértéke.

2. Legyen f értelmes a 0 egy jobboldali pontozott kornyezetében. Bizonyitsuk be a definiciébdl és az
atviteli elvvel is, hogy ha hrfrlo f(x) és lim f(1/x) koziil valamelyik létezik, akkor a masik is létezik, és
egyenloek.

3. Igazoljuk, a definiciobdl és az atviteli elvvel is, hogy ha f korlatos az o egy pontozott kornyezetében és
lim g = 0, akkor lim(fg) = 0.

«

4. Szamitsuk ki a lim hatérértéket, ha a) a pozitiv egész; b) a egész; ¢) a raciondlis; d) « tetszéleges

e—1 x —1
valos szam.
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7. Legyen « torlédési pontja az A halmaznak, és legyen f értelmes az A és az « hely egy pontozott
kornyezetének kozos részében. Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan B,C C A halmazok, amelyeknek «
torlodasi pontja, tovabba

lim f(z)= lim f(z) ¢és lim  f(z)= lim f(x).

r—a, TCA r—a, TEB rz—a, TEA z—a, zeC

8. Legyen f : [a,b] — [a,b] folytonos fiiggvény, és legyen p € [a,b]. Definidljuk a pg,p1,... sorozatot a
Do = D, Pnt1 = f(pn) rekurziéval. Igazoljuk, hogy ha a T, = {p, : n = 0,1,2,...} halmaz zart, akkor
véges.
Hazi feladatok
9.
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e—1 o7 — 1 e=7  Nr+9—2

10. Igazoljuk, a definiciébdl és az atviteli elvvel is, hogy ha f korlatos az a szdm egy pontozott kornye-
zetében, g folytonos a-ban és g(a) = 0, akkor fg folytonos a-ban.

11. Legyen « torlodasi pontja az A halmaznak, és legyen f és g értelmes az A és az « hely egy pontozott
kornyezetének kozos részében.

(a) Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan (x,) sorozat, amire z, € A, x, # «, x, — «, lim f(x,) = lim f,
a,A

lim f(,) = lim f, lim g(x) = lim g és lim g(x,) = lim g.

k] O{7A ’
(b) Vezessiik le be ebbdl is a fliggvények hatarértékére vonatkozé hataratmenetrol szolé tételeket.
12. Igaz-e, hogy ha fi, fo,... folytonos, nemnegativ értékii fiiggvények egy sorozata, akkor az F(z) =
inf f,,(x) figgvény is (a) £.L£7 (b) a.f.f.?
13. (a) Bizonyitsd be, hogy minden f : Q x Q — R fliggvényhez létezik olyan g : Q — R, amire tetsz6leges

2,y € Q esetén f(z,y) < g(x) +g(y).
(b) Mutass példéat olyan f : R x R — R fliggvényre, amire tetszéleges g : R — R fiiggvény esetén

létezik olyan z,y € R, hogy f(z,y) > g(z) + g(y).
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