
Valós anaĺızis gyakorlat, 2008. november 21.

1. Mutassunk tetszőleges f : R → R függvényhez olyan g, h függvényeket, amelyekre lim
∞

g = lim
∞

h = ∞ és

f = g − h.

2. Igazoljuk, hogy ha f és g folytonos az a pontban és f(a) > 0, akkor az f g függvény is folytonos a-ban.

3. Tudjuk, hogy R-ben minden intervallum összefüggő. Bizonýıtsuk be ebből is a Bolzano-tételt.

4. Igazoljuk, hogy ha egy függvény f.f.f. egy korlátos, zárt, nem üres intervallumon, akkor van legnagyobb
értéke.

5. Igazoljuk, hogy ha egy függvény folytonos egy kompakt halmazon, akkor egyenletesen folytonos.

6. Igazoljuk, hogy tetszőleges rendezett testben a következő álĺıtások ekvivalensek:
– a test izomorf R-rel;
– a testben teljesül a Bolzano-tétel;
– a testben teljesül a Weierstrass-tétel;
– a testben minden korlátos, zárt halmaz kompakt.

7. Létezik-e olyan folytonos [0, 1] → R fügvény, ami minden valós számot véges és páros sokszor vesz fel?

Házi feladatok

8. Mutassunk tetszőleges f : R → R függvényhez olyan g, h függvényeket, amelyekre lim
∞

g = lim
∞

h = 0 és

f = g/h.

9. Mutassunk példákat olyan (a) zárt; (b) korlátos intervallumon folytonos függvényre, ami nem egyenle-
tesen folytonos.

10. Igazoljuk, hogy ha egy függvény a.f.f. egy nem üres kompakt halmazon, akkor van legkisebb értéke.

11. Legyen f : [a, b] → [a, b] folytonos függvény, és legyen p ∈ [a, b]. Definiáljuk a p0, p1, . . . sorozatot a
p0 = p, pn+1 = f(pn) rekurzióval. Igazoljuk, hogy ha a Tp = {pn : n = 0, 1, 2, . . .} halmaz zárt, akkor
véges.
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