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A vizsga hdarom részbol all.

e Beugro feladat: olyan feladat, amelynek megoldasa mindenképpen elvarhato, ha valaki megértette a
tananyagot.

o A tételjegyzék két tételének vazlatos kidolgozasa és szébeli eléadasa.

e Vilaszadas a vizsgaztato esetleges szébeli kérdéseire.

Az elégséges osztalyzathoz meg kell tudni oldani a beugré feladatot és legaldbb ki kell tudni mondani
a tananyagban szereplo tételeket.

A vizsgan a tételjegyzéket hasznalhatjatok, a sillabuszt nem. [réeszkozokon kiviil més segédeszkoz (pl.
szamologép) nem haszndlhato.

Ez a tajékoztato letolthetd innen:
http://www.cs.elte.hu/ "kosgeza/oktatas/anal-2008-2/sillabusz.pdf
A tételjegyzék pedig innen:
http://www.cs.elte.hu/ "kosgeza/oktatas/anal-2008-2/teteljegyzek. pdf

Részletes tételjegyzék

1. Logikai alapfogalmak és bizonyitasi médszerek

Logikai miiveletek, kvantorok. Indirekt bizonyitds. A v/2 irracionalis. Teljes indukcié. Bernoulli-egyenlétlenség. AM-GM
egyenlStlenség. HM-GM egyenlétlenség. (TK 15-24)

2. Halmazelméleti alapfogalmak

Halmaz, elem, részhalmaz. Halmazok megadédsa. Miveletek. Uj halmaz képzésének szabdlyai (egy halmaz bizonyos tu-
lajdonsdgu elemei, halmaznak operécié szerinti képe, hatvanyhalmaz, végtelen halmaz.) Par. Descartes-szorzat. Kétvaltozds
relaciok. Fiiggvények. Halmaz képe és 8sképe. Sorozatok. (TK 26-31)

3. A valés szamok axiéomai 1.

Konstruktiv és axiomatikus felépitések. A testaxiomak és kovetkezményeik. A rendezési axiomak és kovetkezményeik.
A 0 és az 1 egyértelmil, és (ab=0) < (a = 0Ab=0). Abszolit érték. Haromszog-egyenl6tlenség. (TK 32-36; 57-59)
4. A valés szamok axiomai II.

Az Arkhimédészi axiéma. A Cantor-axiéma. Q stir(i. A k-adik gyok létezése. (TK 36-41)

5. Tizedestortek

A tizedestort alak létezése. Egy-, illetve kétértelmiiség. Az irraciondlis szamok halmaz siirti. Azok a testek, amikben
teljesiil a 15 axidma, izomorfak. A szdmegyenes. Intervallumok fajtdi. Minden intervallum konvex. (TK 42-47)

6. Korlatos szamhalmazok

Feliilr6l és alulrdl korlatos halmaz. A legkisebb fel§ korlat tétele. Legnagyobb alsé korldat. Halmazok szuprémuma és
infimuma. (Az lires halmazé is.) Komplexusosszeg szuprémuma és infimuma. Minden konvex halmaz intervallum. A k-adik
gyok létezésének bizonyitdsa legkisebb fels6 korlattal. (TK 48-52)

7. Hatvanyozas

Haatvdnyozds pozitiv egész, egész, raciondlis és valds kitevére. A hatvdnyozds azonossigai. (Bizonyitds valds kitevdre
is.) Monotonités. (TK 53-56).



8. Sorozatok hatarértéke

Sorozatok megaddsa. Alulrdl és feliilr6l korlatos sorozatok. Véges és végtelen hatarértékek. Egységes definicié kornye-
zetekkel. Konvergens, divergens és ”oszcilladlva” divergens sorozatok. Hatarérték és korlatossag kapcsolata. A hatarérték
egyértelmt. Az nP, ¥/n, a", {/a, {/n sorozatok hatarértéke. (TK 60-73).

9. A hatarérték alaptulajdonsagai

Részsorozatok viselkedése. A konvergenciaviselkedés nem valtozik, ha a sorozatot dtrendezziik, az elemeket véges sokszor
megismételjiik, a sorozathoz véges sok tagot hozzavesziink vagy elhagyunk. Torlédasi pont. Monoton sorozat hatarértéke (a
/" és N\ jelolés is). (TK 74-76, 90-91)

10. Sorozatok hatarértéke és miuveletek

Az Osszegsorozat hatarértéke. Kritikus hatarértékek. Korlatos és 0-hoz tarté sorozat szorzatdnak hatarértéke. Szor-
zatsorozat hatarértéke. Reciprok sorozat és hanyadossorozat hatérértéke. Nem 0 szamhoz tartd és 0-hoz tarté sorozat
hanyadosdnak hatarértéke. (TK 79-85).

11. Sorozatok limesz szuperiora és limesz inferiora; hatarérték és egyenlotlenségek

Szémsorozat limesz szuperiora és limesz inferiora. Kapcsolat a infsup és limsup, illetve supinf és liminf kozott. A
lim sup, illetve liminf a legnagyobb érték, ahova részsorozat tart. liminf < limsup. A véges és végtelen hatirértékek
jellemzése lim inf-fel és lim sup-pal. Hatdrdtmenet. A rendér-elv és valtozatai. (TK 77-79, 90-91).

12. Végtelenhez tarto sorozatok nagysagrendje

Két polinom hanyadosanak hatarértéke. Ha lim sup% < 1, akor a, — 0. az Z—Z és az ‘:l—r,L hatarérték. Végtelenhez

tart6 sorozatok nagysdgrendje. Ekvivalencia, részbenrendezés és aszimptotikus egyenldség. (TK 86-89).

13. Korlatos sorozatok

Az e definicidja, Stirling-formula (bizonyitds nélkiil). Monoton részsorozat 1étezése. Bolzano-Weierstrass tétel. Cauchy-
kritérium. A valds szdmok konstruktiv felépitése Cauchy-sorozatok ekvivalenciaosztalyaival. (TK 91-100).

14. Megszamlalhato és nem megszamlalhaté halmazok 1.

Megszamlalhaté halmaz. Z, Q megszamlalhaté. Megszamlalhato halmaz része és megszamlalhaté sok megszamlalhatéd
halmaz uniéja megszamldlhats. Q[z1,...,zx]|, az algebrai szdmok halmaza megszdmldlhaté. [0,1) nem megszdmldlhato.
Injektiv, sziirjektiv és bijektiv fiiggvények. Halmazok szdmossdganak osszehasonlitdsa. Kontinuum. (TK 102-105)

15. Megszamlalhaté és nem megszamlalhaté halmazok II.

Cantor-Schroder-Bernstein tétel. Végtelen és megszamldlhaté halmaz unidjanak szdmossdga. Az irracionalis szamok,
transzcendens szdmok, nem elfajulé intervallumok, valamint P(N) szdmossidga kontinuum. Bérmely H halmazra |H| <
|P(H)|. (TK 105-106)

16. Valés fiiggvények alaptulajdonsagai

Grafikon, miiveletek. Péros és paratlan fiiggvény, alulrdl és feliilrél korldtos fliggvény, (Szigorian) konvex és konkdv
fiiggvények. Jensen-egyenlStlenség. 22 R-en és 1/z (0, 00)-en szigorian konvex. (TK 108-108; 114-120)

17. Valés fiiggvények folytonossaga és hatarértéke

Folytonossag és féloldali folytonossag. Példdk. Kornyezetek és féloldali kornyezetek. Véges hatarérték véges helyen.
Hatérérték és folytonossig kapcsolata. A véges hatarérték egyértelmii. A 15-féle hatarérték. Pontozott kornyezetek. Egységes
definicié. (TK 124-136).

18. Valés fiiggvények limesz inferiora és limesz szuperiora I.

Fiiggvények limesz szuprémuma és limesz inferiora. liminf < limsup. Ha b > limsup, f, akkor létezik a-nak olyan
U pontozott kirnyezete, hogy Vz € U f(z) < b. Ha b < limsup, f, akkor a-nak minden U pontozott kérnyezetében
JzeU f(z) > b. lim = oo akkor és csak akkor, ha liminf = co. lim = —oo akkor és csak akkor, ha limsup = —co. lim = b
akkor és csak akkor, ha liminf = lim sup = b. Akkor és csak akkor 1étezik lim, ha lim inf = limsup. A hatérérték egyértelmii.

19. Valés fiiggvények limesz inferiora és limesz szuperiora II.

Halmaz torlédasi pontja. Fliggvény folytonossaga, hatarértéke, limesz szuperiora és limesz inferiora valamilyen halmazra
szoritkozva. Ha « torlédasi pontja az A halmaznak, tovabbd a egy U pontozott kornyezete és A metszetén f < g, akkor
limsup, 4 f <limsup, 4 g és liminf, 4 f <liminf, 4 g. Ha limsup, 4 f < liminf, 4 g, akkor egy pontozott kérnyezet és A
kozos részében f < g. A rend6r-elv és véltozatai. A fiiggvényekre vonatkozé Cauchy-kritérium.



20. Atviteli elv

Tetsz6leges olyan (x,) sorozatra, amire x, € A, =, # a és x, — a, teljestl, hogy liminf, 4 f < liminf f(z,) <
limsup f(z,) < limsup, 4 f. Létezik olyan (z,) sorozat, amire x, € A, v, # a, v, — a és f(x,) — limsup, 4 f. A
hatdrértékre vonatkozé atviteli elv. A folytonossaga vonatkozé atviteli elv. (TK 139-142),

21. Fiiggvények hatarértéke és miiveletek

Osszeg-, szorzat- és hanyadosfiiggvény hatérértéke. Osszeg-, szorzat- és hanyadosfiiggvény folytonosséga. Osszetett
fliggvény hatdrértéke és folytonossiaga. Szigorian monoton fliggvény inverze folytonos az értékkészletre megszoritva. Attérés
1j véaltozéra. Nagysdgrendek Osszehasonlitdsa. (0-hoz tarté fiiggvényeké is.) Aszimptotikus egyenldség. (TK 146-147;
149-153).

22. Korlatos, zart intervallumon folytonos fiiggvények 1.

Bolzano-tétel. Konvex halmaz folytonos képe konvex, intervallum folytonos képe intervallum. Weierstrass-tétel. Korlatos
zart intervallum folytonos képe korldtos zart intervalum. (TK 156-161)

23. Korlatos, zart intervallumon folytonos fiiggvények II.

Borel fedési tétel. Kompakt halmaz. A Weierstrass-tétel nem iires, kompakt halmazokra. Egyenletes folytonosség.
Heine-tétel. Folytonossdg, egyenletes folytonossag és Lipschitz-tulajdonsdg kapesolata. (TK 162-165)

24. Monotonitas és folytonossag

Szakadasi helyek fajtai. Példak. Monoton fiiggvény értékének és féloldai hatarértékének Osszhasonlitdsa. Monoton
fliggvénynek csak elséfaju szakaddasi helyei vannak. Monoton fiiggvénynek csak megszamlalhatoé sok szakaddsi helye van.
Szigorian monoton fiiggvény inverze. (TK 166-170).

FYI: A konytdl eltéréen csak azokat a szakaddsi helyeket neveztem ugrdshelynek, ahol a féloldali hatdrértékek
léteznek és végesek. Ha ezt a definiciét hasznédljuk, akkor példdul az 1/x fliiggvénynek a O-ban mdsodfaju
szakadasa van.

25. Konvexitas és folytonossag

Gyengén konvex fiiggények. Ha egy gyengén konvex fiiggvény feliilr6l korldtos, akkor konvex. Ha egy gyengén konvex
fiiggvény folytonos, akkor konvex. Ha egy konvex fliggvény szigortian gyengén konvex, akkor szigordan konvex. (TK 171-174.

26. A fiiggvénygrafikon ivhosza

A grafikon ivhossza, mint a beirt torottvonalak hosszédnak felsé hatara. Alsé becslés. Fels6 becslés monoton fiiggvényekre.
Additivitds. A 7 definfcidja. 2v/2 <7 < 4. Az S(u) = s(v/1 — 22; [u, 1]) fiiggvény tulajdonsdgai: monotonités, folytonosség,
alsé és fels6 becslés 0 < u < 1 esetén. (TK 176-181)

27. Polinomok, raciondlis tortek, hatvany- és exponencialis fiiggvények, logaritmus

Polinomok és raciondlis tort fliggvények. Folytonossdg, hatarérték too-ben. Az a alapui exponencidlis figgvény. Folyto-
nossag, konvexitas, hatarérték. Bernoulli-egyenlotlenség. Hatvanyfiiggvények. Folytonossag, konvexitas, hatdrérték £oo-ben.
Logaritmusfiiggvények. Folytonossdg, konvexitds, hatdrérték +0-ban és co-ben. A logaritmus azonossagai (bizonyitas nélkil).
(TK 182-1890; 197-199)

28. Nevezetes egyenlotlenségek

Stlyozott hatvdnykozepek. Az b — 0, b — oo és b — —oo hatédresetek. (Az el6bbi bizonyitds nélkiil.) A silyozott kézepek
kozotti egyenlétlenségek. Holder-egyenlStlenség, Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlétlenség. (TK 194-196, 199-200).

29. Az e” és az Inzx fliggvény

Az (141)® és az (141)**! fiiggvény monotonitdsa és hatarértéke. lim (14+1)% = e, lim (1+2)7 = e és lim (1+bh)Y/" =

T—00 e’} h—0

¢”. Természetes logaritmus. ¢ > 1+ és lim €72 = 1, illetve In(1 4 @) < @ és lim PECE2 = 1. (TK 190-191).

x—0
30. Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

Trigonometrikus fliggvények. Azonossagok. Az addicids tételek bizonyitdsa. Periodicitas, folytonossag, Lipschitz-
tulajdonsag, monotonitds, konvexitas, hatarértékek. lim 2L = 1. locosz _ 1 H% = 0. Arkusz figgvények.

(TK 203-209, 217).

x—0 x—0 x—0

31. Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik
A hiperbolikus koszinusz, szinusz, tangens és kontangens fiiggvények. Azonossdgok. Area fiiggvények. (TK 212-215).



