Fourier-sorok

1. A Fourier-sorok pontonkénti divergenciajarodl

Lemma. Legyen F' Banach-tér K felett és g € G, ([—m, 7]; K). Ekkor az
ug : Co([-m, 7 F) = F; [ /fg

leképezés olyan linearis operator, amely a sup-normaban folytonos, tovabba, ha

F # {0}, akkor
Jugll = [ lo
teljesiil.

Bizonyitds. Ha f € Co(|—m, 7|; F'), akkor || fgl|l < ||| f]|llg], ezért

lug (5] < 111 / g,

igy az ug, linedris operdtor a sup-norméban folytonos, tovabbd lathaté, hogy
™
sl < [ 1o
-

Tegyiik fel, hogy F' # {0}. Legyen (€,,)nen tetszbleges RT-ban haladé zérussorozat,
és az Uriszon-tétel alapjan vegyiink olyan (¢, )nen sorozatot € ([—m,n]; R)-ben,
amelyre minden n € N esetén 0 < ¢, < 1, és [lg| > e,] C [¢n = 1], valamint
supp(en) C [g # 0]. Legyen minden N > n-re h,, : [-m, 7] — R az a fiiggvény,
amelyre minden ¢ € [—7, 7| esetén

teljestil.

lg(t)]
ha(t) = 4 O g P2 #0
0 , ha g(t) = 0.

Ugyanigy, mint a hanyados lemma bizonyitdsaban, itt is konnyen beldthatd, hogy
minden n € N esetén h, : [-m,7m] — R folytonos fiiggvény, |h,| < 1 és a
(hng)nen fliggvénysorozat a |g|-hoz egyenletesen konvergdl a [—, 7| intervallumon.
Megmutatjuk, hogy van olyan N € N, amelyre minden n € N és n > N esetén
hy, € Go([—m,7]; K) teljesiil. Ehhez két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: g(—m) = g(m) = 0. Ekkor a definicié szerint minden n € N esetén
hp(—7) = 0 = hy,(m), tehdt h, € Co([—m, 7]; K).
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2. eset: g(—m) = g(7) # 0. Ekkor legyen N € N olyan, hogy mindenn € Nésn > N

esetén e, < [g(m)| = |g(—)|, vagyis —7, 7 € [|g] > €], {8y pn(—7) =1 = pn(7).
Tehat han € N és n > N, akkor

hn(=7) 1= () sl = ST = R () TS = (),

vagyis hy, € Go([—m, 7]; K) teljesiil.

Ezzel belattuk, hogy létezik olyan (hy,)nen sorozat %e([—m,7]; K)-ben, amely a
sup-norma szerinti egységgdmbben halad, és a (h,g)nen fliggvénysorozat a |g|-
hoz egyenletesen konvergdl a [—m, 7] intervallumon. (Ugyanis az 1. esetben
az eredeti (hp)nen fliggvénysorozat ilyen, mig a 2. esetben az eredeti (hy)pen
fliggvénysorozatrol at kell térni a (hy, N )nen részsorozatra.) Ebbél a g korldtossaga

miatt kovetkezik, hogy
lim /hng:/\g|.
n—oo
- —T

Legyen z € F olyan vektor, amelyre ||z|| = 1, és képezziik a (hy,.2) ey fliggvénysoro-
zatot. Ez a sup-norma szerinti egységgémben halad %, (|—m, 7|; F')-ben, és minden

n € N esetén
T T

g (n.2) = /((ghn).z): /ghn =,

—Tr N—TT

ezért

lim wy(hy,.2) = /]g| Z

N—TT

Ebbol kovetkezik, hogy
g 2 sup g (2l 2 Jim g2} = | I

ami azt jelenti, hogy

gl = / 9l
— 1T

teljesil. W

Lemma. A Dirichlet-féle magfiiggvényre fennéll a

T

lim | |D,| =+
n—oo
-7

egyenloség.



Bizonyitds. Azt az ismert tényt fogjuk felhaszndlni, hogy a

sin(t)
sinc:R—-R; t+— T ,hat#0
1 7hat::0

sinus cardinalis fiiggvény abszolit értéke nem Lebesgue-integralhaté a [0, — |
intervallumon.

Legyen n € N rogzitve. Ekkor a D,, fliggvény parossdga és explicit trigonometrikus
alakja szerint:

[ o 1 [lsm(+ ] 2 [ (|sin((n+ 1)) t/2
_[ [Dnl =2 or | sin(e/2) dt70/< ‘ >(sin(t/2)>dt'

Ha t €]0, ], akkor

t/2
= Sin(t/2)

T
§§7

ezért

] D, > 2 ] |sin((n + %>t)|dt.

™ t
—T 0

Itt, a jobb oldalon &ll6 integralban végrehajtjuk a 7 := (n + %)t helyettesités, igy
azt kapjuk, hogy

n+%>ﬂ <n+%>w

/W‘Sin((":%)t)‘dt: / Mdr: / jsinc|,

0 0

tehat fenndll az
<n+%>ﬁ
2
/|Dn| > 2 / Isinc|
s

0

egyenlGtlenség. A jobb oldal +o0o0-hez tart, ha n — oo, ami a lemmat igazolja. W

Allitas. Létezik olyan f € €,([—n,7]; R) fiiggvény, amelynek a klasszikus tri-
gonometrikus Fourier-sora a 0 pontban divergens.

Bizonyitds. Tekintiik a @, ([—m, 7];R) vektorteret a sup-norméval elldtva: ez valds
Banach-tér. Minden n € N esetén értelmezziik az

Up : Co([—m, 7];R) — R; f|—>/fDn
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leképezést, amely az els6 lemma szerint olyan folytonos linearis funkcional, amelyre

ltn =/|Dn|.

Ha az (uy,),en+ funkciondl-sorozat pontonként konvergélna %, ([—, 7]; R)-n, akkor
a Banach-Steinhaus tétel alapjan

sup ||uy| < +oo
neN+

teljestilne, holott a méasodik lemma szerint ez a szuprémum egyenld +oo-vel. Ezért

van olyan f € @, ([—m, 7];R), amelyre az (u,(f))n,en+ valés szdmsorozat divergens.
Ugyanakkor nyilvdnval$, hogy f € €, ([—m, 7];R) és n € NT esetén

us

un(f) = /fDn = Sn(f)(o)v

—Tr

amivel az allitast igazoltuk. W

2. Az integralszamitas masodik kozépértéktétele

Definicié. Ha I C R intervallum és F vektortér, akkor & (I; F) jeloli azon
I — F fiiggvények halmazat, amelyekhez létezik [ altal tartalmazott korldtos
intervallumoknak olyan (I, ),ca véges rendszere, és olyan (z,)aca rendszer F-ben,

hogy
[ = Z Ra-Xi,

acA

teljestil.

Allitas. Ha a, b € R olyanok, hogy a < b, akkor minden g : [a, b] — R monoton
fogyé (illetve monoton névé) fiiggvényhez 1étezik olyan (g, )nen fiiggvénysorozat,
hogy minden n € N esetén g, € &([a,b];R), és g, monoton fogyé (illetve monoton
novo), valamint (g, )nen egyenletesen konvergal g-hez.

Bizonyitds. Ha g monoton fogyé, akkor az [a, b] intervallum minden belsé pontjdban
g-nek létezik jobboldali és baloldali hatarértéke, valamint létezik g-nek a-ban
jobboldali és b-ben baloldali hatarértéke. Ezért az FVR Ch. II, § 1, N° 3, Th.
2 szerint 1étezik olyan (g, )nen fiiggvénysorozat, amely egyenletesen konvergal g-
hez, és minden n € N esetén g, € &([a,b];R); tovabba az idézett tétel bizonyitdisa
szerint minden N 3 n-re g, monoton fogyé (illetve monoton névé). W

Tétel. (Az integralszamitds mdsodik kiozépértéktétele.) Legyenek a,b € R
olyanok, hogy a < b és F Banach-tér. Tegyiik fel, hogy f € Z&([a,b]) és
u: [a,b] — F olyan fliggvény, amelyre minden z,y € [a,b] és = < y esetén



teljesiil. Ekkor minden ¢ : [a,b] — R monoton figgvényhez létezik olyan z €
Conv(Im(u)), hogy fennall a

b
/gfzzgm»w—um»+gw>ww>—@

egyenloség.

Bizonyitds. Az allitas jellege alapjan nyilvanvaléan elegendé monoton fogyo fliggvé-
nyekre bizonyitani. Tovabbé, ha g : [a,b] — R monoton fogy6 fiiggvény, akkor
g(a) > g(b) is feltehetd, kiilonben az allitas minden z € Conv(Im(u)) vektorra igaz.

(I) El6szor feltessziik, hogy ¢ : [a,b] — R monoton fogyé és eleme &(a, b]; R)-nek,
tehat létezik olyan n € N, n > 1 és (cx)o<k<n Szigorian monoton névé rendszer
az |a, b] intervallumban, és olyan (Ax)o<k<n—1 monoton fogyoé rendszer R-ben, hogy

co =a, ¢, =b, és
n—1
9= Z )\k'X]@k’ak—&-l[
k=0

teljesiil az [a,b] \ {cx|0 < k& < n} halmazon. E mellett, a {cx|0 < k < n}
halmaz pontjaiban (az osztdpontokban) g értékei barmilyenek lehetnek, azzal a
feltétellel, hogy g monoton fogyé legyen. Vilagos, hogy Ao = g(a + 0) < g(a)
és A1 = g(b—0) > g(b), tovabba feltessziik, hogy g(a) > g(b).

Ha g(a+0) = g(b— 0) és X jeloli ezt a kozos értéket, akkor

j9f=kjf:XW@—ﬂm»

tovabbd g(a) > g(a+0) =X = g(b—0) > g(b), ezért g(a) > ¢g(b) miatt a

o (AN (A0
= (5t ) e+ (o) ) € Comtrm)

vektorra
b

/gfzzgm»w—um»+yw>ww>—@

teljesiil, igy z olyan vektor, amelynek a létezését allitottuk (sét ekkor még z €
Conv(Im(u)) is teljesiil).
Tegyiik most fel, hogy Ao = g(a + 0) > g(b — 0) = A\,,—1. Ekkor

Cr+41

b n—1 n—1
/g.f: Z )\k / Z >\k Ck_|_1 — U Ck; Z )\k u Ck_|_1 Z /\ku(ck) =
p k=0 k=0

Ck

n—2

Ak — A

= (Ao — A1) E (A](j — kH) (cgpr1) + Antu(en)+
=0



n—2 n—1
+ Z )\k+1.u(c;€+1) — Z )\ku(ck)
k=0 k=0

Nyilvanvalo, hogy

nz: G’g — Ak“) u(cri1) € Conv(Im(uw)),

valamint

n—2 n—1 n—1 n—1
Z Aer1-u(cprr) — Z Apu(cg) = Z Apu(cg) — Z Ai-u(ck) = —Ao-u(co),
k=0 k=0 k=1 k=0

tehat behelyettesitve a A\g = g(a +0), A\p—1 = g(b—0), co = a és ¢, = b értékeket,
azt kapjuk, hogy

b

/g.f — (g(a+0) — g(b—0)).2" + g(b— 0)-u(b) — g(a + 0).u(a).

a

A g(a) > g(b) feltétel és a g monoton fogyasa miatt nyilvanvald, hogy a

 (gla+0)—g(b—0) v g(a) —g(a+0) wla g(b—0) —g(b) "
"“‘( g(a) —g(0) ) *( 9(@) — g(0) )””( g(@) —g(0) ) ©)

vektor eleme Conv(Im(u))-nak, és természetesen
b
[ 9 = (gla-+0) = g(b = 0))-2' + 9(b ~ 0):u(b) ~ gla+ 0).u(a) =

= (9(a) = g(b)).z + g(b).u(b) — g(a).u(a) = g(a).(z — u(a)) + g(b)-(u(b) - 2),

igy z olyan vektor, amelynek a létezését allitottuk (sét ekkor még z € Conv(Im(u))

is teljesiil).

(IT) Legyen g : [a,b] — R tetsz6leges olyan monoton fogyé fliggvény, amelyre

g(a) > g(b). Legyen (gn)nen olyan fiiggvénysorozat, hogy minden n € N esetén

gn € &([a,b];R) monoton fogyé fliggvény és (g, )nen egyenletesen konvergal g-hez
z |a,b] intervallumon. Az (I) alapjdn kivédlaszthatunk olyan Conv(Im(u))-ban

haladé (z;,)nen sorozatot, hogy minden N 3 n-re

b

/Qn-f = (9n(a) = gn(b))-zn — gn(a)-u(a) + gn(b).u(b)

a

teljestil. Ekkor
lim g,(a) =g(a) > g(b) = nli—>nolo gn(b),

n—oo



ezért van olyan N € N, amelyre minden n € N és n > N esetén g,(a) > g, (b)
teljesiil. Tovabbd, a (g, )nen fliggvénysorozat egyenletesen korlatos, és ha C' € Ry
olyan, hogy minden N > n-re |||g,||| < C, akkor minden N > n-re ||g,.f|| < C.||f]],
igy a Lebesgue-tétel alapjan

b b
nh—>n<;10 gn.f:/g.f.

Ugyanakkor, n € N és n > N esetén

b

/ Gn-f + gn(@).u(a) — gn (b).u(b)

a

Zn —

gn(a) — gn(b) ,

amibdl 1lathatd, hogy a (2, )nen sorozat konvergens, tovabbé

b
/ 9.f + g(a)u(a) — g(b).u(b)

z:= lim z, =
n—00 g(a) — g(b)

Ekkor z € Conv(Im(u)) és az el6z6 egyenldséget atrendezve kapjuk, hogy

/ 0. = ga).(z — u(a)) + g(b).(ub) — 2)

teljestil. A

Megjegyezziik, hogy ha f € ZL(|a,b]) korldtos fiiggvény, akkor az elézd 4llitas
bizonyitasanak (II) pontjadban nem sziikséges a Lebesgue-tételre hivatkozni, mert
ekkor a (gn.f)nen fliggvénysorozat egyenletesen konvergal g.f-hez az [a, b] interval-
lumon, igy

b b
i [ 9.8 = [ 0.8
n—oo

akkor is teljesiil, ha az f : [a,b] — F fliggvény Riemann-integrdlhatd.

Kovetkezmény. Legyenek a,b € R olyanok, hogy a < b és F' Banach-tér,
valamint f € £} ([a,b]), és vezessiik be az

w: [a,b] — R; mr—>/xf
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leképezést. Ekkor minden h : [a,b] — R monoton fogyé fiiggvényre, ha h(a) =1 és
h(b) = 0, akkor
b

/ h.f € Cono(Tm(w))

a

teljesiil.
Bizonyitds. Az eléz6 éllitas alapjén nyilvanval6, mert u(a) = 0. B

Tétel. (Az integrdlszamitas mdsodik kézépértéktételének valds formdja.) Le-
gyenek a,b € R olyanok, hogy a < b és f € %2 ([a,b]). Ekkor minden g : [a,b] — R
monoton fiiggvényhez létezik olyan ¢ € [a, b], hogy

c b

/bg-f — gla)- [1+o@)- [ 1

a (&

teljestil.

Bizonyitds. Ertelmezziik az
xX
u: la,b] — R; x|—>/f

fiiggvényt; ekkor az integral additivitdsa miatt minden x,y € [a,b] és x < y esetén

/yf = u(y) — u(x)

teljesiil. Tovabba u folytonos fiiggvény és u(a) = 0. Ezért az el6z6 éllitas alapjan
a g : [a,b] — R monoton fiiggvényhez létezik olyan z € Conv(Im(u)), amelyre
fennéllnak az

b

/g-f = g(a) (= — u(@)) + g(b).(u(®) — 2) = gla)- =+ g(b /f—z

a
egyenl6ségek. Azonban I'm(u) korldtos és zart intervallum, tehat Conv(Im(u)) =

Im(u), vagyis van olyan ¢ € [a, b, hogy z = / f. Ekkor viszont

g(a)-z+g(b /f—z =g(a)-/cf+g(b)- /bf—/cf =g(a)-/cf+g(b)-/bf,

tehat c olyan szam, amelynek a létezését allitottuk. W
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Kovetkezmény. Legyenek a,b € R olyanok, hogy a < b és f € 41 ([a,b]). Ha
a g : [a,b] — R fliggvény monoton fogyd és pozitiv, akkor létezik olyan ¢ € [a,b],

hoey b c
[of =g |1

Bizonyitds. Jelolje g azt az [a,b] — R fiiggvényt, amely az [a,b] intervallumon
egyenl6 g-vel, és g(b) := 0. A g pozitivitdsa miatt a g : [a,b] — R fliggvény
is monoton fogyd, és g(a) = g(a), valamint g(b) = 0, ezért az integrélszamitas
méasodik kozépértéktételének valés formajat alkalmazva f-re és g-re kapjuk olyan
¢ € [a, b] 16tezését, hogy

/bg~f=/bs?‘fZQ(a)'/cfﬂLé(b)'/bfzg(a)'/cf

teljestil, ahol az els6 egyenl6ségnél kihasznaltuk, hogy g és g a Lebesgue-mérték
szerint majdnem mindeniitt egyenléek az [a, b] intervallumon. W

teljestil.

Megjegyzés. Az integralszamitas masodik kozépértéktételének valds forma-
jaban lényeges, hogy az f fliggvény wvalds értéki legyen, tehat az allitds nem igaz
vektorfiiggvényekre. Tekintsiik példaul az

f:[0,2n] = R?* x> (cos(z),sin(x))

fiiggvényt. Ekkor minden ¢ € [0, 27| esetén

/Cf = /C(COS(.T),Sin(SC)) dx = (sin(c), 1 — cos(c)),

amibol kovetkezik, hogy az

C

u: [0,27] — R c»—>/f

0

fiiggvény értékkészlete egyenld a (0,1) centrumi, 1 sugart euklidészi korfvvel R2-

ben. Ugyanakkor a
g:[0,27] — R; gl —
2

fiiggvény monoton fogyé, pozitiv, g(0) = 1, g(2r) = 0 és konnyen kiszamithato,
hogy

o= - 2 cmtrsmin s



ami nincs rajta a (0,1) centrumt, 1 sugari euklidészi korfven R%-ben, ezért nem
létezik olyan ¢ € [0, 27], amelyre

O79-]”0/cf 9(0)0/cf+9(27f)7f

teljesiilne. Azonban u(0) = (0,0) = u(27) és z := (0,1) € Conv(Im(u)), tehat

27

/ 0.F = 9(0)-(z — u(0)) + g(27).(u(2r) — 2)

0

teljestil, igy nem keriiltiink ellentmondasba az integralszamitdas masodik kozépér-
téktételének altalanos formajaval.

3. A trigonometrikus Fourier-sorok egyenletes konvergenciaja

Lemma. (Egyenletes Riemann-Lebesque lemma.) Legyen I C R intervallum,
F Banach-tér és f : I — F' Lebesgue-integralhato fiiggvény.

a) Fennéllnak a

B
lim sup /f(t) cos(At)dt|| | =0,

A—Eoo \ a,Bel; a<p
o

B
lim sup /f(t) sin(At)dt|| | =0

A—Eoo \ o,Bel; a<p

egyenloségek.
b) Ha F' komplex Banach-tér, akkor fennéllnak a

B

lim sup /f(t)ei’\tdt =0
A—+00 \ a,Bel; a<p
(e

egyenloségek.
Bizonyitds. A b) éllitds kovetkezik a)-bol és az

B B B8
/ F(t)eMdt = / F(t) cos(A)dt + i / F(£) sin(At)dt

egyenl6ségbdl, ezért elég a)-t igazolni.

10



(I) Elészor arra az esetre bizonyitunk, amikor f egy R — F' 1épcsésfiiggvény I-re
vett lesziikitésével egyenld, tehat van olyan n € N szam, és létezik olyan (zx)o<k<n
rendszer F-ben, valamint léteznek olyan (ax)o<kr<n €s (bx)o<k<n rendszerek R-ben,
hogy minden 0 < k < n természetes szamra a, < by és

n
£ =3 X |,
k=0

Legyen A € R, XA # 0 és legyenek «, 3 € I olyanok, hogy o < 3. Minden 0 < k <n
természetes szamra legyen a}, := max(q, ax) és b}, := min(f, by). Ekkor

/8 n

/ f(t)cos(At)dt = / Xiestor o (1) COSA)AE | 25 =

a k=0 R

_Z/ (B cos(A)dt | = (Si““b;f);sm(m?f)>.zk,

0<k<n; a) <b}

amibdl kovetkezik, hogy

6 n
/ F(8) cos()dt|| < % SIET
2 k=0

Ebbol azonnal lathaté, hogy

lim sup /f(t) cos(At)dt|| | =0
Ao | a,pel; a<p

teljestil, és cos helyett a sin fiiggvényre, teljesen hasonlé érveléssel, kijon a

lim sup /f(t) sin(At)dt|| | =0,
A—Eoo \ a,Bel; a<p

Osszefiiggés.

(IT) Legyen f : I — F Lebesgue-integrdlhaté fiiggvény és € € R tetszdleges. Jelolje
f¢ az f fiiggvény 0-val vett kiterjesztését R-re. Ekkor vehetiink olyan g : R — F
1épcsosfiiggvényt, amelyre

Az (I) alapjén g-hez van olyan A € R, hogy minden A € R szadmra, ha A > A (illetve
A < A), akkor
B

€
sup / cos(At)dt|| < =
o,Bel; a<p 2

11



Tehat ha a, € I és a < 3, valamint A € R olyan, hogy A > A (illetve A < A),
akkor

B B

B8
/ F(t) cos(Mt)dt|| < / I(F() = g(t)) cos(M) | dt + / g(8) cos(M)t|| <

« «

s
s/ Ilf° =gl + /g(t)cos()\t)dt <e

teljesiil. Ez azt jelenti, hogy ha A € R olyan, hogy A > A (illetve A < A), akkor

B
sup /f(t) cos(At)dt|| <e,
a,Bel; a<p
igy fennallnak az
B
lim sup /f(t) cos(At)dt|| | =0
A—Foo a,B€l; a<p

egyenlOségek, és cos helyett a sin fliggvényre, teljesen hasonld érveléssel, kijon a

8
lim sup / f(t)sin(At)dt|| | =0,

A—Foo \ o,Bel; a<p

osszefiiggés. M

Lemma. Legyen F' Banach-tér és f : R — F lokélisan Lebesgue-integralhato,
2m-periédusu fiiggvény. Ha a,b € R olyanok, hogy 0 < a < b < 7, akkor

b

lim [ sup /f(t:l:T)Dn(T)dT =0

a

teljesiil, vagyis az

b
R — F; t»—>/f(tj:7’)Dn(7')dT

fiiggvények sorozata n — oo esetén az R-en egyenletesen tart 0-hoz.

Bizonyitds. Eloszor megjegyezziik, hogy az f fiiggvény 27 szerinti periodikussaga
miatt minden N 3 n-re az

b
R — F; tH/f(tﬂ:T)Dn(T)d’T
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fliggvények is 27 szerint periodikusok, ezért

b b

sup /f(ti—T)Dn(T)dT = sup /f(tiT)Dn(T)dT
teR ) te[—m, 7]

teljesiil.
Jelolje B’ a funkciondlnorma szerinti, zart egységgdombot az F topologikus du-
alisdéban, tehdt B’ := {u € F'|||u| < 1}, tovdbbd minden u € B’ esetén legyen

fu:=Reowo f, tehat f, : R — R lokalisan Lebesgue-integralhatd, 2m-periédusi
fiiggvény. Tovabbd, a Hanh-Banach tételbdl kovetkezik, hogy minden n € N esetén

b

b
[ s naein]| = sup eow) [ s+ nDur || =
2 ueB’ )

b

= sup /fu(tj:T)Dn(T)dT .
ueB’

Ez azt jelenti, hogy a

b
lim sup sup /fu(t + 7)D,(7)dT =0

=0\ te[—m,m] \ ueB’
a

egyenloségeket kell bizonyitani.

Legyenek n € NT, t € R és u € B’ rogzitve. Ekkor a Dirichlet-magfiiggvény ismert
alakjat alkalmazva:

b b
[ st nIDaeIr = o [ r)sin (o 3)7) e
és a 1
et A YIE)

fiiggvény pozitiv, és monoton fogyo, valamint a
[a,b] = R, 71— fu(t£7)

fiiggvények Lebesgue-integralhatéak. Ezért az integralszamitdas mésodik kozépér-
téktételének valds forméjat alkalmazva kapjuk olyan ¢ € [a, b] szam 1étezését, amely-
re

b ¢

[ e mysin((n+3)7) romir=mis [ g D)sin (04 4) 7)

a a

13



Tehat a kivalasztasi axidéma alkalmazaséval vehetiink olyan
Nt xR x B — [a,b]; (n,t,u)— ((n,t,u)
fliggvényt, hogy minden n € N, ¢t € R és u € B’ esetén

C(n’t7u)
1 1

b
/fu(tj:T)Dn(T)dT: %m / fut£7)sin ((n+ 3) 7)dr

teljestil.

Legyen most ismét n € NT, t € R és u € B’ rogzitve, tovdbb4 az

¢(n,t,u)
fult£7)sin((n+ 3)7)dr

a

integralokban hajtsuk végre az s := t £ 7, vagyis 7 = (s — t) helyettesitést. A
sinus fliggvényre vonatkozé addiciés formulat alkalmazva azt kapjuk, hogy

¢(n,t,u) t£¢(n,t,u)

fult £ 7)sin (1) 7) dr= / Fuls)sin ((n+1) (s—1)) ds=
a tt+a
t+¢(n,t,u)
= (cos ((n+1)1)) / fu(s)sin ((n+3)s)ds —

tta

t+l(n,t,u)

~(sin((n+ 1) 1) / Fuls)cos ((n+ 1) s) ds.

tt+a

Ha t € [—m, 7], akkor 0 < a < ((n,t,u) < b < 7 miatt t + a € [-27,27] és
t £ {(n,t,u) € [27,27] teljesiil.

Ebbdl kovetkezik, hogy n € NT és u € B’ esetén

¢(n,t,u)
sup / fu(t:I:T)sin((n—i—%) 7') dr| <
te[—m,m]
8 8
< sup /fu(s) sin((n+3)s)ds|+  sup /fu(s) cos((n+3)s)ds| <
a,BE[—27,2m) a,BE[—2m,27]
B B
< sup /f(s) sin((n+1)s)ds||+  sup /f(s) cos((n+3)s)ds|| .
a,BE[—2m,27) J a,B€[—2m,27] 2

14



Ez azt jelenti, hogy minden n € NT esetén

b
sup sup /fu(tzl:T)Dn(T)dT <

te[—m,m] \ u€eB’
a

B

1 1 sup /f(s) sin((n+1)s)ds|| +

T 27 sin(a/2) o ge[—2r,2q]

«
B
1 1

. sup /fscos n+1)s)ds|| +
or (a12) apepnan [ ] 117 5T 2)9)

6

teljestil.

Tekintettel arra, hogy a lokdlis Lebesgue-integralhatésag miatt az f|_or on fiige-
vény Lebesgue-integralhaté; az egyenletes Riemann-Lebesgue lemma alapjan kap-
juk, hogy

B
lim sup /f(s) sin((n+3)s)ds|| | =0

n—=o0 \ a,B€[—27,27)
e?

és
B
lim sup /f(s) cos((n+3)s)ds|| | =0

n—= \ a,6€[~2m 2]

«

teljestil. Ebbol az el6z0 egyenlotlenségek alkalmazasaval kapjuk az allitast. W

Tétel. (A klasszikus trigonometrikus Fourier-sorok egyenletes konvergencidja.)
Legyen F' Banach-tér és f : R — F' lokdlisan Lebesgue-integralhato, 2mw-periédusi
fiiggvény. Legyenek a,b € R, a < b és tekintsiik a kovetkezo allitasokat:

a) Léteznek olyan C, a, § € Rt szdmok, hogy minden 7 €] —§, §[ és minden ¢ € [a, b
esetén

1f(E+7) = fO) < Clr|*
teljesiil. (Az egyenletes konvergencia Lipschitz-kritériuma.)

a’) f korldtos az [a,b] intervallumon, és 1éteznek olyan C,a,d € RT szdmok, hogy
minden 7 €]0, §[ és minden ¢ € [a, b] esetén

[f(E+7)+ f(t—7)=2f@)] < CT°

teljesiil. (Az egyenletes konvergencia egyoldali Lipschitz-kritériuma.)

b) f korldtos az [a,b] intervallumon, és minden ¢ € RT esetén van olyan § € R™,
hogy minden [a,b] > t-re

Hd7'<€
-

0
flt+7) = f(t)
/]

15



teljesiil. (Az egyenletes konvergencia Dini-kritériuma.)

b’) f korldtos az [a,b] intervallumon, és minden € € RT esetén van olyan § € R,
hogy minden [a,b] > t-re

T

jHﬂﬁ%ﬂ+f@—ﬂ—2ﬂw
0

Hd7<e

teljesiil. (Az egyenletes konvergencia egyoldali Dini-kritériuma.)

c) Az f fliggvény klasszikus trigonometrikus Fourier-sora az [a,b] intervallumon
egyenletesen konvergal f-hez.

Ekkor fennéllnak az a)=-a’), a)=-b), a’)=b’), b)=b’) és b’)=-c) kivetkeztetések.

Bizonyitds. a)=-a’) Az a)-bol nyilvanvaléan kovetkezik, hogy f az [a, b] intervallum
minden pontjaban folytonos, hiszen o > 0 miatt

lim |7|* = 0.
T—0

Ezért f korlétos az [a, b] intervallumon, és a C, o, 6 € Rt szamokra teljesiil az, hogy
minden 7 €]0, [ és minden ¢ € [a, b] esetén

If(t+7)— FOI < 7, Ift—7) = FOI < C = 7] = Cr=,
igy a haromszog-egyenlotlenség alapjan
[ft+7)+ f(t—71)=2f()] <2077

Ez azt jelenti, hogy az a)-ban megvélasztott C,a,d € RT szdmok olyanok, hogy a
2C, a, 6 € Rt szdmokra az a’)-ben megkovetelt egyenlétlenségek teljesiilnek.

a)=Db) Legyenek C,a,d € RT olyan szdmok, emelyekre az a) feltételei teljesiilnek.
Az imént lattuk, hogy a)-bol kovetkezik, hogy f az [a,b] intervallum minden
pontjaban folytonos, igy korlatos is ezen az intervallumon. Tovébb4, ha 7 €] — 4, J]
és T # 0, akkor minden [a, b] > t-re

Hf(tJrT) —f(t)H . ¢

N N

teljestil. Tudjuk, hogy 1 — a < 1 miatt az

¢ ha 7 # 0,

R—R;, 7 |T|1*O‘,

0 ,harT=0

fliggvény intergralhaté a | — 6, d[ intervallumon. Ezért e € RT esetén van olyan
de €]0,0[ valds szam, amelyre

O
C
—’T|1_a dr < ¢

5.
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teljestil; ekkor minden [a, b] 3 t-re

dr < e
-

de
ft+7) = f()
S

szintén igaz, vagyis a C, a, 0. € RT szamokra teljesiilnek a b)-ben megfogalmazott
feltételek.

a’)=b’) Legyenek C,a,d € RT olyan szdmok, emelyekre az a’) feltételei teljesiilnek.
b’)=-c) Legyenek n € NT és t € [a,b]. Ekkor barmely § €]0, 7] szdmra

s

Sn(f)(t) = (1) Z/(f(t+7)+f(t—7) —2f(t))Dn(7)dr =

0

0 s
= [+ 7+ fe =) = 20@)Dardr + (74 7)+ F(t = 1)~ 26(0) Da()dr
0 0

Legyen minden n € N*, ¢ € [a,b] és 6 €]0, 7] szdmra:

Ins(t) := [ (f(t+7)+ f(t = 7) = 2f(t)) Dn(7)dr,

o —__ .

valamint

Jns(t) = [ (fE+7)+ f(t —7)—2f(t))Dy(7)dr.

T~

Tudjuk, hogy

lim - 0/2 =1,
§—0,6>0 \ sin(6/2)
ezért vehetiink olyan &y €]0, 7] szdmot, hogy minden § €]0, dy] esetén

5/2

< sn(o2) = °

teljesiil. (Itt a jobb oldalon &ll6 2 szam helyett barmely 1-nél szigorian nagyobb
valés szamot is vélaszthattunk volna.) Tovabbd, a

T/2

10, 7] — R; TI—)W

fliggvény monoton novs. Ezért minden n € N, ¢t € [a,b] és § €]0,dp] szdmra
fennallnak a kovetkezo egyenlGtlenségek:

0
5 (@)l S/Ilf(t+7) + [t =7) = 2f @) Dn(7)|dT =

17



T

_%/6(||ft+r AT O (T2 Y i (4 4y
0

. zj“f(t+7)+f(t_7)_Qf(t))HdT

T

Legyen most ¢ € RT tetszbleges. A b’) hipotézis alapjdn vehetiink olyan d. > 0
valés szamot, amelyre minden ¢ € [a,b] és minden § €]0,d.] esetén

T <

T
T 4

j"f<t+r> S ft-T) - 2f(t)‘

teljesiil. Az el6z6 egyenlotlenségek alapjan azt kapjuk, hogy ha § > 0 olyan valds
szam, hogy § < min(dy, d.), akkor minden N > n-re

)

sup |1 5(1)] < 5
te(a,b]

[\3

A tovébbiakban feltessziik, hogy § €]0, min(dg, d.)] egy rogzitett valds szam.

A definicié alapjdn minden n € NT és t € [a, b] esetén

T

T s(t) :/(f(t+f)+f(t—7)) Jdr — 2t /D

)

és az f figgvény korlatos az [a, b] intervallumon, igy

Uy

15 ()] < /(f(t+7)+f(t—7))Dn(T)dT + 2[|[f {1, /Dn(T)dT :

s s
A tétel elott allé lemmabdl tudjuk, hogy

b
lim | sup /(f(t +7)+ f(t—7))Dnp(r)dr| | =0,

tehdt vehetiink olyan N; € Nt szdmot, amelyre minden N > n-re, ha n > Ny, akkor

b

sup / (F(t+7) + f(t — 1) Do(r)dr| <

teR

B~ ™

teljesiil. Ugyanakkor, a Riemann-Lebesgue lemma alapjan nyilvanvald, hogy

sy

lim [ D,(r)dr =0,

n—oo

)
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hiszen minden Nt > n-re

/Dn(T)dT = %R/X[M[(T) (%) sin ((n+ 1) 7) dr,

és az

R—R;, 7+ %X[«s,w[(ﬂ (%)

fiiggvény Lebesgue-integralhatd. Ezért vehetiink olyan No € NT szdmot, amelyre
minden N 3 n-re, ha n > N, akkor

2[[1£11

A~ ™

[a,b] /Dn(T)dT <
5

Tehat ha n € N és n > max(Ny, N3), akkor

sup |[|Jn,s(t)[| <
t€la,b]

Do | ™

Ez azt jelenti, hogy N := max(N1, N2) olyan természetes szdm, hogy minden n € N
szamra, ha n > N, akkor

sup [[Sn(f)(t) = f(O)I < sup [[Lhs(@)] + sup [|Jns(D)] <,
t€la,b] t€la,b] t€la,b]

amivel a tételt igazoltuk. W
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