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Eloszo

A matematika fejlodése soran tobb integralelmélet alakult ki, ezek koziil az
ugynevezett Lebesgue-félének is f6 csoportja: a halmazgyiris és a topologikus
integralelmélet.

A halmazgytiriis elméletben mértéknek neveznek egy halmazgyliriin adott o-
additiv valés vagy komplex értékli leképezést. Minden halmazgytiriin adott
végesen additiv halmazfliggvényhez tartozik egyetlen linedris leképezés a gytri
szerinti 1épcsOsfiiggvények vektorterén, az igynevezett egyszert integrdl. Pozitiv
halmazfiiggvények o-additivitdsa ekvivalens ezen egyszeri integral megszamlal-
hato also- és felsé burkoléval vald “j6 viselkedésével”.

A topologikus integralelméletben egy lokalisan kompakt topologikus tér feletti
mértéknek a tér feletti folytonos kompakt tartdju fliggvények vektorterén értel-
mezett, az ugynevezett induktiv topolégiara nézve folytonos linedris funkciondlt
neveznek (egy pozitiv linedris funkciondl mindig ilyen). A topologikus integral-
elméletet részletesen Bourbaki: Integrdlds cimii kotete targyalja.

Azért, hogy a két integralelméletben a kozost meglathassuk, célszerii a hal-
mazgylris esetben halmazfliggvények helyett inkabb az altaluk generdlt egy-
szerll integrélokat tekinteni, és ezek koziik egyeseket mértéknek nevezni. Ekkor
mindkét integralelméletben az alapobjektum egy valds értékli fiiggvényekbol
allé vektortér, a mértékek pedig az ezen vektortéren értelmezett valds linearis
leképezések koziil keriilnek ki.

Ebben a kényvben olyan altaldnos integralelméletet targyalunk, amely magaba
foglalja a halmazgytir{is és a topologikus integrélelméletet is. Az alapobjektum
egy fliggvényekbdl allé vektorhdlo, az ezen értelmezett linearis leképezések koziil
bizonyosakat mértékeknek illeve normalis mértékeknek neveziink (melyek a meg-
szamlalhaté illetve a tetszoleges szuprémum- és infimumképzéssel szemben jol
viselkednek). Ezt az integrélelméletet dltaldnos integrdlelméletnek vagy hdld-
integralelméletnek nevezziik.

Azonban az integralelméletben nemcsak a mértékeknek van fontos szerepiik,
hanem az egy adott halmazon értelmezett Osszes pozitiv fliggvény halmazén
adott monoton, pozitiv homogén, szubadditiv, monoton o-folytonos leképezé-
seknek, a felsd integrdloknak. Kiilonosen azok a fels6 integralok fontosak, melyek
egy adott vektorhdléhoz valamilyen értelemben jol illeszkednek, az tigynevezett
integrdlok. Integralok szerint a vektorhal6t lehet boviteni, igy jutunk el az
L! terekhez, illetve ha egy mérték és egy integral jol illeszkedik egyméshoz (a
vektorhdlé pozitiv elemein a mérték abszolit értéke és az integrél megegyeznek),
akkor ilyen mérték szerint lehet integralni az £ tereken.
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Az alkalmazédsok szempontjabol fontosak az LP terek, ezek altalanos bevezeté-
sének szintén az a feltétele, hogy az adott felsé integrédl az adott vektorhaldhoz
valamilyen értelemben jél illeszkedjen, az ilyen felsé integralok az ugynevezett
p-integrdlok.

A konyvben targyalt altalanos integralelmélet 6tletét Bourbaki: Integrdlds cimi
kotetének masodik kiaddsaban lelhetjiik fel, innen szdrmazik a vektorhdld, az
absztrakt pozitiv mérték, normélis pozitiv mérték fogalma, a pozitiv mérték
altal generalt fels§ integralok (p** és p*) szerinti LP-terek és integralds kon-
strukcidja.

A felsé integral absztrakt fogalma, az integrdal mint specialis fels6 integral fo-
galma, az integral szerinti LP-terek és integralas konstukcidja Kristdf Janostol
szarmazik, a p-integral fogalma és a p-integral szerinti LP-terek konstukcidja
pedig a szerz6tol.

A konyv anyagénak nagy része specidlis eléadason hangzott el, melyet Kristof
Jdnos tartott fizikus hallgatéknak az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem Alkal-
magzott Analizis Tanszékén, 1986 elsé félévében.



1. Fejezet

Val6s és komplex mértékek

1.1 Relativ korlatos funkcionalok

Definicié A (T, L) pérost mérhetd térnek nevezzik, ha T nem-iires halmaz és
LCRT linearis hélé a pontonkénti miiveletekre nézve.

Ha (T, L) mérheté tér, akkor az L vektorhdléra alkalmazni fogjuk a Bourbaki:
Integralds II. fejezetének (Rendezett vektorterek) fogalmait és eredményeit. Je-
16lje L# az L feletti pozitiv funkcionalok, Q(L) pedig az L feletti relativ korlatos
valés funkciondlok halmazat. u€Q(L) esetén létezik egyetlen |u|€L# tigy, hogy
minden gL esetén

lul(p) = sup |p(f)] -
feL,

[fI<e

||-t & p abszolit értékének nevezziik. Tovadbba

+ . |l +p
pr=o 6

~_ lpl=p

S 5

pozitiv funkcionélok, melyeket a p pozitiv részének és negativ részének neveziink.

Ezekre
p=pt—pT b |ul=pt T

teljesiil, kovetkezésképpen minden relativ korlatos valds funkciondl el6all két
pozitiv funkciondl kiilonbségeként.

Megjegyzés Legyen (T, L) mérhetd tér. Ekkor az
Lc == {feCT : ReofeL és ImofeL}

komplex vektortér az L valds vektortér egy komplexifikaltja.

Definicié A (T, L) mérhetd tér (Cr)-tulajdonsdgi, ha g€ L, ¢1,02€L 4 és|g|<
1+ esetén 1étezik gy, go€Lc gy, hogy

9=g1+92 , 191|<er, |g2|<epa .

7
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Definicié A (T, L) mérhetd tér (Cir)-tulajdonsdgu, ha minden g€L¢ esetén
lgl€L .

Megjegyzés Legyen (T, L) mérhetd tér. pu€Lc esetén p|p€Lr(L,C), forditva,
0€Lr(L,C) esetén
oc: Lc — C, g o(Reog)+i-o(Imog)

az egyetlen C-linedris leképezés, melyre (oc)|r=0 teljesiil, ezt a o komplexi-
fikdltjanak nevezzik. Tehat

L(E - LR(L7(C) y M /J’|L
R-lineéris bijekcid, melynek inverze:

Lgp(L,C) = L , 0+ oc -
A fenti bijekcidkat a tovabbiakban kanonikus azonositdsnak fogjuk tekinteni,
Lr(L,C) elemeit azonositjuk LE elemeivel, specidlisan, az L feletti valés funkei-
ondlokat (L* elemeit), komplexifikaltjukkal azonositva, L¢ feletti komplex funk-
ciondloknak (Lg elemeinek) tekintjik. Ennek fényében értelmes a kovetkezd
definicio.
Definicié Legyen (T, L) mérhet6 tér. peLf wvalds, ha pl|;, valds értékd, és
pozitiv, ha |y, valds értékii pozitiv funkciongl.

Definicié Legyen (T, L) mérhetd tér, és peLf. Ekkor

B:Lc—C, g u(g)
komplex linedris leképezés, melyet a p komplex konjugdltjanak neveziink.

Megjegyzés A definicidbdl nyilvanvald, hogy p— konjugdlt linearis involicio,
neLE pontosan akkor valds, ha fi=p teljesiil, tovdbbd

Rep :=
valés funkciondlok, melyeket a p valds részének és képzetes részének neveziink.
Ezekre

p=Repu+i-Impu és u=Repu—i-Impy
teljesiil, kovetkezésképpen L{ minden eleme el6all két valds forma komplex
linedris kombinacidjaként.
Definicié Legyen (T, L) mérhetd tér, peLg valés. Ekkor
+ . +
p o= ((ple)™) e € Lt
pozitiv, melyet a p pozitiv részének illetve negativ részének neveziink.

Definicié Legyen (T, L) mérhet tér. peLf relativ korldtos, ha (Rep)|r és
(Im p1) |1, relativ korlatosak. Jelolje Q¢ (L) az L§ relativ korldtos elemeinek hal-
mazét. Nyilvanval6, hogy Qc(L)CL{ C-linedris altér, mely zart a komplex
konjugdldsra. peQc(L) esetén

p=Rep)" —Rep)” +i-(Imp)™ —i-(Imp)~,

tehdt minden relativ korlatos funkcional el6all négy pozitiv funkciondl C-linearis
kombinéacidjaként.
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1. Allitas Legyen (T, L) mérhetd tér. peLg pontosan akkor relativ korldtos,
ha minden €L esetén

Bizonyitas Ha p relativ korlatos, akkor €L, g€ L¢, |g|<¢ esetén | Reog|<¢p
és |Imog|<yp, fgy

[1(g)] < 2(| Re pul+[Tm ) (p) < +o00 .

Forditva, ha |u|o(p)|< 4 0o, akkor feL, |f|<¢ esetén

|(Re ) ()] < [p(H)] < |plo(p) < 400,

kovetkezésképpen (Re p)|€(L), és hasonlé mondhaté (Im p)|z-re.
2. Allitas Legyen (T, L) mérhetd tér, mely eleget tesz a (Cy) feltételnek, pe
Qc(L). Ekkor létezik egyetlen |u|€LE pozitiv dgy, hogy minden p€Ly esetén

lul(@) = sup |u(g)| .
g€Lc,
l9|<e

Bizonyitas Elég megmutatni, hogy a

o : Ly — Ry, o — sup |u(g)]
g€Lc,
lgl<e

leképezés additiv. Legyen @1, po€L .
Ha g1, g2€ L olyanok, hogy |g1]1<p1 és |g2|<¢2, akkor létezik z€T ugy, hogy

[1(g1)+21(g2)| = |pu(g1)| + |u(g2)]

mert u(g1)7#0 és p(g2)#0 esetén &= 1g1)-1492)

————"—— megfelel, ha egyik nulla,
1(g1)]-|1(g2)]

akkor pedig tetszOleges z€T j6 lesz.
Ekkor g1+2-g2€L¢ 6és |g1+2-g2|<w1+pa, igy
1(g)| + |1(g2)| = |(g1+2-92)| < [plo(1+p2) .

kovetkezésképpen

llo(p1) + [1fo(w2) < |plo(p1+w2) -

Legyen most g€L¢ olyan, hogy |g|<¢1+p2. Ekkor a (Cr)-tulajdonsdg szerint
létezik g1, go€Lc 1gy, hogy

9=g1+92 , 191|<e1, |g2|<ea .

Ekkor

l(9)] = [1(g1)+p(g2)| < [p(gr)[+]1(g2)] < |plo(wr)+plo(pz)
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kovetkezésképpen

llo(p1+p2) < [ufo(pr)+|plo(p2) -

Definicié Legyen (T, L) mérhet§ tér, mely eleget tesz a (Cy) feltételnek, pue
Qc(L). Ekkor az egyetlen |u|€L§ pozitiv funkciondlt, melyre minden el
esetén

lul(p) = sup [u(g)l -
g€Lc,
[g|<e

teljestl, a p abszolut értékének nevezziik.

Megjegyzés Legyen (T, L) mérheté tér, pcQ(L). Ekkor minden p€L, esetén

sup |oc(9)| = lel(e) - )
foi<e

Bizonyitds A (>) reldcié triviélis, (<) bizonyitdsdhoz legyen p€L rogzitett,

és g€Lc olyan, hogy |g|<¢. Ekkor létezik 2€T tigy, hogy [oc(g)|=z-0c(9), igy
Reo(z-g)eL, |Reo(z9)|<yp, ezért

loc(9)| = z-0c(9) = oc(29) = o(Reo(z-g)) = [o(Reo(z-g))| < ol(¢) . O

Kovetkezésképpen, létezik egyetlen |oc|€Lg pozitiv ugy, hogy minden peL
esetén

loc|(¢) = sup |oc(g)] ,
g€Lc,
[91<e

melyet a oc abszolit értékének neveziink, és erre |oc|=|o|c teljesiil. Tehdt, ha
neQe (L) valds, akkor 1étezik abszolit értéke akkor is, ha (T, L)-re nem teljesiil
a (Cy) feltétel, és |u|=|p|L|c-

3. Allitas Legyen (T, L) mérhetd tér, mely eleget tesz a (Cyxp) feltételnek, pe
Qc(L), geLc. Ha p valds, vagy (T, L) eleget tesz a (Cr) feltételnek is, akkor

lu(g)] < [ul(lgl) -

4. Allitas Legyen (T, L) mérhetd tér, mely eleget tesz a (Cy) feltételnek, u,ve
Qc(L),aeC. Ekkor

lptvl < pl+ vl loepl = lal-|pl |7l = |l
Tovadbbd,

|Rep| < |u| <|Rep|+|Impy|,
[ Tm p| < |pf < [Rep| + [Impl .
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1.2 Korlatos funkcionalok

Definicié Legyen (T, L) mérhetd tér. peLy esetén legyen

[l := sup |u(g)] € Ry
g€Lc,
lgll<t

a u normdja. p korldtos, ha ||pu||< + oo.

Megjegyzés Az el6z8 rész (x) egyenldségéhez hasonléan ldthaté be, hogy ha
o€ L*, akkor

locll = sup [o(f)| =:lell ,
feL,
ri<1
igy o pontosan akkor korlatos, ha oc az.

5. Allitas Legyen (T, L) mérheté tér, mely eleget tesz a (Cry) feltételnek, pe
Oc(L), Ha p valds, vagy (T, L) eleget tesz a (Cy) feltételnek is, akkor

il = sup |ul(e) .
®

+
p<1

Bizonyitis Ha geL¢ olyan, hogy ||g||<1, akkor |g|€L és |g|<1, kovetkezés-
képpen

I(g)| < |ul(lg) < sup |u|(p) -
weL,
»<1

Forditva, oL, p<1 esetén

lul(¢) = sup [u(g)| < sup |u(g)| = [|pll -
g€Lc, g€Lc,
lgI<e lgl<1

Kovetkezmény Az el6z6 allitas feltételei mellett

et = Nl -

1.3 Meértékek

Definicié Legyen (T, L) mérhet6 tér, ucL#.

(1) w pozitiv mérték (T, L) felett, ha minden L -beli monoton fogy6 (¢n)nen

sorozatra, melyre A ¢,=0 teljesiil,
neN

- _
inf 11(pn)=0

is igaz. Jelolje M (T, L) a (T, L) feletti pozitiv mértékek halmazat.
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(2) w normdlis pozitiv mérték (T, L) felett, ha minden L, -beli lefelé irdnyitott
H rendszer esetén, melyre A =0 teljesiil,
peH

inf =0

nf p(p)
is igaz. Jelolje N(T,L) a (T, L) feletti normélis pozitiv mértékek hal-
mazat.

Megjegyzés Legyen (T, L) mérhetd tér, u,veL#. Ha v<p és p (normailis)
pozitiv mérték, akkor v is az. Ha p és v (normdlis) pozitiv mértékek, akkor
p+v (normélis) pozitiv mérték.

Definicié Legyen (T, L) mérhetd tér.

(1) pneQUL) (normdlis) valés mérték (T, L) felett, ha pt és p~ (normélis)
pozitiv mértékek (T, L) felett. Jelolje Mgr(T,L) a (T,L) feletti valds
mértékek, Ng(T, L) pedig a (T, L) feletti normélis valés mértékek hal-
mazat.

(2) peQe(L) (normdlis) komplex mérték (T, L) felett, ha (Re )| és (Imu)|r,
(norm4lis) valés mértékek (T, L) felett. Jelolje Mc(T, L) a (T, L) feletti
komplex mértékek, N¢ (T, L) pedig a (T, L) feletti normélis komplex mér-
tékek halmazat.

Megjegyzés Ha (T, L) mérhetd tér, és p€Q(L) (normalis) valés mérték, akkor
0c€Qc(L) (normélis) komplex mérték. A tovébbiakban a (normélis) valds
mértékeket komplexifikdltjukkal azonositva (normélis) komplex mértékeknek te-
kintjiik.

6. Allitas Legyen (T, L) mérhetd tér.

(1) neQ(L) pontosan akkor (normdlis) valds mérték, ha |u| (normdlis) pozitiv
mérték.

(2) Legyen pueQc(L). Ha p valds, vagy (T, L) eleget tesz a (Cr) feltételnek,
akkor p pontosan akkor (normdlis) komplex mérték, ha |p| (normdlis)
pozitiv mérték.

Bizonyitas

(1) Ha g (normélis) valés mérték, akkor u™ és u~ (normélis) pozitiv mértékek,
fgy |pl=pt+p~ is az.

Forditva, ha |u| (normélis) pozitiv mérték, akkor pu*<|u| és pu~ <|u| miatt p™
és u~ is azok, igy a definicié szerint p (normélis) mérték.

(2) Ha p (normélis) komplex mérték, akkor (1) szerint |Re pu| és |Im pu| (nor-
mélis) pozitiv mértékek, igy a |u|<|Rep|+|Im u| egyenlétlenség miatt |p| is
az.

Forditva, ha |u| (normalis) pozitiv mérték, akkor a | Re p|<|p| és |Im p|<|y|
egyenlStlenségek miatt |Repu| és |Imp| (normalis) pozitiv mértékek, igy (1)
szerint Re p és Im p1 (normélis) valés mértékek, kovetkezésképpen p (normélis)
komplex mérték.



2. Fejezet

Pozitiv mértékek altal
generalt felso integralok

A tovébbiakban legyen jelolje F (T) a T—R, fiiggvények halmazét. Ezenkiviil,
ahol az ellenkezdjét nem mondjuk, a 0-(+00):=0 megéllapodassal éliink.

Ebben a fejezetben mindeniitt legyen (7, L) adott mérhetd tér.

2.1 Pozitiv mérték kiterjesztése L, -ra

Definicié Jelolje L, az F(T) azon elemeinek halmazat, melyek elédllnak mo-
noton noévé L, -beli sorozat felsé burkoléjaként.

7. Allitas L -ra a kivetkez6k teljesiilnek:
(1) fEL, és a>0 esetén a-f€L,,
(2) f,g€Ly esetén f+g€Ll,,
(3) f,g€Ly esetén fVg, fAgEL,,

(4) (fu)nen Ly-beli sorozat esetén \/ fn, > fu€L4.
neN neN

Bizonyitas (1)(2)(3) trividlis.

(4) Tegyiik fel elészor, hogy (fn)nen monoton nové. neN esetén létezik mo-
noton névé Li-beli (¢nm)men sorozat ugy, hogy fn= \ ¢nm. Legyen neN
meN

esetén

n
1/}n = \/ Pkn -
k=0

Ekkor (¢, )nen monoton nové Ly -beli sorozat gy, hogy \ ¥,=\ fn, kovet-
neN neN

kezésképpen \/ fn€L.
neN

13
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Az 4ltalanos esetben, ha (f,,)nen tetsz6leges L -beli sorozat, akkor n€N esetén
legyen

gn = \”/ fr illetve h, := ifk .
k=0

k=0
Ekkor (gn)nen illetve (hy)nen monoton névé L -beli sorozatok tigy, hogy

\/ Gn= \/ fn illetve \/ hn:an ;

neN neN neN neN

kivetkezésképpen ez utébbiak L -beliek.
Legyen pe M (T, L) adott.
8. Allitas Legyen (¢n)nen Ly-beli monoton névd sorozat gy, hogy \/ ¢n€L .
Ekkor: e
u(n\e/N son) = sup ju(in)

Bizonyitas Legyen ¢:= \/ ¢,. Ekkor (¢)—p,)neny monoton fogyd L -beli so-
neN

rozat gy, hogy A (¥—¢,)=0, igy
neN

0= inf p(d—pn) = p(¥) = sup p(en) -
n neN

9. Allitas Legyen (¢n)nen €s (Un)nen két Li-beli sorozat 1gy, hogy
\ en< Vv
neN neN

FEkkor

sup p(pn) < sup pu(y,) .
neN neN

Bizonyitas neN esetén (¢, Ay, )men monoton névé L-beli sorozat gy, hogy
meN meN

kovetkezésképpen

1(n) = sup p(en ) < sup w(tm)
meN meN

igy

sup p(pn) < sup p(tm) -
neN meN

Kovetkezmény Legyen (¢p)nen 68 (¥n)nen két L -beli sorozat tgy, hogy

Vo=V v

neN neN
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Ekkor

sup pu(pn) = sup p(,) . O
neN neN

Ezért értelmes a kovetkezd definicid:

Definicié f€L, esetén azt az egyetlen ui*(f)ERy szdmot, melyre teljesiil az,
hogy ha (¢ )nen Li-beli monoton névé sorozat, gy, hogy

f:\/@na

neN

akkor

16" (f) = sup p(en) ,
neN

az f fuggvény p szerinti felsé integraljanak nevezzik.
10. Allitas A kévetkezdk teljestilnek:

(1) €Ly esetén pug*()=p(y) ,

(2) f.g€Ly és f<g esetén pi*(f)<us*(g)

(3) fELy és a>0 esetén pi*(o-f)=c-uy*(f) ,

(4) f.9€L+ esetén ug*(f+g)=pg* (f)+us*(9) .

(5) (fn)nen L -beli monoton névé sorozat esetén

M3*<\/ fn) = sup15” (fu)

neN

(6) (fn)nen L-beli sorozat esetén

w (30 ) = o w ()
neN neN
Bizonyitas (1)(2)(3)(4) triviélis.

(5) neN esetén létezik (Ynm)men monoton névé L,-beli sorozat 1gy, hogy

fn: \/ ©Ynm. Legyen neN esetén
meN

n
wn = \/ Pnm -
k=0

Ekkor (%, )neny monoton névé L, -beli sorozat gy, hogy \/ ¥n=\ fn. n€N
neN neN
esetén ¥, < f,, kovetkezésképpen

uS*(\/ fn) = sup pu(tn) < sup 5" (fu)

neN
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a forditott egyenl6tlenség pedig (2) szerint nyilvdnvald.

(6) Legyen neN esetén

gn:::jzjjk-
k=0

Ekkor (gn)neny monoton nové, és \/ gn= > fn, igy (4) és (5) szerint:
neN neN

w (D ) = sup /15" (9n) = :ggkzzoué*(fk) =1 (fa) -

neN neN
2.2 Normalis pozitiv mérték kiterjesztése L, -ra

Definicié Jelolje f+ azon feF, (T) fuggvények halmazat, melyekre

f=V ¢
peLly
p<f
teljesiil.
11. Allitas f+—ra a kovetkezok telestilnek:
(1) f€f+ és a>0 esetén oz-fo_H
(2) f,gef+ esetén f—i—gef.H
(3) f.g€L, esetén fVg, fAgEL,

(4) HCfJr esetén \/ f, > f€f+.
feH feH

Bizonyitas (1) trivialis.
(2) Legyen t€T és c< f(t)+g(t). Ekkor létezik o, €L, tgy, hogy p<f<g, és
¢ <p(t)+(t) .

Ekkor o4y < f+g, ezért

c< sup (t),
pEeLy
p<f+g

igy

ft)+g(t) < sup ).
peLy
»<f+g
Az ellenkez6 irdnyud egyenlGtlenség nyilvanvald.

(3) A (2)-hoz hasonlbéan lathaté be.
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(4) A. Legyen HCf.h és g:= \/ f. Nyilvdnval6, hogy \/ ¢<g.
feH pEL}
p<g
Legyen t€T, és c<g(t). Ekkor létezik feH tgy, hogy c¢<f(t), és létezik peL
gy, hogy p<f, és c<p(t). Ekkor p<f<g, igy

¢ < sup p(t) ,
peLy
»<g

kovetkezésképpen

g(t) < sup @(t) .
peLy
P<g

B. Jelolje F(H) a H véges részhalmazainak halmazat, ekkor

> /= V Y rels

feH FeF(H) feH
a (2) és az A. szerint.
Legyen peN (T, L) adott.
12. Allitas Legyen H L. -beli felfelé irdnyitott rendszer dgy, hogy \/ @€L..

peH
Ekkor:

u( \V @) = sup p(yp) .

oEH peH
Bizonyitas Legyen ¢:= \/ . Ekkor (1)—¢),ep lefelé iranyitott L, -beli rend-

peH

szer gy, hogy A (—)=0, igy
weH

0= gggmw—w = u(y) — Egg p(p) -

Definicié f€L, esetén

uo(f) = sup p(p) € Ry
peLy
Pp<f

az f fuggvény p szerinti felsé integralja.

13. Allitas A kovetkezdk telesiilnek:
(1) p€Ly esetén pj(p)=plp) ,
(2) f.9€Ly és f<g esetén us())<pi(g) .
(3) f€f+ és a>0 esetén pf(a-fl=a-ps(f) ,

(4) f.9€L esetén uy(f+g)=ps(f)+ui(9) .
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(5) H f+—beli felfelé irdnyitott rendszer esetén

ué( \V f) = sup 55(f)

feH

(6) H f+—beli rendszer esetén

(32 0) = o mih -

feH feH

Bizonyitas (1)(2)(3) triviélis.
(5) Legyen

P .= U {pely : p<f},
feH

ekkor ® felfelé iranyitott rendszer L -ban, és

Vi=V Ve=Ve
feHd feH peL ped
p<f

Legyen ¢€ L gy, hogy ¥< \/ f, ekkor
feH

v=vn(V F)=V @,

feH peP

és (YAQ),ca felfelé irdnyitott L -beli rendszer, kovetkezésképpen

p(1p) = sup p(pAg) .
ped

ped esetén létezik feH tugy, hogy ¢<f, ekkor

p(Ae) < p(e) < pg(f) < sup pg(f)
feH

kovetkezésképpen

() < sup pg(f)
feH

igy

MS( \V f) < sup p*(f) ,

feH feHd

a forditott egyenl6tlenség nyilvanvald.

(4)
fr9=\ ¢+ \V v=V \ etv=\/ otv,

peLy pely peLly el (p)EL L XLy,
e<f $<g p<f ¥<g e<f¥<g
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és a képlet jobb oldaldn 1évé felsé burkolé felfelé irdanyitott rendszerre van, igy
(5) szerint

1o (f+9) = sup  pu(p+y) = sup sup (u(so)w(w)) =
(p,p)ELy x Ly pELL YpeLy
p<f¥<g »<f ¥<g
= sup u(p) + sup p(w) = po(f)+ug(g) -
pely peLy
p<f »<f

(6) Jelolje F(H) a H véges részhalmazainak halmazat, ekkor { S f JG}"(H)}
feJ
felfelé iranyitott rendszer, {gy (4) és (5) szerint

(Do F) = s wi(DoF) = s S =Y wl)-

feH JEF(H) feJ JEf(H)fEJ feH
2.3 Pozitiv mérték kiterjesztése F, (T)-re

Definicié Azt mondjuk, hogy az m:F (T)—R, leképezés felsd integrdl T felett,
ha
(1) f,geFL(T) és f<g esetén m(f)<m(g) (monoton nivd),
(2) feFL(T) és a>0 esetén m(a-f)=a-m(f) (pozitiv homogén),
(3) f,g€FL(T) esetén m(f+g)<m(f)+m(g) (szubadditiv),
(4) (fn)nen F4(T)-beli monoton névé sorozat esetén
m(\/ fa) = supm(fa)
neN neN
(monoton o-folytonos).
Megjegyzés Ha (T, L) mérhet6 tér, fEL,, és (pn)nen Ly-beli monoton néve

sorozat gy, hogy f= \/ ¢,, akkor a monoton o-folytonossig miatt
neN

m(f) = supm(pn) ,
neN

tehat m|r. egyértelmiien meghatdrozza m L -on felvett értékeit.

Azt mondjuk, hogy az m fels integral normdlis (T, L) felett, ha minden f €f+
esetén

m(f) = sup m(p) .
pely
P<f

Ekkor tehdt m|r, egyértelmiien meghatarozza m f+—0n felvett értékeit.

14. Allitas
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(1) pe M (T, L) esetén

W FAT) =Ry, fe nf ps(h)
heLy,f<h

felsé integrdl T' felett ugy hogy 'u**|f+ =ug*.
(2) weN.(T,L) esetén

P Fo(T) =Ry, fre nf pg(h)
heLly,f<h

normdlis felsé integrdl (T, L) felett, igy hogy u* |f+ =Ug.

Bizonyitds Az (1) és (2) pontokban kimondott két allitést egyszerre bizonyit-
juk, legyen S:=L, vagy S:=Ly; S=L, és ue M (T, L) esetén mqo:=ps*, S=L
és peNL(T, L) esetén mo:=pg, tovdbba

m:F(T) =Ry, [ hegljﬁghmo(h) ~

Nyilvdnval6, hogy m monoton névé, pozitiv homogén, és m|s=mg. m szubad-
ditiv, mert legyen f, geF (T') esetén hq, ho €S olyan, hogy f<h; és g<hs. Ekkor
hi1+ho€S, és f+g<hi+hs, ezért

m(f+g) < mo(hi+h2) =mo(h1) +mo(h2) ,
kovetkezésképpen

m(f+g) <m(f)+m(g) .

Legyen (fy)neny monoton nové Fo (T)-beli sorozat, és e>0. Ekkor minden neN
esetén 1étezik h, €S ugy, hogy h,>f,, és

£

mo(hn) < m(fn) + on+1l °

Legyen

gnI:\/thS,
k=0

ekkor (gn)nen monoton névé S-beli sorozat, n-szerinti indukciéval megmu-
tatjuk, hogy minden neN esetén

malgn) < mif) + (1507 ) (%

Nyilvanvald, hogy n=0 esetén (x) teljesiil. Legyen neN rogzitett, ekkor g, > f,
és hp41> fr41> frn miatt

gn/\thrl Z fn 9
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igy
In+1 = gn\/hn+1 = gn+hn+1 - gn/\hn+1

miatt

mo(gn+1) = mo(gn) + mo(hnt1) — mo(gnAhnt1) <

<)+ 2 (1 gy ) FmlFin) + g = mlh) =

1
=m(fn1) +& (1_2n+2> ’
ezzel (x)-ot beldttuk, melybdl
m(\/ £) < mo(\/ ga) = supmo(an) < supm(f) + ¢
neN neN neN neN
adodik, és ez teljesiil tetszéleges e>0 esetén, igy
m( \/ fn) < sup m(f)
neEN neN
teljesiil, a forditott egyenlGtletség m monotonitdsa miatt nyilvanvalo.

Megjegyzés ne M, (T', L) esetén p** |z, =pg* és pg*|r, =plr, miatt

Ly =l
teljestl.

Ha m felsé integral T' felett gy, hogy m|r, =p|r, , akkor a monoton o-folyto-
nossag miatt m|gp, =u™*|g, is teljesill, és m<p™.

Hasonléan, peN, (T, L) esetén pl= =pg és pglo, =plr, miatt
+
M*|L+=,M|L+ .

Ha m normélis fels6 integrdl 1" felett gy, hogy m|r, =p|r, , akkor m|f :,u*|f
+ +

is teljestl, és m<pu*.

Nyilvanval6 tovabba, hogy p* <p**.

Megjegyzés Legyen (m;);er T feletti felsé integralok rendszere. Ekkor m:=

\ m; felsé integral T felett. Ugyanis, nyilvdnvals, hogy m monoton nové,
i€l

pozitiv homogén és szubadditiv. Legyen (f,)nen monoton novd F (T)-beli
sorozat. Ekkor

(V) = (V) 5o) = g ) =

= sup supm;(fn) = supm(f,) ,
neN iel neN

tehat m monoton o-folytonos.
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Megjegyzés Legyen m fels6 integral T felett, g:T—R, leképezés. Ekkor
gm: Fi(T)=Ry , frm(gf)
felsé integral T felett.
15. Allitas Legyen (T, L) mérhetd tér és m felsé integrdl (T) felett. Ekkor
m=\/ Xipzo] ™
peLy

felsé integrdl (T, L) felett dgy, hogy mi<m, és

ml|f+: m’n :
Ha m normdlis, akkor m; is normdlis, és

ml|f+: m f+

18 teljestil.

Bizonyitas Az el6z6 megjegyzések szerint m; fels6 integral T felett, a definicié
szerint p;<m teljesiil.

Legyen fEer, és pe L, olyan, hogy o<f. Ekkor

P = X ¥ = X S
kovetkezésképpen m(p)<m;(f). Ha m normélis vagy f€L, , akkor ebbél kivet-
kezik, hogy m(f)<my(f).

Kovetkezmény pe N, (T, L) esetén p®:=(p*); normalis fels integrdl (7', L)
felett agy, hogy p®<u*, és

I

_ *

T, H

.

Megjegyzés A tovabbiakban nagy fontossdguk lesz azon (u,m) péarosoknak,
ahol e Mc(T, L) és m fels§ integral T felett gy, hogy

|M|’L+:m‘L+

teljestil. Adott u esetén ilyen felsd integral mindig van, példdul |u|**, azonban
altaldban nem egyetlen: ha u normadlis, akkor lehetséges, hogy |p|*™*, |u|* és |u|®
kiilonbozék. Az elézbek szerint |u[** a legnagyobb az ilyen tulajdonsdgu felsd
integralok kozott.

Ha m fels6 integral T felett, melyre m| L. véges és additiv, akkor 1étezik egyetlen

1 pozitiv mérték (T, L) felett gy, hogy
“‘L+: m|LJr
teljesiil, mégpedig

+) - -

prL =R, p=mpT)—m(e).



3. Fejezet
Példak

3.1 Halmazgytriis mérheto6 terek

Megjegyzés Legyen T nem iires halmaz, RCP(T) gylir(i, és ha F vektortér K
felett, akkor jeldlje Ep(T, R) a T—F R-lépcsés fiiggvények halmazat. A pon-
tonkénti miiveletekkel Ep (T, R) vektortér K felett, Ex (T, R) algeba, E(T,R):=
Er(T, R) linedris hals, tehat (T, E(T, R)) mérhetd tér. Vezessiik be az £, (T, R)
=&(T,R)4 jelolést.

Nyilvénvald, hogy minden p>1 esetén 4 (T, R)PCEL (T, R) teljesiil.

Tovabba, a (T, (T, R)) mérhetd tér (Cr) és (Crr) tulajdonsigi. Ez nyilvdnvald
(Crr)-re. Megmutatjuk (Cy)-et. Legyen hi, hao€&4 (T, R) és ge&c(T, R) gy,
hogy |g|<hi1+hs. Ekkor

g(t)h(t)
() = d IO thy( 1 MOFha(DF0

0 ,ha hl (t)+h2(t)=0
és

_9Whe(t)
golt) = d (D) rho(p) 1 (O Fh2(DZ0

0 ,ha hl(t)+h2(t):0
Ec(T,R) elemei, és g=g1+9g2, |g1|<h1, |g2]|<hs.

Megjegyzés Legyen a:R—K additiv halmazfiiggvény. Ekkor létezik egyetlen
a:& (T, R)—K linedris leképezés tigy, hogy minden E€R esetén a(x )=a(FE).
@ pontosan akkor valés (pozitiv), ha a valds (pozitiv) értékii. Tovabb4,

o —

o~ = — 7 o~
Rea=Reoa é Ima=Imoa.

Forditva, ha p:Ex (T, R)—K linedris leképezés, akkor
a:R—K, E— pulxy)

addit{v halmazfiiggvény tgy, hogy u=a.

23
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Legyen a:R—K additiv halmazfiiggvény. FER esetén legyen
la|(E) := sup{z |Ek| : neN, (Ex)1<k<n€R" diszjunkt, U Ek:E} :
k=1 k=1

Azt mondjuk, hogy « relativ korldtos, ha minden F€R esetén |a|(E)<+oc.
Ekkor |a|:R—R; additiv halmazfiiggvény.

16. Allitas Legyen a:R—K additiv halmazfigguény. a pontosan akkor relativ
korlatos, ha o relativ korldtos, és ekkor

Bizonyitas Elég azt megmutatni, hogy FER esetén
al(xg) = lel(E) .

Legyen neN és (Ey)1<k<n R-beli diszjunkt rendszer gy, hogy |J Ex=FE. Ek-
k=1
kor minden k=1,... ,n esetén létezik z; €T tugy, hogy

|Oz(Ek)‘:Zk~Oz(Ek) .

fey

S laB)l =Y svatB) = (3 axg, ) = [6(3 axg, )| -

k=1 k=1 k=1 k=1
tehdt

n
Q= sz'XEk e & (T,R)
k=1

olyan, hogy

n
ol <D xp, < Xp s
k=1

és az el0zo szerint
n
> la(Er)| =lale)| < 1al(xy)
k=1
igy
la(E) < [al(xg) -

Legyen most c€R, olyan, hogy c<|a|(x,). Ekkor létezik €Lk tgy, hogy
[p|<xp és c<|a(y)|- Legyen

n
Y = ZakXEk )
k=1
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ahol (Ex)1<k<n diszjunkt R-beli rendszer, és |J Er=[p7#0].
k=1

n
|¢\§XE miatt kU E,CE, és |ag|<1. Legyen
-1

Epy1:=E\ UEk és apyr =0
k=1

Ekkor (Ej)i<k<n+1 R-beli halmazokbdl 4116 particiéja E-nek, és

Y avalEp)| <) larlla(E)l <Y (Bl < lal(E)
k=1

k=1 k=1

¢ <la(y)l =

igy
lal(xp) < lal(E) .

17. Allitas Legyen a:R—Ry additiv halmazfiigguény. FEkkor a kévetkezdk ek-
vivalensek:

(1) « o-additiv,
(2) ha (En)nen monoton fogyd R-beli sorozat tgy, hogy [\ En=0, akkor
neN
3G B=0,
ﬂv aEiA4+(T¥5(7¥72».

Bizonyitas Ha (1) teljesiil, és (E,)nen monoton fogyé R-beli sorozat gy, hogy

(N E.=0, akkor (E\FEx11)ken diszjukt rendszer, és n€N esetén
neN

En = | (B\Er11)

k=n
kovetkezésképpen
a(En) = a(Ep\Ep) -
k=n
Specialisan
> a(Ex\Eji1) = a(Ep) < 400,
k=0
kovetkezésképpen

Tllrelga(En) = 7111511 a(E,)=0.

Ha (2) teljesill, és (vn)nen E+ (T, R)-beli monoton fogyd sorozat tgy, hogy
A\ ©n=0, akkor £>0 és neN esetén

neN

Pn < |H<P|||X[ +E'X[<po>o] )

on>e]
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kovetkezésképpen

a(en) < lelll-allen>e]) +e-allpo>0]) .

Azonban ([p,>¢])neny monoton fogyd, iires metszetli R-beli sorozat, {gy

igg&(san) < e-a([po>0])

tetszoleges £>0 esetén, kovetkezésképpen

Y 8len) =0

Ha (3) teljesiil és (E,)nen diszjunkt R-beli sorozat gy, hogy |J E,€ER, és ha
neN
neN esetén

Fn = D Ek ,
k=n

akkor (Fy,)neny monoton fogy6 R-beli sorozat, melynek metszete iires, kovetke-

zésképpen (X, )nen monoton fogyd £, (T, R)-beli sorozat tigy, hogy A x =0,
" neN "

igy
> atBy) =a(U B) = (U Be) - x,)
k=0 k=0 k=0

és n—+00 esetén a jobb oldal masodik tagja nulldhoz tart, igy

i a(Eg) = Q(QO Ek) .

k=0

18. Allitas Legyen «aR—K relativ korldtos additiv halmazfiiggvény. FEkkor
aeEMg(T,E(T,R)) pontosan akkor teljesil, ha o o-additiv.

Bizonyitas a pontosan akkor o-additiv, ha |a| o-additiv, ez pedig ekvivalens
azzal, hogy |a|=|a| pozitiv mérték, azaz ac Mg (T,E(T,R)).

Megjegyzés Ha a:R—R additiv halmazfiiggvény, akkor
ot :R - R, , Ew~ sup(*a(F))

FeR
FCE

pozitiv additiv halmazfiiggvények gy, hogy

a=at—a” és |a|l=at+a”
teljesiilnek, és a 16. allitds bizonyitdsdhoz hasonléan (csak még egyszeriibben)

belathatd, hogy
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3.2 Topologikus mérheto6 terek

Megjegyzés Legyen T lokalisan kompakt tér, F' topologikus vektortér K felett.
Jelolje Kp(T) a T—F folytonos kompakt tartéju fliggvények halmazat. A pon-
tonkénti miiveletekkel ICp(T) vektortér K felett, Kx(7T') algeba, I(T'):=Kgr(T)
linedris hald, tehdt (T,/C(T)) mérhetd tér. Vezessiik be a K (T):=K(T)4+
jelolést.

Nyilvanvald, hogy minden p>1 esetén K (T)PCK, (T) teljesiil.

Tovébba, a (T, K(T)) mérhetd tér (Cr) és (Cyr) tulajdonsigi. Ez nyilvanvald
(Cqp)-re. Megmutatjuk (Cr)-et. Legyen hy, ho€K(T) és geKc(T) tgy, hogy
|g|§h1+h2. Ekkor

g(t)h (1)
g1(t) == { ha(t)+ha(t) , ha hy(t)+ha(t)#0

0 ,ha hl(t)+h2(t):0
és

g(t)ha(t)
g2(t) :={ by (t)+ha(t) ; ha fy (t)+ho(t)#0

0 L ha hy(t)+ha(t)=0
Kc(T) elemei, és g=g1+g2, |g1|<h1, |g2|<hs. Ugyanis, ha t€[hi+he=0], akkor

g(t)=0, és mivel g folytonos ¢-ben, minden >0 esetén létezik V kornyezete t-nek
tigy, hogy sup |g(s)|<e. Ekkor sup |g1(s)|<e és sup |g2(s)|<e, kivetkezésképpen
seV seV seV

g1 és g2 folytonosak t-ben. A [h1+he#0] halmazon nyilvdnvals, hogy g1 és go
folytonosak, és az is, hogy kompakt tartdjuak.

Megjegyzés Legyen T lokalisan kompakt tér, I’ Banach-tér K felett, KCT
kompakt kalmaz esetén

Kr(T; K) := {feKr(T) : supp(f)C K}
Banach tér a sup-norméra nézve, lassuk el Kp(T)-t a
{Kr(T;K) : KCT kompakt}
altérrendszer generalta induktiv topologiaval.

19. Allitas Legyen p:Kg(T)—K linedris leképezés. p pontosan akkor relativ
korldtos, ha folytonos Kx(T)-n az induktiv topoldgidt tekintve.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy p induktiv folytonos, és legyen ok (T"). Ekkor
supp(¢)CT kompakt, igy létezik M >0 gy, hogy minden Y€Kk (T';supp(y))
esetén |u(y)|[<M-|||¢]]l. Ha ¢eKg(T) olyan, hogy |¢|<¢p, akkor supp(y)C
supp(y) miatt

()] < MA[[9ll] < M-l

igy p relativ korlatos.
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Tegyiik fel, hogy p relativ korldtos, és legyen K CT kompakt halmaz. Ekkor
létezik ek (T) ugy, hogy 0<p<1, és K C[p=1]. A relativ korldtossdg miatt

sup |u()| = C < 4o0.
YELk(T)
[¥<e

Legyen €Kk (T; K), és tegylik fel, hogy ¢#0. Ekkor
pen

<y, kovetkezéskép-

Y
LA

() < CIRI

tehat p induktiv folytonos.

20. Allitas Legyen p:K(T)—R pozitiv linedris funkciondl. Ekkor p folytonos
az induktiv topologidra nézve.

Bizonyitas Legyen K CT kompakt halmaz. Ekkor létezik hel(T) dgy, hogy
0<h<1 és KClh=1]. feK(T; K) esetén

=lIAI-R < f < 1IAlA

igy p monoton névé tulajdonsiga miatt

—[fH-p(h) < £ < AIf1Fn(R)

azaz

(A< pCh)-IAI

21. Allitas Legyen p:K(T)—R pozitiv linedris funkciondl. Ekkor p normdlis
pozitiv mérték IC(T) felett.

Bizonyitas Legyen HCK (T) lefelé irdnyitott rendszer tgy, hogy A f=0.
g€H esetén legyen Hy:={feH:f<g}. Ekkor A f=0, és minden fEI]—CIGgisetén
supp(g)C supp(g)=:K. A Dini-tétel szerint elili(i"g

inf = 0.
nt 1l

Mivel p az el6z6 allitas szerint induktiv folytonos, 1étezik M >0 ugy, hogy minden
feK(T; K) esetén
(O < MAIAN
igy feH, esetén is
0 < u(f) < MAIFIN

kovetkezésképpen

" _ o _
flgHu(f) fggqgu(f) 0,

tehdt p normalis pozitiv mérték.
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22. Allitas Legyen w:Kg(T)—K linedris funkciondl. Ekkor a kévetkezék ekvi-
valensek:

(1) w folytonos Kx(T') induktiv topoldgidjdra nézve,
(2) p relativ korldtos,
(3) wu normalis mérték K(T) felett.

Bizonyitas Ha p induktiv folytonos, akkor relativ korladtos. Ha relativ korlatos,
akkor |p| pozitiv funkciondl, kovetkezésképpen normélis pozitiv mérték, igy u is
normalis mérték. Ha p normalis mérték, akkor definicié szerint relativ korlatos,
kovetkezésképpen induktiv folytonos.

23. Allitas T lokdlisan kompakt tér, és feFL(T), akkor feK(T) ekvivalens
azzal, hogy f alulrdl félig folytonos.

Bizonyitis Ha feK (T), akkor folytonos fiiggvények felsé burkoldja, kovetke-
zésképpen alulrél félig folytonos.

Ha f alulrdl félig folytonos, akkor nyilvanvald, hogy

\V oe<r.

P€eK(T)
p<f

Legyen teT és c<f(t). Ekkor [e<f] nyilt halmaz, melynek eleme ¢, igy az
Uriszon-tétel szerint létezik ek, (T), 0<e<1 tgy, hogy supp(p)C[e<f] és
p(t)=1. Ekkor c-peK(T), c:o<f és (c-p)(t)=c, kdvetkezésképpen

c< sup  @(t),
PeL4(T)
e<f
igy
f< s o).
PeR4(T)
o< f
24. Allitas Legyen w pozitiv linedris forma KC(T) felett, feF(T). Ekkor
*= su * -f) .
p=sup (X f)
kompakt

Bizonyitas Definici6 szerint

p*(f) = sup u*(x ~f)§ sup  p (X f)
ek (T) [p#0] KT (i)
ompa

mert €4 (T) esetén [p#£0]C supp(p) kompakt. Forditva, ha K CT kompakt,
akkor az Uriszon-tltel szerint létezik pek(T) gy, hogy 0<p<1 és KC[p=1].

Ekkor XK'fSX[Wéo]'f’ igy
1w (Xge) < 1 (Xppsoy F) < 15 (F)
igy

sup  p* (X f) < ut(f)
KCcT
kompakt
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25. Allitas Ha T o-kompakt lokdlisan kompakt tér és p:K(T)—R pozitiv line-
dris funkciondl, akkor pu*=pu®.

Bizonyitds Legyen feF,(T), és (K, )nen kompakt halmazok monoton névé

sorozata ugy, hogy |J K,=T. Ekkor
neN

F=V xg.f>

neN
igy

1 (f) = sup p* (xp, - f) < uo(f)
neN

tehdt p* (f)=pn*(f).

26. Allitas Ha T o-kompakt és metrizdlhato lokdlisan kompakt tér, akkor

K+ (T) = K+ (T) .

és ha wIC(T)—R pozitiv linedris funkciondl, akkor p**=p*=pu®.

Bizonyitds Legyen fek, (T) (azaz T—R alulrdl félig folytonos fiiggvény), és
(fn)nen T—R, folytonos fliggvények monoton névé sorozata gy, hogy

neN

Legyen (K, )nen kompakt halmazok monoton névé sorozata igy, hogy
UK.=1T.

Ekkor neN esetén létezik ¢, €K(T) dgy, hogy 0<p,<1 és K,C[p,=1].

neN esetén legyen

gn =\ erfr,
k<n
I<n

ekkor (gn)nen K4 (T)-beli monoton nové sorozat dgy, hogy \/ gn=f, tehdt
neN

R (D).
Tovabba,
W)= inf_p(h)= inf ()= u(f) .

hekK (T heK(T)
oSk h>f




4. Fejezet

FP-terek

Ebben a fejezetben legyen T halmaz és m felsé integral T felett. ECT esetén
hasznélni fogjuk az

m(E) = m(x)

jelolést.

4.1 Felso integralok tulajdonsagai

27. Allitds (A megszamlalhaté konvexitas tétele) Tetszéleges Fy(T)-be-
li (fn)nen sorozatra

m(3fa) <D mifa) -

neN neN
Bizonyitas
m(3fn) =m(V 3o 5) =
neN neN k=0
= itelgm(; fk) < sup k:Om(fk) = %m(fn) :

Kévetkezmény Az m:P(T)—R, leképezés Carathéodory-féle kiilsé mérték,
azaz

(1) m(0)=0,
(2) ECF esetén m(E)<m/(F),

(3) Ha (E,)nen az E részhalmazainak sorozata, akkor

m(U En) < (B .

neN neN

31
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28. Allitas (Fatou-lemma) Tetszdleges Fy (T)-beli (fn)nen sorozatra

m(liminf fn> < limJirnfm(fn) .

n—-+oo

Bizonyitas ne N esetén m monotonitiasa miatt

m( A fi) < il m(7)

k>n

és mivel a ( A fk) sorozat monoton névo, igy
k>n neN

(imis ) < n(V A 1)

neNk>n
= sup m( A\ f) < sup fnf m(fi) = lim infm(fy)

k>n
4.2 Nullhalmazok

Definicié Azt mondjuk, hogy FCT m-nullhalmaz vagy m-eltind halmaz, ha
m(E)=0. Ha A(t) a T halmaz elemeire vonatkozé kijelentés, akkor azt mond-
juk, hogy A(t) m-majdnem minden t€T esetén teljesil, ha {t€T : = A(t)} m-
nullhalmaz.

29. Allitas feF, (T) esetén m(f)=0 pontosan akkor teljesil, ha f(t)=0 m-
majdnem minden t€T esetén.

Bizonyitis Ha m(f)=0, akkor

X < V (02)

neN

miatt m([f#0])=0, azaz f(t)=0 m-majdnem minden t€T esetén.
Ha f(t)=0 m-majdnem minden ¢t€T esetén, akkor

1<V Xy

neN

miatt m(f)=0.

30. Allitas Ha feF,(T) olyan, hogy m(f)<+oco, akkor f(t)<-+oc m-majdnem
minden t€T esetén.

Bizonyitas neN esetén

—_

X[f:-i-oo] S Ef )
kovetkezésképpen

m(lf=toc)) < ™0

ez pedig m(f)<+oo esetén csak gy lehetséges, hogy m([f=+o00])=0.
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31. Allitas Ha fy9€F(T) olyanok, hogy f(t)=g(t) m-majdnem minden t€T
esetén, akkor m(f)=m(g).
Bizonyitas Legyen

hoi= (F00) Xy

ekkor [h # 0]=[f # g] m-nullhalmaz, és f<g+h, igy m(f)<m(g)+m(h)=m(g).
Hasonléan, g<f+h miatt m(g)<m(f)+m(h)=m(f).

4.3 Holder- és Minkowski-egyenlotlenségek
Lemma Legyenek z,y€Ry és a, B€[0,1] olyanok, hogy a+p=1. Ekkor
%y’ <ax+By.

Bizonyitas Az exp :R—R7 fiiggvény konvex.

32. Allitas (Holder-egyenldtlenség) Ha f,geF(T) olyanok, hogy m(f)<
+0o és m(g)<+oo, és a, B€[0,1] olyanok, hogy a+p=1, akkor

m(f*-g") < m(f)*m(g)” .

Bizonyitas Ha m(g) és m(f) valamelyike nulla, akkor az egyenlStlenség teljesiil
Ugy, hogy mindkét oldaldn nulla 4ll. Legyen m(f)>0 és m(g)>0. Ekkor

(taae) () () )
< m(a-m{f) +ﬁ-m?g)> Satf=1,

ebbdl atrendezéssel kapjuk a kivan egyenlGtlenséget.
Lemma Legyenek x,ycR és p>1. Ekkor
(z4y)? <2771 (2P +yP)
Bizonyitds Az R, —R, , z—aP fiiggvény konvex p>1 esetén.
Definicié Legyen p>1.
(1) feFL(T) esetén legyen

(2) f:T—R esetén legyen

1/p _—
my(f) = (m(|f")"" € Ry,
(3) Ha F normadlt tér K felett és f:T—F, akkor legyen

my(f) = (m(|fII")"" € R, .



34 4. FP-TEREK

33. Allitas (Minkowski-egyenlétlenség) Legyen p>1 és f,geF,(T). Ek-
kor

my(f+g) < my(f) +myp(g) -

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy p>1, m(fP)<+oo és m(gP)<+oo. Ekkor az el6z8
lemma szerint m((f+g)P)<+o0, igy

m((f+9)") = m((F+9)"~-f + (F+9)"9)) <
<m((F+9) 1 r) +m((frg) ") <
m(((F+a)")'=7-(7)7) 4 m((fa))' =79 7) <
< (m(r+0) " "-mol) + mu9))

Ha m((f+g¢)?)=0, akkor az egyenlétlenség igaz, mert a bal oldaldn nulla 4ll,
1-1/p
ha m((f+g)?)>0, akkor pedig mindkét oldalt elosztva az (m((f—i—g)p))

szammal a kivant egyenl6tlenséget kapjuk.

34. Allitas (A megszamlalhat6 konvexitas tétele) Legyen p>1.  Ekkor
tetszéleges (fn)nen Fi(T)-beli sorozat esetén

mp(Z fn> < mplf)

neN neN
Bizonyitas Felhasznélva,hogy az zr—aP és z—x'/P fiiggvények szigorian mono-

ton novok, m monoton o-folytonossagat, valamint a Minkowski-egyenlGtlenséget
(véges sok fiiggvényre), kapjuk:

(5~ ((E) - (U E)

neN neN

(&) (e ((E9)) -
“an(n((58)) s ($55)

<SUPZmp fi) = Zmp(fn)

nEN neN

Kovetkezmény Ha ECT esetén
mp(E) i=my(xp) = m(E)"/?

akkor m,,:P(T)—R is Carathéodory-féle kiils§ mérték.
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4.4 FP-terek alaptulajdonsagai

Legyen a tovdabbiakban p>1.
Definicié Ha F normalt tér K felett, vagy R, akkor legyen
F(T,m) := {feFT : m,(f)<+o0} .

35. Allitas Ha F normdlt tér K felett, akkor F2(T,m) linedris altere FT -nek,
és my, félnorma FL(T,m) felett, tovdbbd fEFL(T,m) esetén m,(f)=0 pontosan
akkor teljestl, ha m-majdnem minden t€T esetén f(t)=0.

Bizonyitas Legyen f,gcFT. A Minkowski-egyenlStlenség szerint ekkor

myp(f+g) = mp([|f+gll) < mp([£1+]gl) <
< mp([fN+mp(llgll) = mp(f)+mp(g) ,

kovetkezésképpen Fh(T,m) zart az Gsszeaddsra nézve, és my,-re teljesiil a hé-
romszog-egyenlétlenség.

Legyen feFT és \eK. Ekkor

mypO\-f) = (m(I\FIP)) 7 = (m(AP-[LfP) 7 =
= (IAP-m(IP)YE = A (L FIP) P = (A my(f) -

Ebbél kévetkezik, hogy Fi(T,m) zért a K-beli skaldrral vald szorzésra, és m,
félnorma.

Mivel [f#£0]=[|| f|P#£0], f(t)=0 m-majdnem minden t€T esetén ekvivalens az-
zal, hogy || f(t)||P=0 m-majdnem minden t€T esetén, azaz m(]|f||?)=0, vagyis

my(f)=0.

36. Allitas Legyenck F és G normdlt terek, wel(F,G), feFp(T,m). Ekkor
uo feFL(T,m), és

my(uof) < [|lull-mp(f) -
Kovetkezmény Ha F' normalt tér K felett, akkor
FR(T,m)®F C Fp(T,m) .
Bizonyitds acF és feFg (T, m) esetén
Ug K= F |, A— Aa
folytonos linedris leképezés, és fRa=uqof.
37. Allitas Legyenek p,q,r>1 olyanok, hogy %—i—é:%; F,G és H normalt te-

rek, b:F'xG—H folytonos R-bilinedris leképezés.
Ha feFP(T,m) és geFL(T, m), akkor bo(f,g)eFi;(T,m), és

ma(bo(f, g)) < [[bll-myp(f)-mg(g) -
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Bizonyitas Legyen f, geF,(T). Ekkor az fP és g? fliggvényekre alkalmazva a
Holder-egyenl8tlenséget, felhaszndlva, hogy r/p—+r/q=1, kapjuk, hogy
m(frg") < m(f?)Pm(g?)7 e,

azaz

me(f-g) < mp(f)mq(g) -
Ha f:T—F és g:T—G fliggvények, akkor

1bo(f, ) I < Toll-I[f1I-llgl
és az el6z6 miatt

my (bo(f,9)) < [[bll-myp(f)ma(g) -

Koévetkezmény Ha H Hilbert-tér, és f, geF (T, m), akkor (f,g) €FL(T,m),
és

mi((f,9)) < ma(f)ma(g) -

Megjegyzés Legyen m olyan fels§ integral T felett, hogy m(1)<+oo, p,r>1
ugy, hogy r<p. Ekkor feF,(T) esetén

m.(f) < my(f)m)/r=1e

Ugyanis, r<p miatt 1étezik ¢>1 tgy, hogy 1+1:1’ ekkor az el6z6t alkalmazva
az f és az 1 fuggvényekre kapjuk, hogy P
me(f) < mp(f)mg(1) = my(f)-m()M = my(f)m(1)V 1P
Kovetkezésképpen, ha F' normalt tér, akkor
Fr(T,m) C Fp(T,m) .

38. Allitas Legyen F Banach-tér K felett és (fn)nen Fp(T,m)-beli sorozat igy,
hogy

o0

> my(fa) < 400 .

n=0

Ekkor létezik fEFL(T, m) dgy, hogy m-majdnem minden t€T esetén

FO) =Y falt)

[= an
n=0

az (FL(T,m),m,) félnormdlt térben.
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Bizonyitas Legyen

9= lfall,
n=0

ekkor a megszamlalhaté konvexitas tétele szerint

o0
my(9) < 3 my (1) < +oo
n=0
kovekezésképpen ge}'%(T, m), igy m-majdnem minden t€T esetén g(t)<+oc.
Legyen
H = {teT : g(t)<+o0},

ekkor T\ H m-nullhalmaz, és t€H esetén Z [l fn(t)]|<+oo. EbbSl F teljessége

n=0
miatt kovetkezik, hogy létezik f(t):an(t). A teT\H pontokban legyen
n=0

f(t):=0. Ekkor ||f[|<g teljesiil, kovetkezésképpen feFh(T,m). neN és teH
esetén

[FOEDIFAGIE SR VAGI P
k=0 k=n+1
kovetkezésképpen
mp(F- X )< X mlhio).
k=0 k=n+1

A jobb oldal n—+o00 esetén nulldhoz tart, igy az egyenlétlenség szerint a bal
oldal is, tehat

f = Z fn
n=0

az m,, félnorma szerint.

39. Allitas Legyen F Banach-tér K felett, (fn)nen Cauchy-sorozat Fo(T,m)-
ben. Ekkor létezik feFn(T,m), (fn,)ken részsorozat és ge}'%(T, m) gy, hogy

(1) minden k€N esetén || fn, ||<g,

(2) m-majdnem minden t€T esetén f(t):liin fui (1),
(3) f= lilgn fr, az my félnorma szerint.

Bizonyitis Mivel (f,)nen Cauchy-sorozat, létezik (f,, )ren részsorozat gy,
hogy
1

mp(fnk+1 _fnk> < ok
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Ekkor

Zmp(fnk+1 - fnk) S 2 < 400 5
k=0

igy az el6zd &llitds szerint létezik feFn(T,m) gy, hogy m-majdnem minden
teT esetén

F@&) = Frg@) + D (Frger (1) = fur (1))
k=0
f = fno + Z(fnk+1 - fﬂk)
n=0

az (Fo(T,m), m,) félnormalt térben.

Azonban KeN esetén

K—-1
fno + Z (fn;Hl - fnk): an ) (*)

n=0
fgy m-majdnem minden t€T esetén f(t):liin Jan (1), és f= liin fny, az m, fél-
norma szerint.

Legyen

g = ano” +Z ||fnk+1 - fnk”

k=0

Ekkor a megszamlalhaté konvexitds tétele miatt

mp(g> < mp(f’ﬂo) + Zmp(fnk+1 - f’ﬂk) < +oo,
k=0

igy gef%(T, m).

A (%) egyenldség szerint K €N esetén

K-1
1 arcll < Wfnoll + D Wfons = Frull < 9

n=0
igy a bizonyités teljes.

Ko6vetkezmény Ha F Banach-tér K felett, akkor az (Fp.(T,m), m,) félnormalt
tér teljes.

Bizonyitas Ha (f,)nen Cauchy-sorozat F7.(T,m)-ben, akkor az elz8 &llitds
szerint 1étezik m,, szerint konvergens részsorozata, melynek hatarértékéhez maga
a sorozat is konvergal.
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4.5 F>-terek

Definicié Legyen m fels6 integrdl T felett.
(1) feFL(T) esetén legyen
Moo (f) := inf{ceRy : m([f>c])=0} € R, ,
(2) f:T—R esetén legyen
Moo (f) 1= moo(|f]) € Ry,
(3) Ha F normadlt tér K felett és f:T—F', akkor legyen
Moo (f) = meo (I f]]) € Ry -

Azt mondjuk, hogy f m-korldtos, ha me(f)<+oo.
Definicié Ha F normalt tér K felett, vagy R, akkor legyen

F(T,m) = {FEFT : mac(f)<+o0} -

40. Allitdas Ha F normdlt tér K felett, akkor Fg(T,m) linedris altere FT-
nek, és Mmoo félnorma F (T, m) felett, tovabbd feFX (T, m) esetén moo(f)=0
pontosan akkor teljesil, ha m-majdnem minden t€T esetén f(t)=0.

41. Allitas feF, (T) esetén f<muo(f) m-majdnem mindeniitt.

Bizonyitas Legyen ¢>mq, (f), ekkor létezik d<c gy, hogy m([f>d])=0. Ekkor
[f>c|]C[f>d] miatt m([f>c])=0 is teljesiil.

Tegytik fel, hogy muo(f)<+oo. Ekkor
Moo (f) = inf{re(@+ : T>moo(f)} ,
igy
[oma(P] = U [F>7]
reQy,
T>moo(f)
m-nullhalmaz, tehdt m-majdnem mindeniitt f<meo(f).

Kovetkezmény Legyen p>1, F,G és H normalt terek, b:FFxG—H folytonos
R-bilinearis leképezés.

Ha feFL(T,m) és ge F& (T, m), akkor bo(f,g)eFr (T, m), és
mp(bo(f,9)) < 6]y (f)moc(g) -
Bizonyitas Ha f:T—F és g:T—G fliggvények, akkor m-majdnem mindeniitt
oo (£, I < 1811 llgll < DIl f[I-17200 (9)
igy
my (bo(f, 9)) < [1bll-mp(f)moo(g) -
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42. Allitas Legyen m fels6 integrdl T felett, F normdlt tér, (fr)nen F2 (T, m)-
beli sorozat, feFp (T, m). Ekkor a kivetkezdk ekvivalensek:

(1) (fu)nen konvergdl f-hez moo szerint,

(2) Létezik ECT gy, hogy m(T\E)=0, és (fn)nen E-n egyenletesen f-hez
konvergdl.

Bizonyitas Ha (1) teljesiil akkor minden n€N esetén létezik N (n)EN tgy, hogy
minden k>N (n) esetén

Ekkor
ke k ’I’L+1

komplementere m-nullhalmaz, és minden k>N (n) esetén

1
— < =
sup |f =il <

Enk

Legyen

P ()

neNE>N(n)

Ekkor E komplementere m-nullhalmaz, és minden n€N, k>N (n) esetén

1
su — < su — < —)
Ep||f fell < EnIsz fell < o

tehét (fn)nen E-n egyenletesen f-hez konvergdl.
Ha (2) teljestil, akkor n€N esetén

moo(fn_f) < sup ||fn_f||
E

miatt (fr)nen Moo szerint f-hez konvergél.

43. Allitas Legyen m felsé integrdl T felett, F' Banach-tér K felett. Ekkor az
(FZ(T,m),ms) félnormdlt tér teljes.

Bizonyitas Legyen (fy,)nen Moo-Cauchy-sorozat F° (T, m)-ben. Ekkor minden
neN esetén létezik N(n)eN tgy, hogy minden j, k>N (n) esetén

Ekkor

1
B = |I=5il < ]
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komplementere m-elting, és

1

— el < — .
sup |1 £~ full <

njk
Legyen
E:={) () En-
neN j,k>N(n)

Tovabbé, neN esetén a

Hy = (|| fall < moo(fn)]
halmaz komplementere m-nullhalmaz, és f,, korldtos H,-en, legyen
H = ﬂ H, .
neN
Ekkor H komplementere m-nullhalmaz, és H-n minden f,, korlatos.

Tehat ENH komplementere m-nullhalmaz, és ( fn| EnH)neN Cauchy-sorozat
FP(ENH, F)-ben, kovetkezésképpen 1étezik f€F°(ENH, F), melyhez konvergal
ENH-n egyenletesen. FEkkor f nulldval vald kiterjesztése T-re m-korlatos, és
(fn)nen konvergal hozza m, szerint.
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5. Fejezet

LP-terek és integralas 1.

A tovdbbiakban legyen (7', L) adott mérhetd tér, F' Banach-tér K felett, p>1.

5.1 L[P-terek alaptulajdonsagai
Definicié Legyen m fels§ integrdl T felett. Azt mondjuk, hogy m p-integral
(T, L) felett, ha

(1) minden peL esetén m(pP)<+oo,

(2) minden ¢, €L esetén

m(e”) + m(¥?) < m((g+¥)) -

Az 1-integralokat réviden integrdloknak nevezziikk. Az m fels6 integral pontosan
akkor integral (T, L) felett, ha m/| L. véges értékii és additiv.

Lemma z,ycR, és p>1 esetén
2P +yP < (aty)?

Bizonyitas Mivel

igy

p P
) < s () < L
r+y r+y T+y T+y

a kettot Osszeadva és atrendezve kapjuk a kivant eredményt.

Megjegyzés Ha (T, L) olyan, hogy L CL teljesiil, és m integrél (T, L) felett,
akkor m p-integral (T, L) felett.

Ugyanis, ¢, €L esetén az el6z6 lemma szerint
O+ 9P < (e+y)”

43
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és, mivel m integrdl (T, L) felett, ebbdl kovetkezik, hogy
m(e") +m(y) = m(e"+¢") < m((g+y)F) -

44. Allitas Legyen m p-integrdl (T, L) felett. Ekkor LOQFCFL(T, m).

Bizonyitas Legyen Z Pr®R2zreLQF. Ekkor
k=1

n n
(Y- oroa ) < (3 ondlanl) <
k=1 k=1
n

<> mplen) Izl = 3 (mllerl?) 7zl < oo
k=1

k=1

Definicié Ha m p-integrél (T, L) felett, akkor jelolje £4%.(T,L,m) az L&FC
Fp(T,m) linedris altér m, félnorma szerinti lezértjat. L45.(T,L,m) elemeit
p-edik hatvanyon (T, L, m)-integrdlhatd figgvényeknek vagy roviden (T, L, m,,)-
integralhaté fliggvényeknek nevezziik.

Megjegyzés Az (Fp(T,m), m,) félnormalt tér teljességébdl kovetkezik, hogy
(LY%(T, L, m), my) is teljes félnormélt tér. S6t, az FP-terekre kimondott 39.
allitas alapjan LP-terekre a kovetkez6 mondhato:

45. Allitas (Riesz—Fischer-tétel) Legyen m p-integral (T, L) felett, (fn)nen
Cauchy-sorozat L4(T, L, m)-ben. Ekkor létezik feLl.(T,m), (fn,)ren részso-
rozat és gef%(T, m) dgy, hogy

(1) minden k€N esetén || fn,|<g,

(2) m-majdnem minden t€T esetén f(t):liin Jri (B),
(3) f= lilgn Jny az my, félnorma szerint.

Bizonyitas Csak fefl% (T, L, m) bizonyitand6, ez azonban kovetkezik abbdl,
hogy L%.(T, L,m) zért (definici6 szerint) F1.(T, m)-ben.

Ko6vetkezmény Legyen m p-integrél (T, L) felett, és feF(T, L,m). Ekkor
létezik olyan (f,)nen L®F-beli sorozat és ge]—'%(T, m) Ggy, hogy

(1) minden neN esetén || fr|<g,
(2) m-majdnem minden t€T esetén f(t)=1lim f,(¢),

(3) f= lirrln fn az m, félnorma szerint.

46. Allitas Legyen m p-integrdl (T, L) felett, és (fn)nen L%(T, L,m)-beli Cau-
chy-sorozat, mely m-majdnem mindeniitt konvergal az f:T—F fliggvényhez.
Ekkor feLh.(T,L,m), és (fn)nen konvergdl f-hez m,, szerint.
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Bizonyitas Legyen (f,, )ren a Riesz—Fischer-tétel szerinti részsorozat, és jelolje
f'ell(T,L,m) azt a fiiggvényt, melyhez ez a részsorozat konvergal m,, sz-
erint is, m-majdnem mindeniitt is. Mivel az eredeti sorozat konvergal f-hez m-
majdnem mindeniitt, igy ennek az (f,, )ren részsorozata is, kovetkezésképpen
f és f' m-majdnem mindeniitt egyenldk, tehdt feLy. (T, L,m), és (fn)nen kon-
vergdl f-hez m, szerint.

Definicié Ha m p-integrél (T, L) felett, akkor jeldlje ﬁ%(T, L,m) azon f:T—R
fuggvények halmazat, melyekre létezik geLR(T, L,m) gy, hogy m-majdnem
minden t€T esetén f(t)=g(t).

Megjegyzés E%(T,L,m)c}"%(T, m) miatt az C%(T,L,m) halmaz elemei m-
majdnem mindeniitt véges értékii fliggvények.

47. Allitas Ha m p-integrdl (T,L) felett, akkor LL(T,L,m) linedris hdlé a
pontonkénti rendezésre nézve.

Bizonyitds Legyen feLE (T, L,m) és (¢n)nen L-beli sorozat, mely konvergél
f-hez m,, szerint. Ekkor az | |f|—|¢n||<|f—¢n| egyenlStlenség szerint

mp(|f|f|80n|) < mp(f*SOn) )

kévetkezésképpen (|¢n|)nen L4-beli sorozat, mely konvergél | f|-hez m,, szerint,
tehat | f|eLy (T, L,m).

48. Allitas Legyen m p-integrdl (T, L) felett, F és G Banach-terek, ue L(F,G),
feLh (T, L,m). Ekkor uofell,(T,L,m), és

myp(uof) < [lull-my(f) .

Bizonyitas Legyen (f,,)nen L&F-beli sorozat, mely konvergél f-hez m,, szerint.
Ekkor (uofy,)nen LG-beli sorozat, és neN esetén

myp(uof—uofy) < |[ull-mp(f=fn)

igy (uofp)nen konvergdl wof-hez m,, szerint.

Kovetkezmény Ha F' Banach-tér K felett, akkor
Ly (T,L,m)®F C LY(T,L,m) .
Bizonyitas acF és feLy (T, L, m) esetén
U, K—F , A= Aa

folytonos linedris leképezés, és f@a=ugqof.

5.2 Beppo Levi-tétel
Lemma Legyen m p-integrdl (T, L) felett, f,geLE(T, L, m), 0<f,0<g. Ekkor

m(fP) +m(g”’) <m((f+g)?) .
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Bizonyitas Legyen (¢, )nen és (¥n)nen két olyan L -beli sorozat, mely f-hez és
g-hez konvergdl m,, szerint. Ekkor (., +y)nen konvergal f+4g-hez m, szerint.

neN esetén, mivel m p-integrdl (T, L) felett,

m(@ﬁ) + m(wﬁ) < m((@n+wn)p) s
teljesiil, igy
m(f?) + m(g?) = lim(m(h) + m(u2)) < lmm((pn+6)?) = m((f+9)") -
1. Ko6vetkezmény Ha m p-integrdl a (T, L) mérhetd tér felett, akkor p-integrdl
a (T, LY (T, L,m)) mérhetd tér felett is.
2. Kovetkezmény Legyen m p-integrdl (T, L) felett, f, geLR(T,L,m), 0<f<g.
Ekkor
m((g—r)") < m(g?) —m(f?) .

49. Allitas (Beppo Levi-tétel) Legyen m p-integrdl (T,L) felett, (f,)nen po-
zittv LL (T, L,m)-beli figgvények monoton novd sorozata. Ekkor a kévetkezdk
ekvivalensek

(-Z) f:: v fneﬁ%(TvLam);

neN

(2) sup my(fn)<+o0,
neN
és ha ezek teljestilnek, akkor (fn)nen konvergdl f-hez m, szerint, és
mp(f) = supmyp(fn) -
neN
Bizonyitéds Ha (1) teljesiil, akkor

sup myp (fn) < mp(f) < +oo .
neN

Ha (2) teljesiil, akkor k, jEN, k<j esetén 0<f,,<f;, igy az el6z6 lemma szerint

m((fi—fx)?) <m(f}) —m(f}),
tetszoleges j, k€N esetén pedig

m((fi=1r)") < Im(f}) = m(fD)] |

azaz

(mp(fi—1)" < [(ma(£7))7 = (mu(£2))"] - ()

(myp(frn))nen monoton névé korldtos sorozat, igy ((my(frn))P)nen is ilyen, kévet-
kezésképpen konvergens, tehat Cauchy-sorozat, igy (*) szerint ( f,,)nen is Cauchy
sorozat my, szerint. L5 (T, L, m) teljes my-re nézve, igy létezik f'eLE(T, L, m),
melyhez (f,)nen konvergdl m, szerint. Ekkor a Riesz-Fischer-tétel szerint
(fn)nen valamely részsorozata m-majdnem mindeniitt f’-héz konvergdl, és min-
deniitt f-hez konvergdl, kovetkezésképpen f és f' m-majdnem mindeniitt egyen-
16k, fgy fELL(T, L,m), és (fn)nen konvergal f-hez m,, szerint.
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1. Kovetkezmény Legyen m p-integral (T, L) felett, (fn)nen L5(T, L,m)-beli

pozitiv figguények monoton fogyd sorozata. Ekkor f:= N\ fo€LR(T,L,m),
neN
(fn)nen konvergdl f-hez m, szerint, és

my(f) = inf mp(fn) .

neN

Bizonyitds Legyen neN esetén g,:=fo— fn€LE (T, L,m). Ekkor (g,)neny mono-
ton novo, és

\/ 9n _'fb‘_

neN

Mivel minden n€N esetén g, <fy, igy

sup myp(gn) < mp(fo) < +oo
neN

a Beppo Levi-tétel szerint fo—feLy (T, L, m), és (gn)nen konvergdl fo— f-hez
m,, szerint, kovetkezésképpen feLR (T, L,m), és (fn)nen konvergal f-hez m,,
szerint.

Megjegyzés Igaz marad a fenti kdvetkezményben kimondott allitas akkor is,
ha (fn)nen E%(T , L, m)-beli pozitiv fiiggvények monoton fogyé sorozata. Ekkor
ugyanis, ha n€N esetén f} €L (T, L, m) olyan, hogy f, és f} m-majdnem min-
deniitt egyenlok, akkor

N := LJ[fn#jZ]

neN

m-nullhalmaz, és ha f/ jeloli azt a fiiggvényt, amely N pontjaiban nulla, N-en

kiviil f}-vel egyenld, akkor (f))nen monoton fogyd, LE (T, L,m)-beli, A f, és
neN

A f/ m-majdnem mindeniitt egyenl8k.

neN

2. Kovetkezmény Legyen m p-integrdl (T, L) felett, (fn)nen L& (T, L, m)-beli
pozitiv figguények sorozata. Ekkor f:= N\ fn€LR(T,L,m).
neN

Bizonyitas Legyen neN esetén g,,:= /\ Jk€LR(T, L, m). Ekkor (g, )nen mono-

ton fogyd, és A fo= A gn€LR(T, L m) az 1. kovetkezmény szerint.
neN neN

Megjegyzés Igaz marad a fenti akkor is, ha (f)nen E%(T,L, m)-beli pozitiv
fliggvények sorozata.

3. Kovetkezmény Legyen m p-integrdl (T, L) felett, (fn)nen Lx(T, L, m)-beli

sorozat. Ekkor f:=\/ anL (T, L,m) pontosan akkor teljesiil, ha fe]-"p(T m).
neN

n
Bizonyitas Mivel neN esetén \/ fi>fo=f—fy, fey

hoi=\ fu+f5 215 >0,

k=0
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és (hn)nen pozitiv E%(T,L,m)—beli fliggvények monoton névé sorozata, gy,
hogy

neN
tovabba a

mp(hn) < mp(f+fo ) <mp(f) +mp(fy) < +oo
egyenl6tlenség miatt a Beppo Levi-tétel szerint f+4 f; EE%(T, L, m), kovetkezés-
képpen fEE%(T, L,m).

4. Kovetkezmény Legyen m p-integrdl (T, L) felett, (fn)nen Li(T, L, m)-beli
pozitiv fligguényekbdl dllé sorozat dgy, hogy gi= \/ fne]:%(T, m). Ekkor
neN

lim sup anL%(T,L,m) ,

n—-+00

lim sup m,(fr) < my, (lim sup fn) .

n—-+o0o n—-+4oo
Bizonyitas neN esetén a 3. kvetkezmény szerint
gn ‘= \/ fk S ﬁ%(TvLam) )
k>n

(gn)nen monoton fogyd, {gy az 1. kovetkezmény szerint

limsup fr = /\ gn € LE(T, L,m),
n—too neN

és
my (limsup fn> = inf mp(gn) > inf <sup mp(fk)) = limsupm,(fn) -
n—-+400 neN neN k>n n—-400

5. Kovetkezmény Legyen m p-integrdl (T, L) felett, feFg(T,m). Ekkor fe
L (T, L,m) pontosan akkor teljesil, ha létezik (fp)nen L5 (T, L,m)-beli sorozat,
mely m-majdnem mindenttt f-hez konvergdl.

Bizonyitas Ha feLL (T, L, m), akkor még ilyen L-beli sorozat is létezik.

Tegyiik fel elészor, hogy f>0. Ekkor (f,)nen vélaszthaté pozitivnak. neN
esetén a 2. kovetkezmény szerint

n ‘= /\ fk S ‘C]}%(TaLam) )
k>n
(gn)nen monoton nove, és
\/ gn = liminf f,
n—-+o0o
neN
m-majdnem mindeniitt egyenld f-fel, igy n€N esetén g, m-majdnem mindentitt
kisebb-egyenld f-nél, kovetkezésképpen sup my,(g,)<m,(f)<+oo, igy a Beppo
neN
Levi-tétel szerint feLL (T, L, m).

Az 4ltalanos esetben (fi),en pozitiv L£E (T, L, m)-beli sorozat, mely m-majd-
nem mindeniitt konvergdl f*-hoz, {gy f=€LE (T, L,m), azaz feLL (T, L,m).
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5.3 Lebesgue-tétel
50. Allitas Legyen m p-integrdl (T, L) felett. Ekkor

LynFT,m) C LE(T,L,m) .

Bizonyitds Legyen f€L,, és (¢, )neny monoton névé L -beli sorozat gy, hogy

f:\/QOn'

neN

Ekkor

Sug mp(@n)gmp(f)<+oo )
ne

igy a Beppo Levi-tétel szerint feﬁ%(T, L,m).
51. Allitas Legyen m p-integrdl (T, L) felett, felh.(T,L,m). Ekkor
IfII€LR(T, L,m) .

Bizonyitas Tegyiik fel el6szor, hogy feLRF, legyen

n
f = Z@k(gzk )
k=1

és legyen
E = ZRzk CF,
k=1

tovabbd, legyen (up)nen siirli sorozat Ef zirt egységgémbjében, ekkor

£l ="\ lunofl

neN
kovetkezésképpen || f||€ Ly ; valamint
n
£ <D lonl-lzell € L
k=1
kovetkezésképpen || f||€FE (T, m), igy az elézé llitas szerint || f|| €L (T, L, m).

Az §ltaldnos esetben legyen (fy,)nen L®F-beli sorozat, mely konvergédl f-hez
m,, szerint. Ekkor az

HIA =1Ll T < 1 = fall

egyenl6tlenség miatt

my ([ FlI =11 fall) < mp(f—Ffn)
igy [|f||€LR(T, L,m).
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52. Allitas (Lebesgue-tétel) Legyen m p-integrdl (T, L) felett, és (fn)nen
LY.(T,L, m)-beli sorozat, mely m-majdnem mindeniitt konvergdl az f:T—F figg-
vényhez, és létezik ge]—%(T, m) pozitiv ugy, hogy minden neN és m-majdnem
minden t€T esetén ||fn(t)||<g(t). Ekkor feLL(T,L,m), és (fn)nen konvergdl
f-hez my, szerint.

Bizonyitas Ha neN, akkor minden j, k>n és m-majdnem minden t€T esetén
| f; (&) —fr()||<2¢g(t), igy az el6zé 4llitds és a Beppo Levi-tétel 3. kovetkezménye
szerint

gn ‘= \/ ”fj_ka € ’C%(T’Lam) .

Jik2n

Tovabba, (gn)nen monoton fogyd, igy a Beppo Levi-tétel 1. kovetkezménye sz-

erint A\ gn€LE(T, L, m), és
neN

o o) = )
neN

Ha teT olyan, hogy (fn(t))nen konvergens, akkor Cauchy-sorozat is, kovetke-
zésképpen

(H/E\N gn) (0) = Inf, sup [11;()= 0]l =0

és, mivel a feltételek szerint (f,,(t))nen m-majdnem mindeniitt konvergens, {gy

( A gn) m-majdnem mindeniitt nulla, kovetkezésképpen
neN

it sup oy (f5—fi) < inf my (an 1= ell) = inf my(ga) =0

Azt kaptuk tehdt, hogy (fn)nen Cauchy-sorozat L5.(T,L,m)-ben, igy a 46.
allitds szerint feLh.(T, L,m), és (fn)nen konvergdl f-hez m,, szerint.

5.4 Abszolit folytonossag

Definicié Legyen m és n két fels6 integral T felett. Azt mondjuk, hogy m
abszolut folytonos n-re, ha minden m-nullhalmaz m-nullahalmaz. Ekkor azt
irjuk, hogy m<n

Megjegyzés Nyilvanvald, hogy ha m<n, akkor m<n teljestl.

Megjegyzés m<n pontosan akkor igaz, ha minden feF,(T), n(f)=0 esetén
m(f)=0. Ugyanis, n(f)=0 esetén n([f+#£0])=0, kovetkezésképpen m([f£0])=0,
ez pedig ekvivalens azzal, hogy m(f)=0.

53. Allitas Legyen m és n két p-integrdl (T, L) felett igy, hogy m<n és emel-
lett m’Lp :n’LP teljesul. Ekkor
+ +

LY(T,L,n) C LY(T,L,m) ,
és feLh(T, L,n) esetén n,(f)=my(f).
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Bizonyitas feL%.(T, L,n) esetén 1étezik (fn)nen L®F-beli sorozat, mely n,
szerint és n-majdnem mindeniitt konvergal f-hez. Ekkor m<n miatt ezen
sorozat m-majdnem mindeniitt konvergdl f-hez. (fy,)nen np-Cauchy-sorozat,
azaz

lim np(fj—fk) =0.

J,k—00

Mivel || f;—frl|€L+, 1étezik (¢n)nen Li-beli monoton névé sorozat tgy, hogy

| fi—fell= V ©n. A Beppo Levi-tétel szerint ekkor np(Hfjfka): sup np(¢n),
neN neN

az m|Lp :n|Lp feltétel miatt ebbdl kévetkezik, hogy n,(fi—fi)=mp(fj—1x),
+ +

kévetkezésképpen (fr)nen Cauchy-sorozat my, szerint, igy a 46. Aallitds szerint
feLh(T,L,m), és (fn)nen konvergdl f-hez m,, szerint. Tovébbd, az el6z8hoz
hasonld gondolatmenettel n€N-re || f,,||€ L+ miatt kapjuk, hogy n,(fn)=m,(fs),
ebbdl pedig kovetkezik, hogy n,(f)=m,(f).

Megjegyzés Ha m és n két p-integrdl (T, L) felett gy, hogy m<n, akkor
LY(T,L,n) C LY(T, L, m)

teljesiil még az m|,, =n|,, feltétel nélkiil is.
+ +

5.5 p-edik hatvanyon integralhaté halmazok

Definicié Ha m p-integrél (T, L) felett, akkor az
RP(T,L,m) := {ECT : x,€L;(T,L,m)}
halmaz elemeit p-edik hatvanyon m-integrdlhato halmazoknak nevezziik.
Megjegyzés Ha m integrél és p-integral (T, L) felett, akkor
RP(T,L,m) =R"(T,L,m) , (%)

ugyanis my,(E)=m1(E)/P miatt XpEFP(T,m) és x,€F" (T, m) ekvivalensek.
Mivel mind E€RP(T, L,m), mind EERY (T, L, m) esetén létezik L-beli sorozat,
mely m-majdnem mindeniitt konvergdl x ,-hez, gy alkalmazhaté a Beppo Levi-
tétel 5. kovetkezménye.

54. Allitas R?(T, L, m) &-gyiri.
Bizonyitas Legyen E, FERP(T, L, m), ekkor

Xenr = Xe/\Xp = Xp'Xp >

XEUF = XE\/XF = XE+XF - XEXF < XE+XF )

Xp\r = Xg =~ Xg'XF
miatt EUF, E\FERP?(T, L,m). Ha (E,)nen RP(T, L, m)-beli sorozat, akkor

Xn e, = N Xz,
n€eN neN

miatt (| E,eR(T, L, m).
neN
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55. Allités
(1) Ha (Ey)nen monoton fogyd RP (T, L, m)-beli sorozat, akkor

() = B
neN

(2) Ha (En)nen monoton névd RP(T,L,m)-beli sorozat, akkor |J E,€
neN
RP(T, L, m) pontosan akkor teljesil, ha sup m,(E,)<+00, és ekkor
neN

mp(U En) = supmp(E,) .

neN neN

(3) Ha (Ep)nen RP(T, L,m)-beli sorozat tgy, hogy Z my(E,)<+oo, akkor

neN
U E.eRP(T,L,m), és
neN
(U B) < 3 m(Ew)
neN neN
Bizonyitas

XAe =N\ xg,

neN neN
= <2
X U ET,, \/ XEn - XEn ’
neN neN neN

igy az allitds a Beppo Levi-tétel kovetkezménye.

5.6 Integralas

A tovébbiakban legyen adott (T, L) mérhetd tér, uc Mc (T, L), m integral (T, L)
felett, és ' Banach-tér K felett a kovetkezo tulajdonsagokkal:

(1) ha p valés, akkor F valés vagy komplex,
(2) ha p nem valds, akkor F' komplex, és (T, L)-re teljesiil (Cy) és (Crr),

3) lull,, =m], -

Definicié L1 (T, L,m) elemeit m-integrdlhatd figgvényeknek nevezzik.

Megjegyzés Ha F' komplex vektortér, akkor az Lc®F komplex tenzorszorzat
azonosithaté az LQF valds tenzorszorzattal. Ha (¢ )1<k<n Le-beli és (zk)1<k<n
F-beli rendszerek, akkor

n

Z¢k®2k = Z((Re othy)®zp, + (Im o¢k)®(i~zk)) € LeF .
k=1

k=1

Ezért a tovdbbiakban Lc®F helyett egyszertien L@ F-et frunk, és ue Ly esetén
pRidp :LQF—F C-linearis leképezés.
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Lemma feL®F esetén

[(u@idr)(HI < m(If]) = mi(f) .

Bizonyitas Léassuk be el6szor, hogy ha p valés és g€ Lc, akkor

ln(g)l < m(lgl)
teljesiil akkor is, ha (7, L) nem feltétleniil (Cy) és (Crr) tulajdonségi. Ugyanis,
létezik neT ugy, hogy |u(g)|=n-u(g). Ekkor

(9] = n-ulg) = ( = p(Reo(n-g) + i-Tmo(n-g)) =

= ( eo ) +1 (Imo n- g)) = M(Reo(n-g)) =

= |u (Reo 19 )| < |ul(|Reo(n-g)|) = m(|Reo(n-g)|) <m(lg]) ,
mivel Reo(n-g)€L.

Ha p nem feltétlentil valés, de (T, L) (Cy) és (Cqr) tulajdonségu, akkor g€ L¢
esetén |g|€L, igy

ln(9)] < lul(lgl) = m(lgl) -

Legyen most

f= Z P2k (ngGL, ZkGF) ,

és ueF’, ||lul|<1. Ekkor

u((p@idp)(f)) = U(Z u(sak)-zk) =3 plor)u(z) =
k=1

WS et =S o)) = o),

igy

[u((p2ide) ()] = [1(uof)] < m(uof]) < m(lIf]) .
ebbdl pedig kovetkezik a Hahn—Banach-tétel szerint az, amit allitottunk.
56. Allitas Létezik egyetlen

/(.)d(u, m): Lp(T,L,m) — F

my -folytonos K-linedris leképezés, mely a u®idp kiterjesztése.

Bizonyitds Az el6z6 lemma szerint u® idp mq-folytonos, L&FCLL(T, L, m)
mq-strl definicié szerint.

Definici6 Az elz6 allitds feltételei mellett, f€LL(T, L,m) esetén az

[Jratwme ¥
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vektort az f (u, m)-integrdljdnak nevezziik. Tehét, ha (fy,)nen L&F-beli soro-
zat, mely my szerint konvergal f-hez, akkor

Jfatem) =t ide) (1)

Definicié Legyen pe M, (T, L) az egyetlen, melyre

'U‘|L+:m|L+

teljesiil. Ekkor feLL(T, L, m) esetén az

[ram = [fagum e F

vektort az f m-integrdaljinak nevezzik.

57. Allitas Legyen feLy(T,L,m), f>0. Ekkor

Jram =5y =mis)
Bizonyitas
Li(T,L,m) =R, frs /fdm és
Ly(T,Lym) =R, frma(f)
folytonos fiiggvények, melyek L -on megegyeznek, és L siri az
{feLp(T,L,m) : f>0}

halmazban.

Kovetkezmény Ha feLL(T, L, m), akkor || f|| €L (T, L,m), és

| [ratam| < mtis) = fistam.

58. Allitas Legyenek F és G Banach-terek, ueL(F,G), feLL(T, L, m). Ekkor
uofely,(T,L,m), és

Juwoydtm) = u( [1dts.m)

Bizonyitas Legyen (f,,)nen LQF-beli sorozat, mely konvergdl f-hez m; szerint.
Ekkor (uof,)nen L&®G-beli sorozat, mely konvergdl uof-hez m; szerint, igy az
integralds m;-folytonossagabdl kovetkezik a formula.

Koévetkezmény Ha F' Banach-tér K felett, feLL(T, L,m), és a€F, akkor

/(f@a)d(u,m) = (/f d(u, m))@a .
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59. Allitas (Beppo Levi-tétel) Legyen (fn)nen pozitiv L4 (T,L,m)-beli fiigg-
vények monoton névd sorozata. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek

(1) [i= \/ an[:%(T,L,m),
neN

(2) Sup/fn dm<+o0,

és ha ezek teljestilnek, akkor (fn)nen konvergdl f-hez my szerint, és

/fd(u, —itelg/fn (1, m

Bizonyitas Az integrdlokra vonatkozé formula abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy
/( .)d(u, m) folytonos az my félnorméra nézve, és (f,)nen konvergal f-hez m;

szerint.

60. Allitas (Lebesgue-tétel) Legyen (fy)nen Lh(T, L, m)-beli sorozat, mely
m-magjdnem mindeniitt konvergdl az f:T—F fiigguényhez, és létezik ge F=(T, m)
pozitiv dgy, hogy minden n€EN és m-majdnem minden t€T esetén || fn(t) Iﬁ<g
Ekkor feLY.(T,L,m), (fn)nen konvergdl f-hez my szerint, és

[7 dtiem) = tim [ 5, . m)

Bizonyitas Az integralokra vonatkozé formula itt is abbdl kovetkezik, hogy

/ (.)d(p, m) folytonos az m; félnorméra nézve.

5.7 Integralhaté halmazok

Definicié Az R(T, L, m):=R(T, L,m) halmaz elemeit m-integrdlhaté halma-
zoknak nevezzikk. E€R(T, L, m) esetén legyen

u(E) = [xpi(um)
az E halmaz p-mértéke.
61. Allitas
(‘Z) R(Tﬂ La m) 6-gy’lll,,’]"7_ll:7
(2) E,FER(T,L,m), ENF=0 esetén

WEUF) = p(E) + u(F) , (%)

Bizonyitas Lattuk, hogy R(T, L, m) é-gylri. Legyen E, FER(T, L, m), tgy,
hogy ENF=(. Ekkor

Xpur = Xg +t Xp o

kovetkezésképpen teljesiil (x).
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62. Allitas

(1) Ha (E,)nen monoton fogyd R(T, L, m)-beli sorozat, akkor

,u(ﬂ En) = lim u(E,) .

neN
neN

(2) Ha (Ep)nen monoton névé R(T, L,m)-beli sorozat, akkor |J E,€

neN
R(T, L, m) pontosan akkor teljesiil, ha sup m(E,)<+oo, és ekkor
neN
(U ) - o

neN

(3) Ha (Ep)nen R(T, L, m)-beli, pdronként diszjunkt halmazokbdl dllé sorozat

gy, hogy Zm(En)<+oo, akkor |J E,€R(T,L,m), és
neN neN

w(U Bn) = n(E)

neN neN

Bizonyitas

P A

neN neN
XU E. \/XEW, SE:XEW,7
neN neN neN

és ha (E,)nen paronként diszjunkt rendszer, akkor

Xy ETL:ZXEH ,

neN neN
igy az allitas a Beppo Levi-tétel kovetkezménye.

Megjegyzés Az el6zbek alapjan tehdt R(T, L, m) d-gylird, és pw:R(T, L, m)—C
o-addit{v halmazfiiggvény, mely valés (pozitiv) értékii, ha u valés (pozitiv)
mérték. Ugyanis, ha (E, )nen R(T, L, m)-beli, pdronként diszjunkt halmazokbdl
allé sorozat gy, hogy |J Fn,€R(T, L, m) akkor

neN
Zm(En) < m(U En) < 400
neN neN

miatt alkazmazhaté (3).



6. Fejezet

LP-terek és integralas II.

6.1 A Stone-tulajdonsag
Definicié Azt mondjuk, hogy a (T, L) mérheté tér Stone-tulajdonsdgi, ha min-
den peL esetén pAleL.
Megjegyzés
(1) Ha RCP(T) gytirt, akkor a (T, E(T, R)) mérhetd tér Stone-tulajdonsagu.
(2) Ha T lokélisan kompakt tér, akkor a (7', K(T)) mérhetd tér Stone-tulaj-
donsagu.
Megjegyzés Ha a (T, L) mérhet§ tér Stone-tulajdonsdgi, akkor
(1) peL és ¢>0 esetén pAceL,
(2) peL és ¢>0 esetén pV(—c)eL,
(3) peL és ¢>0 esetén (pAc)V(—c)eL, és ezen fliggvény korldtos.
Megjegyzés A tovdbbiakben legyen (T, L) Stone-tulajdonsdgi mérhet6 tér, és
p=1l.

63. Allitas Legyen m p-integrdl (T, L) felett, feLl(T,L,m) és ¢>0. FEkkor
fAceLE (T, L, m).

Bizonyitas Létezik (¢, )nen L-beli sorozat, mely konvergél f-hez m,, szerint.
Ekkor

|fAe = enie| < |f — ol
miatt (¢, Ac)nen konvergédl fAc-hez m,, szerint.

64. Allitas Legyen m p-integrdl (T,L) felett, feLl(T,L,m) és ¢>0. FEkkor
[f>c]eRP(T, L,m), és

m((f>) < m(f)

(Csebisev-egyenldtlenség).

57
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Bizonyitas neN esetén legyen

fn = (n(f=fAc))AL .

Az elbzéek szerint f, LR (T, L, m), tovdbba (f,)nen mo