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TARTALOMJEGYZEK



Eloszo

A konyv a Poincaré-csoport fedécsoportjanak irreducibilis folytonos unitér dbra-
zolasaival foglalkozik. Ezen abrazoldsok szoros kapcsolatban vannak a Poincaré
csoport irreducibilis folytonos unitér sugarabrézolasaival, melyek fontosak a
specidlis relativisztikus kvantummechanikai szabad részecskék leirdsandl. A
Poincaré csoport izomorf az tgynevezett vektorialis Poincaré-csoporttal, mely
féldirekt szorzat alaku, igy annak feddcsoportja is ilyen. Lokalisan kompakt
féldirekt szorzatok irreducibilis folytonos unitér abrézolasai megkonstrualhaték
a Mackey-féle reprezentdcids tétel segitségével. FEnnek a tételnek az eredeti
alakja indukalt unitér abrazolasok formajaban ad lehet&séget teljes reprezen-
tansrendszer megkonstrudlasara, azonban megadhaté olyan alternativ forma,
mely szerint a féldirekt szorzathoz asszocialt transzforméacidcsoport palydin ér-
telmezett fliggvényeken adott dbrézolasok forméjaban kapunk teljes reprezen-
tansrendszert.

A Poincaré csoport fedécsoportja esetén ezen palydk szerint osztalyozhatdk az
abrazoldsok, az un. idOszerii abrazoldsok egy tomeggel és spinnel rendelke-
706 szabad részecske, a fényszerii dbrazolasok koziil bizonyosak pedig egy nulla
tomegli és spinnel rendelkez6 szabad részecske allapotaival hozhatdk kapcso-
latba. Ezeket az dbrazolasokat explicit médon meg lehet adni.
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1. Fejezet

Bevezetés

1.1 Féldirekt szorzatok abrazolasai

Megjegyzés Legyen G lokalisan kompakt csoport, HCG zért részcsoport, U
unitér dbrazoldsa H-nak az F Hilbert-téren. Jelolje HY azon f:G—F folytonos
fliggvények halmazdt, melyekre létezik K CG kompakt halmaz gy, hogy
supp(f)CK-H, és mnden s€G és te H esetén

An(t)
Aq(t)
teljesiil. Ekkor HY CC(G, F) lineéris altér.

Legyen (3¢ illetve Bz baloldali Haar-mérték G illetve H felett. Ekkor f, geHY
esetén az (f, g)  -Bc mérték faktorizalhaté By szerint, és ((f, g) p -Bc)/ B kom-
pakt tartojé mérték. A

HYxHY = C, (f,9) —~ ((f,9)r -Bc)/Bu) (e n)

leképezés skalarszorzat, melyet Mackey-féle skaldrszorzatnak hivunk.

e = ( )1/2 () (s)

sel esetén
VU(s): HY = HY | [ foya(s™")

izometrikus leképezés, és VU folytonos izometrikus abrazoldsa G-nek a HY
skalarszorzatos téren, ennek teljessé tételét nevezziikk a G csoport U dltal in-
dukdlt unitér dbrdzoldsdnak. Ez folytonos unitér dbrazolasa a G csopotnak.

Megjegyzés Tekintsiik a G:=N@H lok4lisan kompakt féldirekt szorzatot, azaz
legyenek N és H lokalisan kompakt csoportok,

7:H— Aut(N), h— 1,
morfizmus ugy, hogy az
NxH — N, (n,h) — 1(n)
leképezés folytonos, G szorzasmiivelete pedig

((nyh), (0’ h")) — (nThp(n'), hA') .

7



8 1. BEVEZETES

Erre a szorzasmiiveletre nézve
(n,h)~" = (n, (n7 1), 070
és z€N esetén
(n,h) " (@, eq)(n,h) = (m (7 Y), A7 ) (@n, h) = (7 (0 ) enr)
azaz az N-nel azonosithaté N x{ey} részhalmaz normaloszté G-ben.

A tovabbiakban feltessziik, hogy N kommutativ, ekkor
(n,h) "z, em)(n,h) = (7, ' (), en) -

Jelolje N az N karaktereinek halmazat, ismeretes, hogy a pontonkénti szorzassal
és a kompakt konvergencia topoldgidjaval ez szintén kommutativ lokalisan kom-
pakt csoport. x€N esetén legyen

7A-(n,h)X = %hX = XOThil € N )
ekkor

7:G — Hom(N) , (n,h) = 7(nn)
folytonos topologikus abrazolasa G-nek az N lokélisan kompakt téren, azaz a
#:GxN —» N , ((nyh),x) — T(n,h)X

leképezés folytonos. Hasonlban,
#:H — Hom(N) , h 7,
folytonos topologikus dbrézolasa H-nak az N lokalisan kompakt téren.

Legyen XOGN, és
H, = {heH : %hXO:XO} ,
és
GXO = {(n’ h’)EG : 7A-(n,h)Xo:Xo} )
a x, H-beli illetve G-beli stabilizdtorai. Ezek zart részcsoportjai H-nak illetve
G-nek, és
Gy, =N x Hy, .
Legyen U folytonos unitér dbrazoldsa a H,  lokdlisan kompakt csopornak az F
Hilbert-téren, ekkor

Xo®U : Gy, = U(F), (n,h) = x,(n)-U(h)

folytonos unitér abrézoldsa a Gxo lokélisan kompakt csoportnak, igy tekint-
hetjiik a G csoport x,®U éaltal indukalt unitér dbrdzolast. Az ilyen alaki
abrazolasok az alabbi tétel miatt kiilonosen fontosak.

1. Allitas (Mackey-féle reprezenticids tétel féldirekt szorzatokra in-
dukalt unitér abrazolasokkal) Legyen G:=N@H lokdlisan kompakt féldirekt
szorzat, melyben N kommutativ €s tegyiik fel, hogy N és H megszamldlhato
bazisuak, N minden T-palydja lokdlisan kompakt, és létezik N-nak olyan o-
kompakt részhalmaza, mely minden T-pdlydt pontosan egy pontban metsz. Ekkor
a G minden V irreducibilis folytonos unitér dbrdzoldsihoz létezik XOEN ésaHy
stabilitds-csoportnak U irreducibilis folytonos unitér dbrdzoldsa az F Hilbert-
téren gy, hogy V ekvivalens a x,QU dltal indukdlt unitér abrdzoldssal.
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Bizonyitas Kristéf Janos: Az analizis elemei IV., XVII. fejezet 11. pont. [

Az indukalt unitér dbrazoldsokndl az abrazoldsi tér és annak skalarszorzata
bonyolult, az abrazolé operdtorok alakja egyszerti. A gyakorlatban jobban
hasznalhaté egy olyan alternativ alak, ahol mind az dbrazolas tere, mind annak
skalarszorzata egyszeriibb, ezzel szemben az abrazold operatorok alakja bonyo-
lultabb.

Tehat célunk az, hogy felirjuk a x,®U altal indukélt folytonos unitér dbrézolds
ilyen, a gyakorlatban jol hasznalhaté alternativ alakjat. Ehhez Kristof Jénos:
Az analizis elemei IV. cimi konyve XVII. fejezete (A harmonikus analizis el-
emei) 9., 10. és 11. pontjainak fogalmait és jeloléseit fogjuk haszndlni. A
tovdbbiakban feltessziik, hogy az N és a H lokélisan kompakt csoportok meg-
szdmldlhaté bazistak ({gy o-kompaktak és metrizédlhatdak).

Legyen .
7£LHHN,hHﬁ%

az orbitalis fiiggyény, ennek értékkészletét jelolje H-x,, ezt a x, H-szerinti
pdlydjanak nevezziik. Létezik egyetlen

-H .
Ty - H/HX0 — H-x,

leképezés gy, hogy rg) OTH/H, :rfo , és ezen leképezés folytonos bijekcié. Ha
0

H o-kompakt, és H-x, Baire-tér, akkor ezen leképezés homeomorfizmus. Ha-
sonlban értelmezziik az rgo, G-x, 6s 7& objektumokat is.

Xo
A X, elem G és H szerinti pélydi N-ban megegyeznek, azaz
H-XO = G-XO .
(n, h)€G esetén
WG/GXO (n,h) =N x ’/TH/HXO (h) s

és az
A:H/Hy — G/Gy, , ©+— NxO

leképezés homeomorfizmus a két lokalisan kompakt tér kozott. Legyen jg :
H/Hy, —H amy g, kanonikus sziirjekcié jobbinverze, ekkor
0

o5 G/ G . Nx6 - (e, n(©)

jobbinverze a mg /g, kanonikus sziirjekciénak. Legyen tovabba C:=j HO(?*{Z(J )L,
0
ekkor
Tfooc = fg)OWH/HXOOjHO(i.)I({O)il =idg.y, »

tehat C' jobbinverze a ri{) orbitélis fiiggvénynek, azaz xy€H-x, esetén
Te(x)Xo = X-

Tovabba, Corfn =jHOTH/H, ,azaz h€H esetén
0

ju(maym, (h) = C(Thx,) -
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Legyen [y illetve By baloldali Haar-mérték N illetve H felett, Ay a H modu-
laris fiiggvénye, és

Xr:H =R}, h—mody (7).
Ekkor ﬁgz:5N®x;1ﬂH baloldali Haar-mérték G felett, és Agz:1N®x;1-AH
a moduldris fiiggvénye G-nek. Hasonlék mondhaték a H, —és Gy =NxH,
lokélisan kompakt csoportokra is, kovetkezésképpen (n, h)EGX0 esetén

AGXO (n,h) B AHXO (h)
Ag(n,h) — Ag(h)

Legyen op:H—R folytonos leképezés tigy, hogy minden he H és h'cH. X, esetén

A, ()

o (M) = X Gy

Ekkor a
0G : G_)Rj- ) (nah) = QH(h)
folytonos leképezésre minden (n, h)€G és (n', h')€G,  esetén

Ag, (0, 1)

Doty o

oc((n, h)-(n', ")) =
teljestl.

Legyen feHXoV:=HXo®U Ekkor az

(n.h) — (o) (Jerca, ()0 ) )

1
Voc(n,h)

leképezés faktorizalhaté g g, szerint. Azonban
0

ja(ma/ey (n0) ™M h) = (T ey, =2 (0): o (T () 7HR)
kovetkezésképpen létezik egyetlen Wy:H-x,—F' leképezés gy, hogy minden
(n,h)€G esetén
1

e (71X () U (i) ™h) 7, )

\I’f(%hxo) B QH( )

A
B:HXU — F(H-x,,F), f— ¥y

leképezés linearis injekcid, értékkészletét jelolje HXoU:-C:25 | ennek elemei azon
U:H-x,—F fiiggvények, melyek kompakt tartojiak, és a

h— U(hilc(f'hxo)> U (TnXxo)

leképezés folytonos. Ha C folytonos, akkor HXoV:C-en =[C(H “Xo» F)-

VeHXoU:Coon §g (n, h)€G esetén

B7H(W)(n,h) = Von (0)-(7uxo) (n™)-U (K C i) ) W(nx,)
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Tekintsiik a G csoport x,®@U altal indukélt linedris dbrazolasdt a HXo'U vek-
tortéren, azaz (n,h)€G esetén legyen

Vxel(n,h) - Ho ¥ — 1o, f e foyg(n,h)™!

és legyen
VX U:Cen (n,h) = BVXoU(n, h)B~!

ekkor VXoU:Csen linedris dbrazoldsa a G csoportnak a HXo'U:¢:er yektortéren,

mely ekvivalens a VXo'U linedris dbréazoldssal (a B linedris bijekcié dsszekapesol-
ja 6ket).

Adjuk meg ezen abrazolas explicit alakjat!

Mivel WeHXoU:C-e1 & (n/  h')eG esetén
(Vo (n, ) (B ())) (0! 1) = (B~ (W) (n, b)) (', 1) =
= BTN W)(m1 (0, h ) =
or (h=10")-(Fp-11 X)) (T2 (™ '0) 1)
U ()T C k) ) ¥ (a1 Xo) =
= QH(h_lh/)'(%hfxo)(”/_ln)'U((h_lh/)_lc(f'hflhfxo))‘I’(f'hflhfxo) ,

kovetkezésképpen

(on,chvoH (\11)) (Fnix,) = B ((VXO’U(n, h)(B_l(‘I’))>> (ThrXg) =

1 S / - —1z/
= (T U C(Th h')-
Qqu<hx&m> (Cxg) W)
or (P=h')- (T ) (0 ( ) 1O (- 1h/Xo))‘I’(fh—1h/Xo) =
QH(h_lh') .
QH(h/) Th’XO ( Th/XO hC(Th 1p Xo))‘l}(Th—lh’Xo) .

Létezik egyetlen
[ HxH-x, — R} (*)

leképezés gy, hogy minden h, '€ H esetén

o (hh')
o (W)’

beldthatd, hogy ezen leképezés folytonos, és (n, h)eG és xeH x,, esetén

f(ha 7A—h/Xo) =

(VX 0Ces (n, ) (0) () =
T2 x(m)U (COOT RO (1) ) ¥ (E1)

Ez VXoU:C.er explicit alakja. Felhivjuk a figyelmet, hogy ebben oy kizvetleniil
nem szerepel, csak a bel6le szarmazé f fliggvényen keresztiil.
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Most olyan skaldrszorzatot értelmeziink HXoU:»¢# felett, melyre nézve B izo-
metrikus bijekcié a Mackey-féle skaldrszorzattal ellatott HXoU és HXoU:Cron
kozott.

Tegytik fel, hogy H-x, lokdlisan kompakt, és H o-kompakt, ekkor & home-

Xo
omorfizmus G/G, és H-x, kozott. Ha f,g€HXo'Y | akkor minden (n,h)eG
esetén

<\ij’\IJQ>F (%hXo) = <f(n7h)=g(n7h)>F s

or (h)
azaz 1
G _
<\I}f7\Ilg>FOTX0 - oG <fag>F .
Legyen

pi=iy (Qc'ﬂc/ﬂcxo> ;
ez pozitiv Radon-mérték a H-y, lokalisan kompakt téren, és ha pe/C(G, [0, 1])
tigy, hogy supp((¥y, ¥g) ) C["=1], akkor

(et g>F)b = (o (s v por)) = (W) oi
igy
n({(U5, %)) = (06-Ba/Ba, ) (Vs o) pory ) =
~ (g006) (o £.0)¢ ) = Bl U1.9)7) = ((UF0)e )P, ) 1)
ami éppen a Mackey-féle skalarszorszata f-nek és g-nek.

Tehat
(CI), \I/) — ,u(<<I>, \I/>F)

a megfelels tulajdonsagi skalarszorzat HXoV:C0n felett.

Azonban a p Radon-mértéket egyszeriibb alakban is el tudjuk allitani. Legyen
veK (G, C), ekkor

& (77, () = [ o0 W0 W), (o) =
= [ [ ctom).ni)asy ' (W), () =
= [ [ et w0 b, (1) =
= [ ([ ot hiydon ) ) iy, () =

b
= (( / so(n',»dﬁN(n’))le) (wrym,, (M)

n-tél fliggetlentil, azaz

(pboA = (X;l/(p(n',.)dﬁ]v(n/))b ,
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kovetkezésképpen

(AlonBu/Bm,)) (") = (orBu /Bu,, ) (¢"0A) =
= Bu (QH'X;I/ @(n’,.)dﬁN(n’)> =
=// or (1)’ 1)dBn (n')x " (W)-dBu (k') =

B // oc(n',W)-o(n/ 1 )dBn ()X (1')-dBu (h') =
= (06-Bc)(p) = (Qcﬂc/ﬁaxg)(@b) ,

tehat
0c-Ba/Ba,, = A(QH'ﬁH/ﬁHXO) ;
igy
n= 7'"50 (A(QH'ﬁH/ﬁHXO)) = ri{) (QH'ﬁH/ﬁHXO) .
Legyen he H, ekkor

Th(p) = Tn (Tfo (QHﬂH/ﬂHXO)) = Tfo (’YH/HXO(h) (gHﬂH/gHXO)) —
= A2 (58 ) (o B/ B, ) ) = 10

tehat p 7-kvdziinvaridns Radon-mérték H-y, felett f multiplikatorfiiggvénnyel
(ez ugyanaz a pg-bol szdrmazé leképezés, mint a (x)-gal jelolt formuldban).

Ha a C leképezés Borel-mérhetd, akkor WeHXoU-CoeH esetén a
h+— \I/(f'hxo)

leképezés Borel mérhet6é. Ha H megszamlalhatd bazisi, akkor ebbdl a Varadara-
jan: Geometry of Quantum Theory VIII.4. Theorem 8.11. szerint kévetkezik,
hogy ¥ Borel-mérhetd, ekkor HXoV:Cren L2 (1), gy a HXoV:C:0n gkaldrszor-
zatos térhez asszocialt Hilbert-tér megadhaté L% (u) zart linedris altereként,
melyre VXoU:C:2 Kiterjeszthetd a G folytonos unitér dbrazoldsiva, mely unitér
ekvivalens a G x,®U 4dltal indukalt folytonos unitér dbrézoldsdval. Ha C
folytonos, akkor ezen altér megegyezik az L% () Hilbert-térrel.

Az eddig elmondottak alapjan lokalisan kompakt féldirekt szorzatokra a Mac-
key-féle reprezentdcios tétel olyan alternativ alakjat fogalmazhatjuk meg, mely
a gyakorlatban sokszor jobban alkalmazhatd, mint az indukélt unitér dbrazola-
sokkal megfogalmazott eredeti alak.

2. Allitas (Mackey-féle reprezentacios tétel féldirekt szorzatokra, al-
ternativ alak) Legyen G:=N@H lokdlisan kompakt féldirekt szorzat, melyben
N kommutativ és tegyik fel, hogy N és H megszdmldlhato bdzisuak, N min-
den T-palydja lokdlisan kompakt, és létezik N-nak olyan o-kompakt részhalmaza,
mely minden T-pdlydt pontosan egy pontban metsz. Ekkor a G minden V irre-
ducibilis folytonos unitér dbrdzoldsdhoz létezik

e WwCN T-pdlya,
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® XoEw,

U irreducibilis folytonos unitér dbrdzolisa a H,  stabilitds-csoportnak az
F' Hilbert-téren,

o C:w—H DBorel-mérhetd leképezés, mely jobbinverze a h—7yx, figgvény-
nek,

f:Hxw—R% folytonos fiigguény,

w nemnulla pozitiv Radon-mérték w felett, mely T-kvdziinvaridns f multi-
plikdtorfiigguénnyel, azaz minden h€ H esetén 74 (u)=f(h~1t, .)-u

dgy, hogy V ekvivalens a kovetkezd folytonos izometrikus dbrdzolds teljessé té-
telével:

(1) Az dbrdzolds tere: jelilje HXo'V"C azon W:w—F kompakt tartéji figgué-
nyek halmazdt, melyekre

h+— U(hilc(f'h)(o»\ll(%hxo)

folytonos.

(2) Az dbrdzoldsi tér skaldrszorzata:

((I)7 \II) - /”L(<(I)a \IJ>F) '
(3) Az dbrdzolds operdtora: (n,h)€G , WeHXoU:C  yew esetén

(VX0 (n, ) (9)) (x) =
= VI 00X () U (COO ™ hC (1) ) B (1) -

Megjegyzés Ezzel megadtuk a Mackey-tétellel megkonstrualhaté abrazolasok
gyakorlatban jél hasznalhaté alternativ alakjat. Ezen dbrazolasok 7-palyakon
értelmezett fiiggvények 7-kvaziinvaridns mérték szerinti L2-tipusi skaldrszor-
zattal ellatott terén hatnak. Kellemetlen azonban, hogy a C leképezés, az or-
bitélis fliggvény jobbinverze, explicit médon szerepel benne. Specidlis esetekben
megadhatdk olyan ekvivalens dbrazolasok, melyekben egyaltalan nem szerepel
a C fiiggvény.

Definicié Legyen U folytonos unitér dbrazoldsa a H,  stabilitds-csoportnak az
F Hilbert-téren. Azt mondjuk, hogy az (F, U, F',U) négyesre teljesiil az (EXT)
tulajdonsag, ha F' Hilbert-tér, agy, hogy F'CF zart linearis altér,

U:H — GL(F)
folytonos linedris dbrazolas tigy, hogy minden h€ H, = esetén U(h)|p=U(h).

Azt mondjuk, hogy az (F,U, F,U) négyesre teljesiil az (EXT?) tulajdonsag, ha
(EXT) teljesiil, és 1étezik a:H Xo— R4 lokalisan p-integrdlhatod leképezés ugy,
hogy minden x€H-x, és minden yE€F' esetén

lyllF = a()-IU(C0))yl% (%)
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Legyen w:=H-x,. Ha (EXT) teljesiil, akkor

S HX0UC & Fw, F), U UC(.)W
linedris injekci6, értékkészletét jelolje HXoU:C | ennek elemei azon W:w—EF kom-
pakt tartéju fiiggvények, melyekre U(C(.)) 1 WeHXoV:C azaz

_1V

b U(h71C(x) ) U (Clinxg)) By
folytonos és F-értékii, egyszerisitve
h Uh™")¥(7x,)

folytonos és F-értékii, a folytonosség azonban U folytonossiga miatt azzal ek-
vivalens, hogy h—W(7,) folytonos, ami az obitélis fiiggvény nyiltsiga miatt
pedig azzal ekvivalens, hogy ¥ folytonos.

Legyen (n, h)eG esetén
VXoU: G (n h) := SoVXo UGS (n h)oS~1 |

ekkor VXoU:C:f jzometrikus dbrazolasa a G csoportnak a HXoU:C skaldrszorza-
tos téren, mely ekvivalens a VXoU:C:f izometrikus dbrazoldssal, explicit alakja
konnyen kiszamithato.

Tehét, ha az (F,U,F,U) négyesre teljesiil az (EXT) tulajdonsig, akkor a
kovetkezd folytonos izometrikus abrazolas ekvivalens a VXoU:¢:f folytonos izo-
metrikus dbrazolassal:

(1) Az 4brazolés tere:

HXoUC = (e (w, F) : minden yew esetén U(C(x)) '¥(x)eF} .
(2) Az abrazolési tér skaldrszorzata:
(®,9) = p((U(C() 8. 0(C() ), ) -
(3) Az dbrézolé operétorok: (n,h)eG, PeHXoV:C s ycw esetén

(VX1 () (8)) (x) = /T 00X (n)-U () B (71

Az abrazolé operatorok alakja valamivel egyszertibb, mint a VXo'¥V:¢:f esetén,
és ami még fontosabb, nem fiigg C-t6l.

Ha (EXT’) teljesiil, akkor minden y€w és minden €U (C(x))(F) esetén
IT(C0)) " alE = alo)-lelF (%)
akkor a HXo'U:C tér skalarszorzatabél szérmazé norma négyzete
¥ p(10(C() 1 0)F) = p(all®)?) = () (19]F) .

kovetkezésképpen a VXo'U:C:f folytonos izometrikus dbrazolds teljessé tétele a
kovetkezdképpen adhatd meg
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(1) Az abrazolés tere:
HXoU:C = {WeL?(a-p) : Ran(U(C(.)) " ¥)CF} .

(2) Az abrazolési tér skaldrszorzata:
(©.0) ~ [ (®,9)zd(an)

(3) Az dbrazolé operétorok: (n, h)eG, WeHXoU:C és yew esetén
(VX T (n, ) (9)) () = vV F (A1) x ()T (M) ¥ (71 x) -

Itt az dbrdzol6 tér skaldrszorzata nem fiigg C-t6l, és bizonyos esetekben az
4bréazoldsi tér (1) formulajaban szerepld Ran(U(C(.)) "t W)CF feltétel sem. Emi-
att ha teljesiil (EXT?), akkor ezt az unitér dbrézoldst fogjuk tekintani.

1.2 Specialis relativisztikus téridomodell
Clifford-*-algebraja

Megjegyzés Legyen Z kétdimenziés Hilbert-tér C felett. Ekkor
H(Z):={AeL(Z): A*=A}

illetve
P(Z):={A€H(Z) : Tr(A)=0}

3 illetve 4-dimenziés R-linedris alterek L(Z)-ben tgy, hogy
H(Z)=R-idz+P(Z) . (%)
Nyilvanval6, hogy
H(Z)—- H(Z), E—~ E*:=FE—Tr(E)-idyg
linedris bijekcié gy, hogy minden FeH (Z) esetén E**=EFE.
3. Allitas A

H(Z)xH(Z) =R, (E,F) — (E|F) := - Tv(E°*F)

DN =

leképezés Lorentz-forma, leszikitése P(Z)x P(Z)-re skaldrszorzat.

Bizonyitas Nyilvanvald, hogy a fenti leképezés szimmetrikus és bilinedris. Ha
EcH(Z) métrixa egy ortonormalt bézisban

« z
¥ 6 )

akkor (E|E) =—af+]|z|?, kévetkezésképpen E€P(Z), azaz B3=—« esetén (E|E)
:a2+|z|2, igy
P(Z)xP(Z) — R, (E,F)— (E|F)
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pozitiv definit. Nyilvdnval6 tovdbbé, hogy (idz |idz) = —1, igy (*) miatt (.]|.)
Lorentz-féle.

Megjegyzés F€H(Z) esetén (E|E) =—det(E).
Megjegyzés Az egyszerliség kedvéért bevezetjik az (.||.) := —(.].) jelolést.

Definicié Azt mondjuk, hogy a P(Z)-beli (S, 52, S3) ortonormdlt bézis pozi-
tivan irdnyitott, ha S1-So=i-S3 teljesiil, és ekkor az (idz, Sy, S2,S3) H(Z)-beli
ortonormélt bazist is pozitivan irdnyitottnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy
idz €eH(Z) pozitiv nyiliranyitdsy. Ezekkel a definiciékkal (H(Z),R,(.].)) spe-
cidlis relativisztikus téridomodell.

Megjegyzés Z=C? esetén az tgynevezett Pauli-mdtrizok, azaz

0 1 0 —i 1 0
”1:_<1 0)’02:_<i 0)"’3:_<0 —1)’

pozitivan irdnyftott ortonormdlt bazist alkotnak P(C?)-ben

Forditva, tetszoleges Z esetén, ha Si,Ss,S3 pozitivan irdnyitott ortonormalt
bdzis P(Z)-ben, akkor létezik olyan ortonormélt bézis Z-ben, melyben Si, S, S3
matrixai éppen a o1, 02, 03 Pauli-matrixok.

Ugyanis, ha z1 és z9 egységvektorok Z-ben, melyek az S3 +1 és —1 sajatértékhez
tartozo sajétvektorai, akkor az (51]S55) = (S2|S3) =0 feltételbdl kovetkezik, hogy
Sy és Sy (21, z2) bazisbeli matrixdnak f6atldjaban 0 van, az (S1|S1) = (S2|S1) =1
feltételbdl pedig az, hogy a mellékatlobeli elemek egységnyi abszolut értékiiek.
Ha még az S5155=153 feltételt is kihasznaljuk, akkor kapjuk, hogy S; és S

matrixai
0 A , 0 —iX
o) ® L o0 )

alaktiak valamlyen \€T esetén. Ha a€T olyan, hogy a?=\, akkor az (az1, a*2)
béazisban S; és Sy matrixa o1 és os.

4. Allitas E, FeH(Z) esetén

E*F + F*E =2(E|F)-idy .

Q] 2z , Qg 23
E == F =
(ZT 51) e (ZS ﬂz) ’

Bizonyitas Legyen

ekkor
o [~ + 2125 —Piza+ Paz
E°F = * * * )
ozf —onzy  —aifa + 2) 29
igy
Tr(E*F) = —o1f2 — aof + 2125 + 2122
és

Tr(E*F) 0

E°F+F E:( 0 Tr(E*F)

) = 2(E|F)-idy .
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Kovetkezmény S, TcP(Z) esetén
ST+TS=2(ST)-idz ,

azaz az 1:H(Z)—L(Z) kanonikus bedgyazas Clifford-fiiggvény.

Megjegyzés Ha (S, So,S3) pozitivan irdnyitott ortonormélt bézis P(Z)-ben,
akkor az
S155 =-S5

egyenletet jobbrdl S3-mal, balrdl Si-gyel szorozva kapjuk:

SoS3 =157 ,
hasonldan,
S351 =155 .
Kovetkezésképpen, az
idg
S; 1=1,2,3
S S; 1,7j=1,2,3 ; i<j
515253

rendszer valés bézis L(Z)-ben.
5. Allitas A (P(Z),R,(.|.)) euklidészi tér Clifford-algebrdja (L(Z),i).

Bizonyitas Legyen C valés egységelemes algebra, h:P(Z)—C Clifford-fiigg-
vény, és h az egyetlen L(Z)—C valds linedris leképezés, melyre

h(idz) :=1
h(S;) == h(S;) i=1,2,3
h(S:S;) == h(S:)h(S;) i,j=1,2,3; i<j
h(S15253) := h(S1)h(S2)h(S3)

teljesiil. Ekkor az el6zdek szerint h jol értelmezett, egységelemtarté valds algeb-
ra-morfizmus 4gy, hogy h=hoi.

Megjegyzés A
(Zx2) x(Zx2Z) = C, ((z,y), (u,v)) = ((z,9)] (u,v)) := (,0) - (y,u)

leképezés nemelfajult Hermite-forma, de nem skaldrszorzat. LeL(ZxZ) esetén
jelolje Lf az L (.| .)-adjungdltjat. Ha a szokésos médon az LEL(Z x Z) elemet
az

alakba irjuk, akkor
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6. Allitas A
j:H(Z) - L(ZxZ) , Ew (g ’EE )

leképezés (.| .)-onadjungdlt Clifford figguény a (H(Z),R,(.||.)) pszeudoeuk-
lidészi tér felett.

Bizonyités Az el6z6 megjegyzés szerint E€H(Z) esetén j(E)*=j(E). Legyen
E,FeH(Z), ekkor

i = (75 o)

kovetkezésképpen

J(E)J(F) + j(F)j(E) =

_ (~E*F-F*E 0 3
- 0 —FEF* - FE*
_ (—2(E|F)-idy 0
- 0 —2(E*|F*)-idy
Azonban
(E*|F*) = 3 Te(BF*) = L. Tx(F*E) = (F|E) = (E|F) |
igy

J(E)I(F) +§(F)i(E) = 2(E|F)-idzxz -

Megjegyzés Legyen (51,53, S3) pozitivan irdnyftott ortonormalt bézis P(Z)-
ben, és legyen Sp:=idyz. Ekkor

s = (i, ")
is=(g )
itsn=(g, o) -

idzxz

J(S:) 1=0,1,2,3

3(8:)3(S;) 1,7=0,1,2,3 ; i<j
3(85:)3(S5;7)3(Sk) i,7,k=0,1,2,3 5 1<j<k
3(80)7(51)3(52)5(S3)

rendszer komplex bazis L(Zx Z)-ben.
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Megjegyzés Z=C? esetén legyen o1, 09,03 a harom Pauli matrix, és

(1 0
O'Q.—Ol.

. 0 o
=it = (o T)

Ve = j(o) = (0 “”“) , k=1,2,3

Ekkor a

Ok 0

matrixokat Dirac-mdtrizoknak nevezzik.

7. Allitds A (H(Z),R,(.|.)) pszeudoeuklidészi tér Clifford-*-algebrdja
(L(2%2),))-

Bizonyitas Legyen C egységelemes *-algebra, h:H(Z)—C &énadjungdlt Clif-
ford-fliggvény, és h az egyetlen L(ZxZ)—C komplex linedris leképezés, melyre

h(idzxz) =1
h(j(S;)) = h(S;) 1=0,1,2,3
h(5(8:)j(S5)) = h(Si)h(S;) i,7=0,1,2,3; i<j
h(j(5:)7(5;)3(Sk)) := h(Si)h(S;)h(Sk) i,7,k=0,1,2,3; 1<j<k
h(j(80)(51)5(52)(S3)) := h(So)h(S1)h(S2)h(S3)

teljesiil. Ekkor az elézdek szerint h jél értelmezett, egységelemtarté *-algebra-
morfizmus gy, hogy h=hoj.

Kovetkezmény Legyen (M, 1, g) adott specidlis relativisztikus téridémodell, Z
kétdimenziés Hilbert-tér C felett, és

M
T:THH(Z)

irdnyitds és nyilirdnyitdstarté ortogondlis bijekcié, y:=jor. Ekkor (M,I, —g)
Clifford-*-algebrédja (L(ZxZ),).

Megjegyzés Legyen V vektortér, A€L(V) olyan, hogy A?=a-idy, ahol a>0.
Ekkor A-nak két sajatértéke van, éspedig \/a és —/a, és V elBéll a két sajataltér
direkt Osszegeként. Ugyanis, z€V esetén

v = g (Waidy —A)a) + 5= (Vaidy +A)a)

és az Osszeg els6 tagja —/a, a mésodik /a sajatértékhez tartozd sajdtvektor.
Megjegyzés Legyen E€H(Z) olyan, hogy (F|F) <0. Ekkor
J(E)*=(B|E)-idzxz

miatt az elozoek szerint Zx Z eléall az

N (E) i= Ker (§(B)  V/(EIE)-idzxz)
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sajatalterek direkt Osszegeként. Ezen alterek linedrisak izomorfak egymaéssal,
ugyanis ha 0£F€H (Z) olyan, hogy (E|F) =0, akkor a

J(F) (i(B) £ VEE)-idzz) + (J(E) ¥ V(EIE) -idzz) j(F) =0

osszefiiggés szerint j(F') (g linedris bijekcié Ny (E) és N_(F) kozott. Kovet-
kezésképpen N, (FE) és N_(FE) kétdimenzids linedris alterei Zx Z-nek.

8. Allitas Legyen E€H(Z) olyan, hogy (E|E) <0, és acN+(E). Ekkor
(idz [|E) (a| a) = £/(E| E) (a,a) .
Bizonyitas A
J(E)j(idz)a+j(idz)j(E)a = 2(idz | E) -a
azonossgot balrdl a-val szorozva a (.| .) szerint, kapjuk
+£2¢/(E||E) (a] j(idz)a) = 2 (dz || E) - (a| a) ,

és (al j(idz)a) = (a, j(idz)j(idz)a) = (a, ).

Kovetkezmény Legyen E€H(Z) olyan, hogy (E|E)<0. Ekkor a (.| .) Her-
mite-forma leszlikitése Ny (E)xNy(E)-ra definit, és pontosan akkor pozitiv
definit, ha E £-nyild.

Bizonyitads Az el6z6ek szerint a€ N (E) esetén

(alay = Y ENE) oy

(idz [ E)

Tovébbé, E pontosan akkor pozitiv nyild, ha (E||idz) >0.
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2. Fejezet

Abrazolasok

impulzustérben

2.1 Az abrazolasokrdl altalaban

Megjegyzés Legyen (M, 1, g) specidlis relativisztikus téridémodell, és jelolje L
ennek ortogonalis csoportjat, az tgynevezett Lorentz-csoportot, LT~ pedig en-
nek irdnyitas és nyiliranyitastarto elemeibdl allo részesoportjat, az ugynevezett
valodi Lorentz-csoportot. Legyen
P:={F:M—M affin, DFeL}

a Poincaré-csoport, és

Pt .= {F:M—M affin, DFEL"}
a valodi Poincaré-csoport.

Hasonléan, legyen
P,:=M®L

a vektoridlis Poincaré-csoport, és
P~ =MQ®L"™
a valddi vektoridlis Poincaré-csoport. Ha az (a, A)€P, elemet azonositjuk az
M—-M, x+—a+ Ax

affin leképezéssel, akkor a P, féldirekt szorzat szorzasmiivelete, mely a kom-
poziciéval azonosul:

(a,A)-(a’,A") = (a + Ad', AA) .
Megjegyzés Legyen Z kétdimenzidés Hilbert-tér C felett. A€L(Z) esetén
A:H(Z)— H(Z), X — AXA*

23
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linenedris leképezés; ha (M, 1, g) specidlis relativisztikus téridémodell, és

r:¥—>H(Z)

irdnyitas és nyilirdnyitastart6 ortogondélis bijekcié, akkor
6-(A) == (r~todor)t € L(M) .

Egyszerii szamoldssal ellendrizhetd, hogy ¢, (A) pontosan akkor Lorentz-transz-
formdcio, ha | det(A)|=1, ezért bevezetjik az

SL(Z) = {AcL(Z) : det(A)=1}

és

SU(Z) :={AeSL(Z): AA*=idy} ,
jeloléseket. SL(Z) a kompoziciéval és az L(Z)-t6] 6rokolt részsokasdg struk-
turdval 3-dimenziés komplex (6-dimenzids valés) Lie-csoport, mely Osszefiiggd,
egyszeresen Osszefliggd és félegyszeri.

A€eSL(Z) esetén 6,(A)eL™, és a
5, : SL(Z) — L™

leképezés sziirjektiv valés-analitikus csoport-morfizmus, magja {idz, —idz}, és
az (SL(Z),4,) par az L™ egy fedécsoportja.

6, : SL(Z) — GL(M)
csoport-morfizmus gy, hogy az
SL(Z)xM — M, (A4,x)+— 6,.(A)x
leképezés analitikus, ezért képezhetd az
ME&SL(Z)

Lie-féldirekt szorzat. Ez 10-dimenzids valés Lie-csoport, Osszefliggd és egyszere-
sen Osszefliggd, csoportmiivelete

(5, A)- (X, A) 1= (x + 0, (A)x, AA') |
Tovabba,
(idy, 6,) : M@ SL(Z) — P~ (x,4) — (x,6,(4))
sziirjektiv, valés analitikus csoport-morfizmus, magja
{(0,idz), (0, —idz)} ,

és M@ SL(Z), (idm, d,)) a P~ egy fedécsoportja.

Megjegyzés A tovabbiakban az 1.1. rész eredményeit fogjuk alkalmazni az
M @) SL(Z) lokalisan kompakt féldirekt szorzatra.



2.1. AZ ABRAZOLASOKROL ALTALABAN 25

Az . '
M* — M, ke x, = e VR0

leképezés izomorfizmus a két topologikus csoport kozott, ha ezt azonositasnak
tekintjiik, akkor az M @) SL(Z) csoport 6, &brazoldsa az M* lokélisan kompakt
csoporton a kovetkezdképpen adhaté meg: ha f jeloli a g-adjungaltat M felett,
akkor, kihasznalva, hogy A€SL(Z) esetén §,(A) Lorentz-transzformdacié, azaz
5. (A)"1=0,(A)% keM* és AcSL(Z) esetén

6r(A)k = kod,(A) ™' = (6,(A) ")k =

tehat .
6:(A) = (0-(A) )" = 6, (At -

Erdemes még megemliteni, hogy

keM* SL(Z)-beli stabilizatora

SL(Z)x = {AeSL(Z) : 6.(A)k=k} = {AcSL(Z) : Ary(k)A*=ri(k)} .

wCM* Sr—pélya és ko€w esetén a C : w—SL(Z) leképezés pontosan akkor jobb-
inverze az A—d,(A)ky fiiggvénynek, ha minden k€w esetén

C(k)ri(ko)C (k)" = ri(k)

teljesiil.
9. Allitas Az (SL(Z),M*,6,) transzformdciécsoport pdlydi: me(I*)* esetén

V(m)* = {keM* : g*(k, k)=—m? és k pozitiv/negativ nyili},

V(0)* := {keM"* : g*(k, k)=0 és k pozitiv/negativ nyili},
V(im) := {keM* : g* (k, k)=m?},

Vo := {0}.

Megjegyzés A fenti halmazok mindegyike lokalisan kompakt részhalmaza M*-
nak.

Megjegyzés me(I*)* esetén V(m)*, V(0)* és V(im) 3-dimenzids részsokasé-
gok M*-ban, V(m)* és V (im) g*-pszeudoeuklidésziek, sét, V (m)* g*-euklidészi.

Legyen c€V (1) esetén
he :M* = E! | k—k—c®(k|c) ,
ekkor

o helyv(my= : V(m)* — E diffeomorfizmus, inverze

p— V|p|?+m2®c+p
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o helv(oyx : V(0)* — E;\{0} diffeomorfizmus, inverze
p — *|p|@c+p

® helv(im) : V(im) — {p€E; : |p|>m} sima sziirjekcid, sima jobbinverzei
p — tV|p|2—m2Q@c+p

Megjegyzés Legyen me(T*)™T.

e Jelolje pf a V(m)* euklidészi résszsokasag kanonikus mértékét, ez (I*)3-
értékill pozitiv Radon-mérték, mely d,-invaridns. c€V (1) esetén jelolje A.
az (EX,T*, g*) euklidészi tér kanonikus mértékét, ekkor

m

+
hc|V(m)i (/”‘m) = W)\c

e Beldthat6, hogy létezik egyetlen pd (I*)2-értékii pozittv Radon-mérték
V(0)* felett tigy, hogy minden c€V (1) esetén
j: 1
helv oy (g ) = W'Ac

teljesiil. Ezen mérték szintén d,.-invarians.

e V(im) felett szintén lehet d,-invarians (I*)3-értékii pozitfv Radon-mérté-
ket megadni.

o V) felett dg Sr—invariéns pozitiv Radon-mérték.

Megjegyzés Tudjuk, hogy a GL(Z) unimoduléris lokélisan kompakt csoport,
és mivel SL(Z) zart norméloszt6 benne, szintén unimoduldris lokalisan kompakt
csoport. Mivel az (SL(Z),M*,4,) transzformaciéesoport valamennyi paly4jan
létezik nemnulla §,-invarians mérték, igy tetszéleges keM* esetén az SL(Z)y
zart részcsoport unimoduldris.

Az M 6)SL(Z) féldirekt szorzat mindkét tényezbje megszdmldlhaté bazisi loka-
lisan kompakt csoport, melyben az (SL(Z), M*, 3,) transzforméciécsoport min-
den palydja lokalisan kompakt, és nyilvalvald, hogy létezik olyan o-kompakt
részhalmaza M*-nak, mely minden palyat pontosan egy pontban metsz. fgy a

Mackey-féle reprezentazios tétel féldirekt szorzatokra vonatkozo alternativ alak-
ja (2. Allitds) alkalmazhato.

10. Allitds (Mackey-féle reprezentéciés tétel az M) SL(Z) féldirekt
szorzatra) Az M &) SL(Z) lokdlisan kompakt csoport minden V irreducibilis
folytonos unitér dbrdzoldsdhoz létezik

o wCM* &—pdlya,
o kpcw,

o U irreducibilis folytonos unitér dbrdzoldsa a S(Z2)k, stabilitds-csoportnak
az F' Hilbert-téren,
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o C: w—SL(Z) Borel-mérhetd leképezés, mely jobbinverze az A—b,(A)kg
fiigguénynek,
e 1 nemnulla pozitiv b, -invaridns Radon-mérték w felett,

ugy, hogy V ekvivalens a kovetkezd folytonos izometrikus dbrdzolds teljessé té-
telével:

(1) Az dbrdzods tere: jelélie H*UC azon W:w—F kompakt tartdji figguények
halmazdt, melyekre

A U(A‘lc(&.(A)ko))W(S,.(A)ko)

folytonos.

(2) Az dbrdzoldsi tér skaldrszorzata:

((I)7 \II) - /”L(<(I)a \IJ>F) !
(3) Az dbrdzold operdtorok: (x, AYEM @ SL(Z) , VeH > U.C | kew esetén

(Vko,U,C(X7 A)(\I/))(k) _ Xk(x)~U(C(k)_lAC(5r(A)*k)>\I/((ST(A)*IC) i

Megjegyzés Mivel M* elemei a négyesimpulzusok, az M@ SL(Z) lokalisan
kompakt féldirekt szorzatnak a Mackey-féle reprezentécids tétel szerint megkon-
strudlt dbrazoldsait (négyes)impulzustérbeli dbrdzoldsoknak nevezziik, és Sket az
(SL(Z),M*, 5T) transzforméciocsoport palyai szerint a kovetkezSképpen oszta-
lyozzuk:

e V(m)* : m-témegli pozitiv/negativ idészerii dbrdzoldsok,
e V(0)T : pozitiv/negativ fényszeri dbrdzoldsok,
o V(im) : im-tomegl térszel dbrdzoldsok,

o Vj : nulldbrdzoldsok.

A tovabbiakban az idészerl és fényszerii abrazoldsokkal foglalkozunk. Ebben
a két esetben konkrétan meg tudjuk adni a stabilizatorok &brézoldsait és a
C keresztmetszet-fiiggvényeket, emellett megadunk olyan Hilbert-tereket és az
SL(Z) csoport olyan folytonos linedris dbrdzolasait, hogy teljesiilnek az (EXT)
és (EXT?) feltételek, és az {gy kapott dbrazoldsok Hilbert-tere, annak skaldr-
szorzata és az abrazold operatorok alakja fliggetlen a kereszmetszet- fliggvénytol.

2.2 Idoszertu irreducibilis abrazolasok

Megjegyzés Eldszor az m-tomegli pozitiv/negativ idészerli dbrazolasokat vizs-
galjuk. me(I*)% esetén legyen pE a V(m)* kanonikus mértéke osztva m>-nal.
Ez pozitiv §,-invaridns Radon-mérték V (m)* felett.
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Megjegyzés Ha me(I*)% és ¢, := r~1(id,)€V(1), akkor £m®c, €V (m)*, és
SL(Z)tmge, = {AESL(Z) : AA*=idz} = SU(Z) .

SU(Z) kompakt részcsoportja SL(Z)-nak, és 3-dimenzids valés Lie-csoport.

20
O’E%N esetén Z9:= 7 (20+1)-dimenziés komplex Hilbert-tér, legyen

20
B?:SL(Z) - L(Z°), A— @A,
ekkor {B7[sy(z) : UG%N} az SU(Z) csoport irreducibilis folytonos unitér dbra-
zolasainak egy teljes reprezentansrendszere.
11. Allitas

C:V(m)* — SL(Z), k— é(idz ir(%))
2q:2k~cr

m

folytonos jobbinverze az

A 6. (A)(£m®c;)
fligguénynek.

Bizonyitas

det (idz #r(£)) = detr(c, 4 £) = = (r(crtL) (e, £)) =
:_(CT:IZ%MTj:k) :2:{: 2k-0r ,
m

m

kovekezésképpen det C'(k)=1, azaz C(k)eSL(Z). Tovabba, E€H(Z) esetén

(E—Tr(E)idz)E=E*E=(E|E) -idy

miatt
E? - Tv(E)-E — (E|E)-idz =0,
azaz
E? = (E|E)-idy —2(idz |E) -E ,
kovekezésképpen
kN2 _Qk-cr k
T(m) - le m T(m) ’
igy
C(k)C(k)* 1 <1d :|:27’(ﬁ) —H“(ﬁ) ) =
2k z
2F
1 2k-c,
= g (F2r(E) - = () = 2r(d)
2F
igy
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tehdt C jobbinverze az A—d,(A)(£m®c,) leképezésnek.
Megjegyzés Legyen

j:H(Z) = L(ZxZ) , E — (g _§> :

és v:=jor. Tudjuk, hogy ueM/I, (ulu) <0 esetén v(u) sajatértékei ++/(ullu), a
megfeleld sajatalterek Ni(u):=Ny(r(u)) 2-dimenzids kiegészit6 alterek a ZxZ
vektortérben. Specidlisan, y(c,)=7j(idz) sajatértékei +1, és

Ni(e,) ={(z,£x) : x€Z} .
Tehat N:=N_(c,) 2-dimenzids altér Zx Z-ben, és

1
U:Z—N,x— —(z,x
Z5(.m)

unitér leképezés. A€SL(Z) esetén legyen

= (15 5)

ekkor D linedris dbrézoldasa SL(Z)-nek a ZxZ vektortéren tgy, hogy minden
AeSU(Z) esetén N invaridns altere D(A)-nak, és

D(A)|y = UoB'?(A)oU™" ,

tehat
SU(Z) - U(N), A— D(A)|n

unitér dbrézoldsa SU(Z)-nek, mely U altal ekvivalens B/2| gy (z)-vel.

Megjegyzés Legyen E€H(Z) és AcSL(Z). Ekkor
(AEA*)* = A*"'E*AL . (%)
Ugyanis, EE*= (E|FE) -idz miatt az
(AEA")*(AEA*) = (E|E) -idg
egyenlSséget jobbrol szorozva az A*~1E® A1 operatorral kapjuk, hogy
(E|E)-(AEA*)* = (E|E)-A*"'E*A~! |

Ebbél (E|E)#0 esetén kovetkezik a kivant egyenléség, azonban (x) mindkét
oldala linedris E-ben, és megegyezik az (FE|E) #0 halmazon, kovetkezésképpen
minden F€H(Z) esetén fenndll.

Megjegyzés A 11. Allitdsban bevezetett C:V(m)* — SL(Z) fiiggvényre tet-
sz6leges k€V (m)T esetén

Chyr(zer) ) =r(%) |
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teljesiil, igy az el6z6 megjegyzés szerint
° L]
C(k:)*_lr(j:cr) Ck)™'= r(ﬁ) ,
kovetkezésképpen

D(C(k))y(£e,)D(C(k)) ™ =

<C(k3*_l O<0k>) (e ‘“W <C(§)* 0<1?>-1>
:< 0 * C(k)*lr(iqycw)l):
C(k)r(+e,)C(k) 0

tehét
D(CR)(Ee) DICHR) ™ =7(E) .

igy weZx Z esetén D(C(k))"*weN, azaz

Y(£e)D(C(k) ™ w = D(C(k) ™ w

ekvivalens azzal, hogy we Ny (%), azaz

Tetszoleges AESL(Z) esetén D(A)=D(A)™', azaz D(A) (.| .)-unitér, tehat
weZxZ esetén a 8. Allitds szerint

ID(C(k)~ wl* = (D(C (k)™ w| D(C(k) ™ w) =

m
= (wlw) =+ . (%)
(Kller)
Megjegyzés O'G%N esetén legyen
20
(sz)o' — @(ZXZ) ,ha U;AO,
(ZXxZ)N(ZxZ) ,ha o=0.

(ZxZ)? 070 esetén (27573 )-dimenziés, c=0 esetén 6-dimenziés komplex Hilbert
tér.

Hasonléan, k€V (m)* esetén
2
Vo @Ni(ﬁ)  ha 00,
Ni(:l) ' {Ni(fl)ib\]\fi(fl) _ha =0 .

(20+41)-dimenzids altér (ZxZ)?-ban. Specidlisan, N7:=N, (¢,)? is (20+1)-di-
menzids altér (ZxZ)?-ban.
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D? - SL(Z) — L((Zx2)7) , Ars { ©D(4) ,ha 00
D(A)AD(A) ,ha o=0

linedris abrazolas, és

B :SU(Z) — U(N°), A D°(A)|n~

20
unitér dbrazoldsa SU(Z)-nek, mely 0#0 esetén QU, o0=0 esetén UAU altal
ekvivalens B7|gy(z)-vel.

Az (N°,B'?,(ZxZ)%,D°) négyesre teljesiil az (EXT) tulajdonsdg. Ez o#0
esetén kovetkezik az elézéekbdl, o=0 esetén pedig B''=idyo, és A€SU(Z)
esetén A|y unitér leképezés, kovetkezésképpen det(A|n)€ET, és

SU(Z) — U(N?) , A D°(A)|yo = D(A)AD(A)|no = det(A|n)-idpyo
1-dimenzids dbrazolds, azonban SU(Z)-nek nincs nem-trividlis 1-dimenziés uni-
tér abrazoldsa, igy D°(A)|yo=idyo =B'’(A) minden A€SU(Z) esetén.
Legyen 0#0, v=1,...,20 és ucM/I esetén legyen

v 20

1 20
fy(u)” ::idZXZ X.. -®idZ><Z® ’}/(u) ®idZ><Z®. .® idZXZ |(Z><Z)o‘ s

ekkor minden v=1,...,20 esetén

v

D7 (C(R)(Ee,)" D (CR) ™ = (%) .

fgy we(ZxZ)7 esetén D (C(k))"'weN ekvivalens azzal, hogy we Ny (%)U,

azaz minden v=1,...,20 esetén
k 14
’y(—m) w=Fw .

Legyen 0=0, ekkor v=1,2 és ucM/I esetén legyen

'y(u)1 =v(u)A\idzxz és v(u)2 = idgxz Ay(u)

ekkor v=1, 2 esetén
DO(C k) (e) DOCR) ™ =~ (&)

0
gy we(ZxZ)? esetén D°(C(k)) " 'weN" ekvivalens azzal, hogy wENi(%) )

azaz v=1, 2 esetén

7(%) w=Fw .

Legyen
m
a:Vim)* =]0,1], k— —- |
O N
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és UE%N esetén

Qg 1= 5

{oz2" ,ha o0

o> ,ha 0=0

ekkor a (%) egyenldség szerint we(ZxZ)? esetén
ID7(C (k)™ wl* = e (k)-[|wlf?

azaz teljesiil az (EXT’) feltétel az a, leképezéssel.

Megjegyzés Tehdt me(I*)% és o€3N esetén tekinthetjik az M@ SL(Z) ko-
vetkezd irreducibilis folytonos unitér abrazolasat:

(1) Az &brazolas tere:
Frimo© — { Wer?,, . (aniit)

minden k€V (m)® esetén W(k)EN4 (%) } )

a U(k)eNy (%)U feltétel ekvivalens azzal, hogy minden v=1,... 20 ese-
tén 3
y(nﬁ) (k) = +0(k) .

(2) Az 4brazolasi tér skaldrszorzata:
@) [ @9)diit = [ oo (2.9 it

(3) Az dbrazolé operdtorok: (x, A)EM @& SL(Z), WeHE™7C & keV (m)*

esetén

(Vim’U’C(X7A)(\I/))(k‘) — Xk(x)~DU(A)\IJ(6T(A)*k) .

Mindharom fiiggetlen C-t6l, igy a tovdbbiakban az dbrazolas terére és az abra-
zo0l6 operatorokra egyszertien a HE™7 és V™7 jelolést hasznaljuk. m-et az
abrazolds tomegének, o-t az abrazolas spinjének nevezziik.

Megjegyzés Az idGszerti irreducibilis abrazolasok fenti forméjanak Hilbert-tere
minden esetben egy L2-tér zart linedris altere, melyet egy egyenlet jeldl ki,
az impulzustérbeli Dirac-egyenlet. A 0=0 esetben nem feltétleniil kellene igy
lenni: valaszthatndnk a stabilizator 1-dimenziés unitér dbrazoldsdnak Hilbert-
terét C-nek is, ekkor M &) SL(Z) megfelels dbrazoldsénak Hilbert-tere L2 (u)
lenne, egyenlet nélkiil. Azonban, ha attériink a téridébeli dbrazolasokra, akkor
a fent megadott alak praktikusabb: ekkor a 0=0 esetre is van Dirac-egyenlet.
Ha az L2(ui) téren megvalésulé dbrdzoldst valasztandnk, akkor csak a min-
den o esetén teljesiilé Klein-Gordon egyenlet lenne, amelynek téridbeli alakja
mésodrendli parcidlis differencidlegyenlet, szemben a Dirac-egyenlettel, mely
elsérendii. A Klein-Gordon egyenlet impulzustérben: minden k€V (m)* esetén

(g*(k:,k) + mz)w(k) -0,

O'G%N esetén a,=a27 190 és sokszor kényelmes azt mondani, hogy =0 esetén

is ay=027, de 0=0 helyett o=1-et véve.
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2.3 Fényszeri irreducibilis abrazolasok

Megjegyzés Most a pozitiv fényszerii abrazolasokat vizsgaljuk. Legyen
peV (0)* régzitett, po:= (pl|c,), valamint legyen pd a V(0)T kanonikus mértéke
osztva p3-nal. Ez pozitiv d,-invaridns Radon-mérték V (0)* felett.

Megjegyzés Ha peV (0) rogzitett, és po:= (p||c.), akkor

E
L —cp € ==
Po I

egységnyi hosszi vektor.

I
E.
Ekkor létezik egyetlen olyan ele ]IT

Rogzitstink még egy ee vektort ugy, hogy p-e=0 és (e|le) =1 teljesiilnek.

1L p
’ po

, hogy (e, e —¢,) pozitivan irdnyitott

E
ortonormalt bézis %—ben. Legyen

Si:=r(e) , Sy=r(et) , 5’3::r<p%—cr).

Ekkor (S, Se, S3) pozitivan irdnyitott ortonormélt bazis P(Z)-ben. Legyen még
So:=1dz =r(c,). Ekkor

r(p%) =r(c) + T(fﬂ*&«): So + 53,

igy
SL(Z)p = {AGSL(Z) : A(So+Sg)A*=So+Sg} .

Megjegyzés A
7:T — Aut(C) , A= (2—=222) ,

leképezés csoport-morfizmus ugy, hogy a
CxT —C, (z,)) — Az
fiiggvény folytonos, igy képezhet a C@T lok4alisan kompakt féldirekt szorzat.
12. Allitas Az
A. : COT — SL(Z), , (2,A) — Re(A)So +iIm(A)S5 + A" 2(S1+iS2)
leképezés izomorfizmus a két lokdlisan kompakt csoport kézott, inverze

SL(Z), — COT , A (% Tr(A(So+Ss)) Tr(ASy), 3 TY(A(SO—|-S3))) .

Bizonyitas Létezik olyan ortonormaélt bazis Z-ben, melyben S7, S, .So matrixai
a Pauli-mdtixok. Egy ilyen bézisban kiszdmithaté, hogy (2, A\)eC@T esetén
det A.(z, \)=|\|?>=1, tehdt A.(z,\)ESL(Z).

Legyen (2, \)eC@T. Ekkor

Ae(Z,)\)(S()—f—Sg) = )\(So-i-Sg) R (*)
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igy
Ac(2,0)(So+83) Ae(2, 1) =
= A(So+55) (Re()\)So —iIm(\)S; + %)\z*(Sl—ng)) -
= |A?(So+S3) = So+955 ,
tehat A.(z,\)eSL(Z),. Nyilvanvals, hogy A, folytonos.

(*) szerint
2 Tr(Ae(z, ) (So+55)) =

és egyszerien lathatd, hogy
2 Tr(Ae(z,A)S51) = X2

kovetkezésképpen A1 az 4llitdsban megadott fomuldval adhaté meg, ebbél
pedig lathato, hogy folytonos fiiggvény. Olyan Z-beli bazist hasznalva, melyben
51,82, S5 matrixai a Pauli-matixok, kiszdmithat6, hogy A€ SL(Z), esetén

1 TI‘(A(S()—i-S?,)) eT

ebbdl kovetkezik, hogy A, rdképez SL(Z),-re. Tehat belattuk, hogy A. homeo-
morfizmus.

(z,A), (2/, N )EC@T esetén

Ac(2, M) Ac(2/,N) = Re(AN)So+i Im(AN) S5+ 1 ()\*/\’*z+)\)\’*z'>(S1+iSQ) =
= Re(AX)Sp + i Im(AN)Ss + L (AN)* (z+)\2z’) (S1+iSs) =
= Ao (24N20N) = Au((2,N)(Z,\)
tehdt A, csoport-morfizmus.

Megjegyzés A C@OT csoport irreducibilis folytonos unitér dbrazoldsait a Mac-
key féle reprezentécios tétellel konstualhatjuk meg.

Elészor is, a {0} palydhoz és T stabilizdtorhoz tartozé abrézoldsok: ne€Z esetén

W":COT — T, (2,\) — \".

Legyen a {1, —1} csoport két irreducibilis unitér abrazolésa a C Hilbert-téren
Upi=1g1,1y és U_:=idyy,_1y, és legyen U+ =1r és U_: =idy, valamint a:=1g
és a_:=1/idr. Jeldlje tovabba pr az l-re normélt Haar-mértéket T felett, és
legyen 0>0. A C@OT csoport Mackey-tétellel megkonstruélt o-T pélyéhoz és
{1, —1} stabilizdtorhoz tartoz6 abrézoldsai az (EXT) és (EXT?) tulajdonsigo-
kat felhasznalva a kovetkezok:

(1) Az dbrazolés tere:
H* = LE(atpr)

(2) Az 4brazolasi tér skaldrszorzata:

(6,9) / s (8] ) dper
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(3) Az abrazolé operatorok: (z, \)eC@T, YpeH™, és peT esetén
(W22, N0 () = e =R 0L (A 20)
ekkor W*¢ irreducibilis folytonos unitér dbrazolisa a C@T lokélisan kompakt
csoportnak a H* Hilbert-téren, és
{W™:n€Z , W :p>0, W 2: 0>0}

a C@T irreducibilis folytonos unitér dbrazoldsainak teljes reprezentansrendsze-
re.

S

E
Megjegyzés Legyen ec i

ugy, hogy p-e=0 és (e|e) =1, és n€Z, >0 esetén
V= WA
VE = WH0AT

ekkor
{V":in€Z , VTe:0>0, V72:0>0}

az SL(Z), irreducibilis folytonos unitér dbrézoldsainak teljes reprezentédnsrend-
szere.

nez és AcSL(Z), esetén

Vn(A) = (é TI“(AT<;;)>>7L
e-t6l fiiggetleniil.

13. Allitas Az eddigi jeldlések mellett legyen keV (0) esetén a(k‘)::(kz‘lg"'), A

Po 1.k B . -
29*(k,p*2pocr)(2T(P°)(SO+S3)+(SO 53)) ha g*(k, p=2poc,)#0
Ck):=

1 *
%(m*‘\/ﬂ(@)(50+S3)51—\/a(k)51 ha g*(k, p—2poc,)=0
formuldval értelmezett C:V (0)*—SL(Z) fiigguény Borel-mérhetd jobbinverze az

A= 6.(A)(p)

figguénynek.

Bizonyitas Olyan Z-beli bazist hasznalva, melyben S1, Sa, S35 matrixai a Pauli-
matixok, kiszdmithatd, hogy minden k€V (0)" esetén C(k)eSL(Z).

Legyen k€V(0)", ekkor
(37(£) (So+85)+(S0—53) ) (So+53) (4 (£ ) (So+83)+(S0—53) ) =
:r( )So+53 (% (So+S3) ( ) (So— 53))_T( )(SO+SB) ( )Z
' (

=r(3)Se=srr () = (3 )(%Widz—r(;ﬂo) (83-50)) =
— Mr(k) ’

5 L
po Po
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igy 9*(k,p—2pocr)#£0 esetén

Tovabb,

(%(Ji(—kﬁm)(sowg)sl_mgl)(50+53).
(3( A +vem) (Sots)s1-vamsi) =
S a<k>(slf¢sg).(%(\/;Tkﬁm)(sﬁisg)fmsl) -
= a(k)(So — S5) = —a(k)r(L£ — 2, ,

Po

azonban g*(k, p—2poc,)=0 esetén

igy ekkor is
C’(k)r(p%)C(k)* = r(pﬁ) .
Tehét C jobbinverze az A—d, (A)(p) fiiggvénynek, és folytonos mind a
{keV(0)" : 9" (k, p—2poc,)#0}
nyilt halmazon, mind annak komplementerén, kovetkezésképpen Borel-mérhetd.

Megjegyzés keV (0)T esetén

detr(p%) :_(p%%) —0,

hasonldan, detr(pﬁo) =0, azonban k70 miatt r(p%);é(), kovetkezésképpen
Nlj = Kerr(ﬁ) és N, = Kerr(ﬁ>
Po Po
1-dimenzids alterek Z-ben.
Megjegyzés Az el6z0 jelolésekkel,

(1) zeEN, esetén

Sl’l“(l%) = Sl (53—5’0) = —S1—i52 5

kovetkezésképpen
(Sl—l—iSQ)l‘ = —Syr(p%) =0,
azonban .
T‘(;%)) = Sg*So
miatt
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igy (2, \)eCxT esetén
Ae(z, Nz = Az .

(2) z€N, esetén
517”(1)%) = 51(53+So) = 51—1959 s

kovetkezésképpen
(Sl—iSQ).’L' = Slr(z%)x =0 5

azonban
Sg = T(p%) — idZ 5

igy (2, \)€CXT esetén
Ac(z, ) = Az,

és
Aoz, N le = "1

Tudjuk, hogy A bijekcié CxT és SL(Z), kozott, igy, ha AcSL(Z),, akkor

(1) zEN,S esetén
Az = %Tr(Ar(p%))x =Vi(A)z,

(2) zeN, esetén
Ay = (% Tr(Ar(p%)))ilx =V 1Az .

1 ,
o€57Z esetén legyen
2|0

79 .— @ Z y ha 0'7&0
Z®7Z , ha o=0
és
20
VA , ha 0>0
B?:SL(Z)— L(Z°), A— A*"1®A | hao=0 |,
2|o|

@ A*~1 | hao<0

tovabba az egyszerliség miatt vezessiik be a kovetkez6 jelolést:

20

@N,j' , ha >0
Ny = N,;@N,j , hao=0 ,

2|o]|

O N, , ha o<0

ekkor az eléz6ek szerint A€SL(Z), esetén B (A){NU: V29 tehdt B az SL(Z)
P

csoport olyan folytonos linedris dbrdzoldsa, hogy N7 B|sp(z),-invaridns al-
tere Z7-nak, és B7|s1(z), ezen altéren megegyezik a V29 1-dimenziés folytonos
unitér dbrazolassal.



38 2. ABRAZOLASOK IMPULZUSTERBEN

Az eléz6ek szerint a (N7, V29,77, B%) négyesre teljesiil az (EXT) tulajdonsag.

Megjegyzés k€V (0)" esetén
és ebbol kovetkezoen

kovetkezésképpen z€Z esetén
(1) C(k)~'zeN,| akkor és csak akkor, ha €N, ,
(2) C(k)*zeN, akkor és csak akkor, ha z€N,  ,

igy, ha z€Z°, akkor B7(C(k))~'zeNg ekvivalens azzal, hogy x€Nf, azaz

(1) ha 0>0, akkor ( p%) ) =0 minden v=1,...,20 esetén ,

g
(2) ha 0=0, akkor (r(p%))lxzo és (r(p%).)Qaczo ,

(3) ha 0<0, akkor ’I“(p%) =0 minden v=1,...,2|o]| esetén .

Megjegyzés Legyen k€V (0)*, ekkor

p\* 5
(1) xeKerr(p—O) esetén

()] = Bl 2R LB,

Po Do Pi

(2) ze Kerr(p%) esetén
(%)
Po

Ugyanis, legyen ko, k1, ko, ks€I* gy, hogy

)
pO p(Q) H b

‘2 (kller) 2™ (k,p—2pocy)

k=koc, + k1 (p%—cr) + koe + kset |

ekkor

k k k k
r(pﬁ) =06+ LGy 28y 4 23, .
Po Po Po Po

(1) Ha z€ Kerr(p%) =53—.95), akkor Syzx=x, igy —iSox=51S30=>512, ezért

Slx )

ko+k ko+ik
(i )e = nn Al
Po Po
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azonban (Sp+S3)r=2x miatt

<£L', Sw) = % <(S()+Sg)x, Slib'> = % <$, (S()+Sg)51x> = % <$, Sl(S(]—Sg)x> =0
fgy -
[ R e S
() =50 ()
miatt

2 2
r()el = () ) = () = 020 e
Po Po Po Po Po

ebbdl pedig ko= (k||c,) és k1=
Po

kapjuk.

miatt pont a kivant egyenlOséget

(2) Ha z€ Kerr(p%)zso—l—Sg, akkor Six=—ux, igy —iSox=51S30x=—=S51x, ezért

. ko+k ko—ik:
r(ﬁ) = o Lo+ Z35131?,

Po Do Po

azonban (Sp—S3)r=2x miatt

<£L’, SliL’> = % <(So—53)$, Sll'> = % <(E, (50—53)51$> = % <$, 51(50+53)$> =0
igy , ok
£ 2 R (k)
() ) ==
miatt

(&) el = (o (r(2)) o) = 20 (o () ) = Ho Jbh e

Megjegyzés A 13. Allitasban bevezetett C:V (0)t—SL(Z) fiiggvényre TEN,S
esetén, ha keV (0)™ olyan, hogy g*(k, p—2poc,)#0, akkor

el = 5o (o] = L oy

Ha ha keV(0)t olyan, hogy ¢*(k,p—2poc,)=0, akkor a 13. Allitds szerint
C(k)zr=—+/a(k)S1x, {gy ismét csak

jCkya]? = H)

Yl
Kovetkezésképpen, minden k€V(0)" esetén, ha zeN,", azaz C(k)~'zeN,,

akkor
IC(k)~ a]|* = (*)

bo "
(kller)
Legyen most k€V(0)* olyan, hogy ¢*(k,p—2poc,)#0, és zeN,, ekkor az eléz6

megjegyzés szerint, k és p szerepét felcserélve,

* 112 _ po 29" (p,k—2kocy) | o
(&) ] = ==




40 2. ABRAZOLASOK IMPULZUSTERBEN

igy ,
* 2k * 2 29*(k, p—2poc,
()"l = Sl () "ol = R 2L e
Po I 0 kO 5
kovetkezésképpen
Po
Clhyal? = )l = ey e
10641 = 355t - Bpoey (klle.)

Ha ha keV(0)* olyan, hogy g¢*(k,p—2poc,)=0, akkor a 13. Allitds szerint

Otk

r(e)x, igy most is

IC (k)" =

(kll )

Kovetkezésképpen, minden k€V (0) T esetén, ha z€ N, azaz C(k)*z€N,;, akkor

IC (k)" =

e ()

Legyen

Po
a:V(0)" = R* | ks ,
OF =Ko B G

és UE%Z esetén

el ha 0#£0
Qg 1= )
o? , ha =0

Ekkor a (x) és (+*) egyenl8ségek szerint ze N, azaz B°(C(k)) 'zeN] esetén
1B7(C (k)™ a* = ag (k)-[ll|* |
azaz teljesiil az (EXT") feltétel az o, leképezéssel.

Megjegyzés Tehdt O’G%Z esetén tekintsiik az M @) SL(Z) kovetkezd irreduci-
bilis folytonos unitér abrazolasat:

(1) Az abrazolés tere:
HPoC = (Wel?, (aopud) : minden keV(0)F esetén W(k)eN7} .
A U(k)eNy feltétel ekvivalens azzal, hogy
— ha >0, akkor (r(p%) ) ¥ (k)=0 minden v=1,...,20 esetén ,
1 o\ 2
— k —_0N A k —
— ha 0=0, akkor (r(p—o)) U (k)=0 és (r(p—o) ) U (k)=0,

— ha <0, akkor r(pﬁo)y\Il(k):O minden v=1,...,2|o]| esetén .

(2) Az abrazolési tér skaldrszorzata:

(D,T) /ag (®,0) dug .
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(3) Az abrézol6 operatorok: (x, A)eM @ SL(Z), WeHP*C és keV (0)" esetén
(VP2 (x, A)(9)) (k) = X, (x)-B7 (A) ¥ (5,(A)k) .

Mindhédrom fiiggetlen C-tél, és “nem nagyon” fiigg p-tél, ami azt jelenti, hogy
csak a az abréazolasi tér skalarszorzata fligg po-tél egy konstans szorzé erejéig,
ezért a tovdbbiakban az abrézolas terére és az abrazold operatorokra egyszeriien
a HOo és V0o jelolést hasznaljuk. o-t az abrazolas spinjének nevezzik.

Megjegyzés Az idészerti irreducibilis abrazoldsnal elmondottakhoz hasonléan,
a fényszer(i irreducibilis abrazoldsok fenti forméjanak Hilbert-tere minden eset-
ben egy L?-tér zart linedris altere, melyet egy egyenlet jeldl ki, az impulzustérbeli
Dirac-egyenlet. A 0=0 esetben nem feltétleniil kellene igy lenni: valaszthatnank
a stabilizator 1-dimenziés unitér abrazolasanak Hilbert-terét C-nek is, ekkor
M &) SL(Z) megfelels dbrazolésanak Hilbert-tere L2 (ui) lenne, egyenlet nélkiil.
Azonban, ha attériink a téridébeli abrézoldasokra, akkor a fent megadott alak
praktikusabb: ekkor a 0=0 esetre is van Dirac-egyenlet. Ha az L?C(,ua—L) téren
megvaldsulé dbrazolast valasztanank, akkor csak a minden o esetén teljestilo
hulldmegyenlet lenne, amelynek téridébeli alakja masodrendl parcialis differ-
encidlegyenlet, szemben a Dirac-egyenlettel, mely elsérendii. A hulldmegyenlet
impulzustérben: minden k€V (0)* esetén

9" (k, k)p(k) =0 .

2lel+do0 &5 sokszor kényelmes azt mondani, hogy o=0 esetén

O'G%Z esetén a, =«
is a;=a?l?!, de 0=0 helyett o=1-et véve.
Megjegyzés Az eddigi megfontoldsokban mindig a 13. Allitasban megadott
C:V(0)T—SL(Z) figgvényt hasznaltuk. Legyen most C':V (0)T—SL(Z) leké-
pezés, mely Borel-mérhetd jobbinverze az

A 5.(A)(p)
fiiggvénynek. Ekkor minden k€V (0)" esetén
C'(k)~'C(k) € SL(Z), ,

kovetkezésképpen
C’(k)*lc(k)\N; (NS = NS
illetve

(C'() T C®) iy, « Ny = Ny

unitér leképezések, kovetkezésképpen, ha €V, ,:r , akkor

IC" (k) 2| = [IC" (k)T C(R)C (k) a]|* = [|C(k) ™ ]|

és ha x€N, , akkor
IC" (k) ||* = ||C" (k) C (k) C(k)*z|* = | C(k)"z|* ,
hasonléan O’E%Z esetén, ha x€ N, akkor

1B7(C" (k)™ | = | BT (C (k)™ ]| -
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Megjegyzés Legyen

_fidz; 0
= ( 0 _idZ> € L(ZxZ) |

ekkor I' olyan operator, melynek sajatértékei :

+1, Zx{0} sajataltérrel,
—1, {0}xZ sajataltérrel,

és minden ueM/I esetén
Iy(u) +y(w)'=0.

O'G%NO esetén legyen
(1) Az dbrazolés tere:

e 0#£0 esetén

HO-*Eo :{\IJGL?sz)U (g ) : minden k€V (m)*t

és minden v=1,...,20 esetén
7(1%) U(k)=0 és T"U(k)=FU (k) } .

e 0=0 esetén
740-0 :{\IIGL%ZXZ)O (aopg) : minden k€V (m)*

és minden v=1, 2 esetén fy(p%)y\lf(k):O} .
(2) Az 4brazolasi tér skaldrszorzata:
(@, V) /ag- (@, 0)dud .
(3) Az &brézolé operdtorok: (x, A)eM & SL(Z), WeHPE7 és keV (0)T esetén
(WO (x, A)(0)) (k) = x,,(x)-D7 (A) ¥ (5,(A)"F) .

W?i" az M @) SL(Z) csoport olyan folytonos unitér abrézoldsa, mely ekvivalens
a V0% gbrazolssal.

Megjegyzés A 0=0 esetben Ker (p%) =N, ><N,;Ir CZ x Z 2-dimenzios altér, igy
Ker’y(p%) A Ker’y(p%) C(ZxZ)° 1-dimenziés.

2.4 A foton abrazolas

Megjegyzés Most a M €)SL(Z) csoport olyan folytonos unitér 4brazolasat ad-
juk meg, amely nem irreducibilis, de a fizikai alkalmazasok szempontjabdl fontos.
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(2, \)€CXT esetén egyszerl szdmolassal adédik, hogy

Ao(2,\)S14c(2,\)* = Re(A\?)S; — Im()\?)Ss 4+ Re(A22%)(Sp+S3) ,
Ac(2,0)S240(2, )" = Im(A\?)S1 + Re(A?)Ss + Im(A\?2*)(So+Ss) ,
Ae(2, M) (So+953)Ae(2,\)* = So+Ss3 ,

kovetkezésképpen

5:(Ac(2,A))ie = Re(X%)e — Im(X?)e™ + Re(A?27) £ |

5 (Ac(z,\)1et = Im(A?)e + Re(A\?)et + Im(\22%) £

po ’
5o (Al )i = 2

Jelolje az ML, (M/T) és M* valds vektorterek komplexifikdltjat Mc, (M/T)¢ és M,
és a 0,(Ac(z, A))1 valds linedris leképezés egyetlen komplex linedris kiterjesztését
a komplexifikéltra (6, (Ae(z, A))1)c. Ekkor

(6, (Ae(z, 1) (ediet) = N2 (ediet) + )\Qz*p% ,

(6,-(Ae(z, \)1)c(e—iet) = X2 (e—iet) + )\_sz% ,

kovetkezésképpen
0r(Ac(z, N)e(po(etie®)) = N (po(etie™)) + Nz"p
0r(Ac(z, N)e(po(e—iet)) = A (po(e—ie™)) + A 2zp .

Jelolje gf a g":M*xM*—I*®I* bilinearis leképezés elsé valtozéban konjugalt
linearis, masodik valtozéban linedris kiterjesztését.

N(p) := {veM : g¢(v, p)=0}
3-dimenzés C-linedris altere M-nak tigy, hogy

1 *
()= =9¢INE)xNE)
V6]

pozitiv, magtere C-p, igy az N(p) félskaldrszorzatos térhez asszocidlt Hilbert-tér
N(p)/Cp.

AeSL(Z) esetén §,(A)ceL(MZ) g tarté leképezés, és
(0r)c : SL(Z) — L(ME) , A~ 6,(A)c

folytonos linedaris abrazolés.

AeSL(Z), esetén C-p invarians altere 6,(A)c-nek, igy N(p) is, legyen
d(A) = 6,(A)c|n) € LIN(P))
ekkor 1étezik egyetlen d(A)EL(N(p)/(C-p) dgy, hogy

d(A)omn () /cp = TN () /Cpod(A) |
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nyilvdnval6, hogy d(A) unitér, tovabbé az is, hogy d illetve d folytonos &brazo-
lasai az SL(Z), csoportnak az N (p) félskaldrszorzatos téren illetve az N(p)/C-p
Hilbert-téren.

(2, \)€ECXT esetén

d(Ac (2 X)) (T e Foletie™)) ) = 3 (g cp(poletiet)) |
d(Ae(Za/\))(WN(p)/C~p(po(6*i6l))> = /\72'(WN(p)/cp(Po(efieL))) )

kévetkezésképpen AcSL(Z), esetén

d(A) <ﬂ-N(p)/(C~p(p0(e+ieL))) = V2(A)'(WN(p)/(C-p(pO(e+i6J_))) )

d(A) (7 cppole—iet))) = V2 (A) (7 cplpole—iet)) -

Legyenek
NE = C (7 e p(poleict)) |

ezek egymésra ortogonalis invaridns alterei a d &brazoldsnak, és AeSL(Z),
esetén )

d(A)|n+ = V*2(4),
tehét az SL(Z), csoport d dbrazoldsa ekvivalens a V2@V ~2 dbrézolassal.

Az elézbek szerint: az (N(p),d, Mg, (0,)c) négyesre teljesiil az (EXT) tulaj-
donsag.

keV (0)* esetén 6,(C(k))(p)=k, igy 2€M esetén ST(C’(k))ElzeN(p) pontosan
akkor teljesiil, ha

ge(k, 2) = g2(0-(C()) (), 2) = g&(p, 6,(C(k))c'2) =0,
azaz, ha ze N (k).
21, 20€N (k) esetén

<5T(C(k))6lzl,ST(C(k))6122>N(m = (21 2) Wy

tehét teljesiil az (EXT?) feltétel az a:=1 fiiggvénnyel.

Megjegyzés Tekinthetjiik a M G)SL(Z) féldirekt szorzat kovetkezd abrazola-
sat:

(1) Az &brazolas tere:
H = {TeL. (ug) : minden keV (0)* esetén W(k)eN(k)} ,
a U(k)eN (k) feltétel ekvivalens azzal, hogy g¢(k, ¥(k))=0.

(2) Az &brazolasi tér félskaldrszorzatas:

(@, W) — / (@, ) dpt .
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(3) Az abrazolé operatorok: (x, A)eM@SL(Z), WeH és keV (0)T esetén
(V(x A)(W)) (k) = x;,(x)-0,(A)c (6, (A) k) -
Mindhérom fiiggetlen C-t6l.
Megjegyzés WeH esetén (U, U) =0 ckvivalens azzal, hogy ¥(k)eC-k, azaz
kAT (K)=0
teljesiil pd-majdnem minden k€V (0)* esetén.

Megjegyzés A V &brézolast foton abrazolasnak nevezziik. Ez tehat ekvivalens
a VPlaVP—! gdbrazoldssal. A foton tehat +1 és —1 sninfi dllapotok keveréke.
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3. Fejezet

Abrazolisok téridében

3.1 Fourier-transzformaciok

Az id8szeri, fényszerd irreducibilis és foton &dbrézoldasok 2.2, 2.3 és 2.4 végén
megadott alakjait négyesimpulzustérbeli alakoknak neveztiik, mert abrazoldsi
teriik az M* részhalmazain értelmezett fliggvényekbdl all. A gyakorlatban fon-
tosak az ezekkel ekvivalens, tigynevezett téridobeli alakok, ahol az &brézoléds
tere az M részhalmazain értelmezett fliggvényekbol dll. Ezekre a Fourier tran-
szformaécié segitségével térhetiink &t.

Definicié Legyen me(I*)7 rogzitett, és p az (M,I, g) pszeudoeuklidészi tér
kanonikus mértéke szorozva m*-nel, és u* az (M*,I*, g*) pszeudoeuklidészi tér
kanonikus mértéke osztva m?*-nel. Ezek pozitiv eltoldsinvaridns mértékek. Je-
1olje S(M) és az M—C gyorsan csokkend fliggvények terét, hasonldéan S(M) és
S(M*).

Legyenek

Flf :S(M) — S(M*) , ¢ — <k — (2717)2 / eiik(x)w(x)du(x)>

illetve

P S0 = S00) v (x000 o[ S HOu000 (1) )

a pozitiv ill. negativ Fourier-transzformaciék. Ekkor p és p* dudlis mértékek,
azaz

+ _ (-l o — ~1
FL=(F)" ", F.=FH",

és minden @, €S (M) esetén

<F}it(@)7ﬂit(¢)>£2(#*) = <@a¢>£2(u) .

Jelolje S(M)’ illetve S(M*)" az S(M) illetve S(M*) feletti temperdlt disztribu-
ciok terét, és legyenek

Ff:SM) — S(M*) , T+ ToFy.

47
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illetve
= *\/ / +
Fx :S(M*) - SM)", S SOFH
a pozitiv ill. negativ Fourier-transzformacidk.

0€M esetén, ha O,:M—M | x—x—o0, akkor legyen

Zy: S(M) — S(M) , ¢+ poO,;*
és

Zy: S(M) — SM) |, T+ ToZ; .
3.2 Idoszert irreducibilis abrazolasok

14. Allitas Legyen me(I*)i, F Banach-tér,

a m+—> HL
V=0 R ey

5>0 és Vel (a®w)). Ekkor a U-pt V(m)* feletti Radon-mérték kiterjeszthetd
M*-ra, és a kiterjesztett Radon mérték mérsékelt disztribicio M* felett.

Bizonyitas Mivel V(m)*" zart M*-ban, ¥-u! kiterjesztheté M*-ra.

m

n" € Cn%(ﬂﬂ*:g) .

Megjegyezziik el6szor, hogy Ocohgrlz =, és r>3/2 esetén

Ugyanis, az integrandus folytonos és korldtos (<1), igy barmely kompakt halma-
zon négyzetesen integralhatd, és majoralja az <||> fliggvény, amely barmely
nullat tartalmazoé nyilt gdomb komplementerén négyzetesen integralhato.

Vel (afpt) miatt

s+1

_ +
‘I’Ohc,‘lﬁ 2 € [’QF(M]E;,) 3

1- 3
legyen neN olyan, hogy n>%+1, ekkor Ts+n>§, kovetkezésképpen

1—s
nT+n € ‘CDQ%(/*‘IEZT> )

igy
Woh 'n"tt € Lp(up: ),

jelolje a normafiiggvény integraljat (az Lh-beli félnorméat) C.

Legyen p€S(M*), ekkor
(i) = [t = [(Wonc)(oohc s, =

= / (Woh_ )"+ (poh )y~ "dug;
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kovetkezésképpen

(P 1,) ()| < C-sup

(poh; ") ( |‘|2+m2> ‘ _

m

o(k) (W)n

ebbdl pedig kovetkezik, hogy W-u.f mérsékelt disztribucid. O

=C- sup
keV (m)+

)

o€3N és oM esetén
F, = (F;02,)®id(zx 2y - S(M)'®(ZxZ)" — S(M*) (2% Z)°
linedris bijekcié. Jeldlje ppr azt az egyetlen eltolasinvarians pozitiv Radon-
mértéket M felett, melyre minden o€ M esetén O, (ppr)=p teljesil.
me(l*)% , oe3Nés \Ileﬂm’“CL%ZXz)g (a?7-11f) esetén (0=0 esetén is, de akkor
a képletekben o=1-et véve)
a7 V2w e L%ZXZ)U(O"F":@) )

fgy az el6z6 &llitds szerint az a1/ 2.0t Radon mérték kiterjeszthetd M*-re
Radon mértékké, és ez a kiterjesztett mérték mérsékelt disztribicié, igy minden
0EM esetén F; ' (a® Y20yt ) mérsékelt disztribiicié M felett.

Ve (V(m)*t, (Zx2Z)7) esetén F; ' (a® 120t ) regularis disztribicid, stirti-
ségfiiggvénye pps-re nézve: €M esetén

®(z) = (2717)2./04(14)01/2.x1/(k)eik<“>du;(k) .

Kés6bb latni fogjuk, hogy F; ' (a2 ut) reguldris disztribicié

Ve Hmo CL%ZXZ)" (a?7-p1f) esetén is.

Tovéabba, az
io : Lz 7)o (@%7-pit) = Ly gyo (aoph) , W= a’"12p

leképezés unitér a két Hilbert-tér kozott.

Tekintsiik a M @) SL(Z) csoport kivetkezd abrdzoldsat:

(1) Az 4brazolés tere:
H™ .= (F_loig)<7:[m’d> ,

o

(2) Az &brazolasi tér skalarszorzata:

(S,7) > = ((i70F,)(S), (i 0F)(T)) syms

2r V°
(3) Az &brazl6 operatorok: (x, A)EM@)SL(Z) esetén

V™ (x, A) == F Loi,oV™9 (x, A)oi; LoF, .
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Ekkor V'™ folytonos unitér dbrazoldsa az M &) SL(Z) csoportnak, mely ekvi-
valens a V™7 abrazolédssal.

Legyen (x, A)eM @& SL(Z) és WeH™7, ekkor keV (m)* esetén

((igovm’”(x,A)Oigl)\I'> (k) =
= (k)20 D7 (4) (020 (5, (A)'F) =

_ a(k) a_l/z_efik(x) o *

Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be a kovetkezd fiiggvényt:

a(k)

) + R
ra:VIm)T =R ke Co g

ekkor az el6zoek szerint

((iaon*"(x,A)oigl)\I/) (k) = ka(k)7Y2.e=*) Do (A)W(6, (A) k) .

Legyen ®€ H™7, ekkor (x, A)EM @) SL(Z) és xeM, keV (m)" esetén
(i50V™ (x, A)oiy Y F,® = 1% /27 1®.C5 4. 1 F Z,(D7(A)®) =
= w2 B C5 426 (D7(A)D) =
= w5 P F T Cs, 4y Zo (D7 (A)D)

Legyen
Fxay:M— M, z—o0o+x+0.(A)(z—0),

ez Poincaré-transzformécié gy, hogy DF(x 4)=06,(A), F(x,a)(0)—0=x, és

F(;,lA) () = 0+ 6,(A) " (z—0—x) ,

igy
TxCs,(4)Zo (D7 (A)®) = ZoCry, 4, (D7 (A)®) = Z, (D7 (A)oF ')
ezért . L
(iUoV’”’”(& A)Ol;l)FocI) = 527 / Fy ((DU(A)Q)OF(;}A)) )
tehat

Ve (x, A)® = FL (mfl/?Fo (D”(A)QOF(;}A))) .

Ha 0=1/2, akkor /@Z_l/ 2:1, igy a fenti formula egyszertibb alakra hozhaté:

VT (x, A)® = D7 (A)PoF .

0#1/2 esetén az dbrazolé operdtorokra nem adhaté ilyen explicit formula: a
Fourier-transzformécié és a fiiggvénnyel vald szorzas felcserélésérol csak poli-

1/

nomidlis fliggvények esetén tudunk valamit mondani, 574_ 2 pedig altaldban

nem polinom.



3.2. IDOSZERU IRREDUCIBILIS ABRAZOLASOK 51

PeH™° esetén a7 tY/2.F,deH™, igy (az egyenlet mindkét oldalét osztva
a a~?t1/2 seholsem nulla fiiggvénnyel) a négyesimpulzustérbeli Dirac-egyenlet
szerint minden v=1,...,20 (illetve v=1,2, ha 0=0) esetén

k v
— | F,®(k)=F,®(k) .
W(£) R = Rt
A Fourier-transzformécié tulajdonsdgai szerint azonban

—iDpy® = F  (idy- -F,®) |

kovetkezésképpen minden v=1,...,20 (illetve v=1,2, ha 0=0) esetén

_iD v
() e=e
m

ez a téridobeli Dirac-egyenlet.

Emlékeztetiink arra, hogy

he, : V(m)t — El , k—k—(klle,)cr

diffeomorfizmus, inverze p—p+-/|p[?+m?-c,, és ha ug- jeloli a (Ef ,~r ,I*)
euklidészi tér kanonikus mértékét osztva m3-nal, akkor
m

he, (fan) = ————"HEz, = 1"ME;, -

Tovabbd, ha pg, jeloli a (E, ,7.,,]) euklidészi tér kanonikus mértékét szorozva
m3-nal, akkor HE,, és pp: dudlis mértékek.

Legyen Wek(V (m)*t, (Zx Z)7), ekkor o€ M esetén F; ' (a”~V/2.W. 1t ) reguldris
disztribucid, jelolje pas-re vonatkozé stliriiségfiiggvényét @, azaz
F a7 20 ) =@

o

akkor x€M esetén

B(o) = gz ) BB () =
s
1 — — ih z—o
= (277)2'/77(1))0 1/2'q’(th1(P))€ he, (P)( )U(p)dME:;r (p) =
1 i ] 24+m?2c¢,-(x—o
— (27‘_)2 /n(p)a+1/2.qj(h;1(p))ezp(zfo)en/\P| + - ( )dMEZr (p) —

1 3 cr(x—o
— \/T?F/;«;z' (,'70+1/2.(\I/ohc—rl).ez\/|,|2+m2 o ( )) ((x_O)HcT) .

fAzonban \IJEHW’UCL%ZXz)U(a%-u%) esetén 770+1/2'(‘I’0h;1)€L%2xz)o(NJE:T)7
és a

q}(x) — EFJF};E (n0+1/2.(\110h;1).67;\/ | |2+m2‘c¢«'($—0)) ((x_O)HCr) .
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formula értelmes, ha a '™ szimbélum a Fourier—Plancherel-operatort jeloli, és
F; Yo 2.0 ) regularis disztribiicié ® stirtiségfiiggvénnyel.

Jelolje I, az M-beli E. -rel parhuzamos hipersikok halmazat, ez affin tér I
felett, t€l., esetén a ug, mérték egyértelmilen meghatdroz egy t-feletti el-
tolasinvaridns pozitiv mértéket, melyet ps-vel jeloliink.

tel. és xet esetén, ha o€t,, akkor (I)Iteﬂ%sz)v (1), és

)2 = / ()| 2dp () =
~ o /H ,< "3 (Wohy e _im.(t_to))((l‘—Ohch)HQth(a:) -
= 217T /H iz <77”+2 (Woh, —i\/m(t—to)) (q>H2d/’LEuT (q) =
= o [l o) s,

és

o) = / 102027 dpit, = / o |27 s, =
V(m)*

= [l ) o,

tehat tetszdleges t€l,. . esetén

1
12161 = SN2 15m0 = [@[Fm.r -

Eddig H™° elemeinek néhény tulajdonsagat ismertiik meg. A pontos jellemzést
egyenldre csak 0=1/2 esetén tudjuk elvégezni.

Legyen ®:M—Z x Z lokalisan ps-integralhaté leképezés gy, hogy minden
tel,, esetén ®|,€L%, (1), tovabba disztribiicié értelemben teljesiil a Dirac-
egyenlet.

Legyen
Tepo t IXE., — M , (t,q) — o+, t+q

a (¢, 0) szerinti bontds, ez affin bijekci, derivéltjat jelolje r., , tovdbbd legyen
®:=or,_,. Ekkor kénnyen kiszamithaté, hogy

(0,9,V,, @) := D® =r; Dy Por, , ,
tovabbd, (e, p)€l* xE} esetén (r_')*(e, p)=—cre+p, igy
Dy® = (r;l)*Dﬁorcjo = (—cr(%@ + Vcrg)or;fo ,

(7 (zcrao - ZVCT> <I>) ol —
m ,

— (,Y(CT)Z&’¢+7 <Zv“r) <I>> 07‘{10 ’
m T

igy

o
o
3
QH
|
A
2
A
|
]
g
~
A
Il

m
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igy a Dirac-egyenlet (c,, 0)-bontott alakja
= () 2T 4 (W> P,
m m

ennek mindkét oldaldt y(c,)-vel szorozva és rendezve kapjuk a szokdsos alakot:

i0,® = my(c,)® — my(c,)y (_lzc") [

tel és peE;; esetén legyen

Y(t.p) = Fp, (6, .)(p) .

ekkor a bontott Dirac-egyenlet mindkét oldalat rogzitett t€l mellett negativ
Fourier-transzformalva kapjuk, hogy

i0,Y (£,p) = my(e,)Y (6,p) = my(e,)y (&) Y(t.p) -

Bz régzitett peE;  esetén kozonséges differencidlegyenlet az Y'( ., p) fliggvényre.
Konyen ellenérizhetd, hogy a jobb oldalon 4ll6

Ap) =(er) =)y (2) € L(Zx2)

linedris operdtor onadjungalt a ZxZ eredeti skaldrszorzatara nézve, m-A(p)
sajatértékel £4/|p|?+m?2, igy a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

Y(t,p) = ¢ VIPIETILY, (p) e VIPFEILY (p) (T)

ahol Yy (p) a £+/|p|?+m? sajdtértékhez tartozd sajatvektora a jobboldali ope-
ratornak, ami ekvivalens azzal, hogy

Y (pi v |p£+m2‘c7‘> Yi(p) = Y (p)

p) - (*)

Az
My : LQZXZ(ME’:.T) — LQZXZ(M]E:;) » Y= AY

szorzasoperator onadjungalt, és belathatd, hogy spekruma a
]—o0, —1J U [1, 40|
VIp[P+m?
e <
m
Alp) + A+ (p)idzxz
22+ (p)

az A(p) operator Ay(p) sajatértékéhez tartozé sajatalterének ortogonalis pro-
jektora. Ekkor

halmaz. peE; esetén legyen \.(p):==

Py (p) =

A(p) = A (P)Pr(P) + A-(P)P-(p) -
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Jelolje B(R) az R Borel-féle o-algebréjt, ekkor
Ra: B(R) - L(LQZXZ(M]EZT)) , H— M(XHO)\+)~P++(XHO)\_)-P_

projektormérték, peL?, , (ug: ) és € Dom(My) esetén

<<p, (/idR dRA> ¢> = /id]Rd<S@7RA( ) =

= /(A+ (@, PLap) + A <so,P-¢>)dwz; =

- /<<p, ()\+P+ + A_P_)w> dpg: =
— /<gp7 A’L/J) du]E;T = <90, MA¢> ,

tehat
/idR dRs = My ,

azaz az R4 projektormérték az M4 operator spektrilfelbontésa.

Jelolje Hy (L%, ,(pex ) illetve H_(L%, ,(pg: )) az Ra([1,+00]) illetve
R4 (]—o00, —1]) ortogonélis projektorok értékkészletét. Mivel R4 definicidja sze-
rint

R,q([l,—FOOD:]WP+ és RA(]—OO,—I])ZMP7 ,
Vvely, ,(us: ) esetén peHy (LY, ,(ug: )) akkor és csak akkor, ha Mp, =1,
azaz, ha LE:, -majdnem minden peE; esetén

()= (B) Joto) =y BFrmim).

Az

Ai=afer) = sferyy (o)

m
L%, 7 (uz,, )-ben értelmezett operdtor onadjungdlt, spektruma
]—o0, =1 U [1, 400l ,
jelolje R4 a spektralfelbontésat, és Hy (L%, 4 (pe,, ) lletve H_ (L%, 5 (uz. )
az R a([1, +oo) illetve R 4(]—o0, —1]) ortogonalis projektorok értékkészletét.
Mivel
F,. oA=MyoF, N

HE.

igy
F. TORA(') :RA(')OFH_ECT ,

ME.

kovetkezésképpen

Frn (He(Ly (s, )= He(Dyn(pis: ) -
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Jelolje xeM esetén Pos, azon ®: M — 7 x 7 lokdlisan pups-integralhaté leképezé-
sek halmazat, melyekre (Z,®)|e, €H4 (L%, ;(pe., ) teljesiil, és legyen

Pos .= ﬂ Pos,. .
xeM

Tegyiik fel, hogy az eddigi feltételek mellett ®€ Pos, is teljesiil. Ekkor ®(0, .)
€M (LY, 7 (ux., ), kovetkezésképpen Y (0, . )€H (LY, z(pe: ), gy a (T)-vel
jelolt képletben csak az Y_ (p):=0 eset lehetséges, tehat

Y(t,p) = e VIPFTTILY, (p) = e VIPFITE Ly (0, p) |

igy a minden t€l esetén Y (t, . )€H (L%, ,(ug: )), kovetkezésképpen Pe Pos,
és

eVIPEEpL (s, ) (p) = F B(0,.)(p)

e'v ‘p‘”mz't-F;EcT O(otert+(.))(P) = Fy,, ((ZoP)e., ) (P) - ()
Legyen
U:V(m)t - ZxZ, k— \/%-a(k)_l-FH_ECT (Zo®)g,, ) (he, (k) ,

ekkor () szerint (a pozitiv eléjelet véve) WeH™1/2 és peE; és tel esetén (+x)
szerint

U(h,'(p) = V2rn(p) " F ((Zo®)le,, ) (P) =
= \/ﬁ.n(p)fl,ew\plz+mz'.t.F;EET ®(o+ert+(.))(p) ,

igy (t,q)€IXE, esetén

.t
FHE*

cr

P(otc t+q) = (n,(\poh:)_e_i\/m‘t) (@)

)

5~
3

azaz
Fo(q)',uJW) = qj':u:rn :

Az eddigiek Ssszefoglaldsaként: H™ /2 azon ®€ Pos fiiggvényekbél all, melyekre

teljesiil a
—iD
(s
m

Megjegyzés A Dirac-egyenletbdl kovetkezik a Klein—Gordon-egyenlet:

Dirac-egyenlet.

(—g*(DM,DM) + m2)<I> =0,
melynek bontott alakja
D20 — A, D+ m*d=0,
és a térbeli részben Fourier-transzformalt egyenlet:

—03Y (.,p) = (I]pf* +m*)Y(.,p) .
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3.3 Fényszeri irreducibilis abrazolasok

15. Allitas Legyen peV (0)T régzitett, po:= (pl|c,), F Banach-tér,

Po
a: VOt =RL , b —r |
i (Kller)

$>0 és VeLZ(a*ug). Ekkor a W-ud V(0)* feletti Radon-mérték kiterjeszthetd
M*-ra, és a kiterjesztett Radon mérték mérsékelt disztribicio M* felett.

Bizonyitas Mivel V(0)" nem zart zart M*-ban, U-u! kiterjeszthet8ségét kiilon
igazolni kell M*-ra.

Megjegyezziik el6szor, hogy aoh;lzp—oz:n, és 1<3/2 és r+q>3/2 esetén

o\ [ wo \'
<||) <W> € Li(pe; ) -

Vel (a®ud) miatt
1y =t
(Wohg ') € L (ue:,) |

1- 3
legyen neN olyan, hogy n>§—|—1, ekkor Ts+n>§, kovetkezésképpen

n
1—s Do
7| ———=| €Liue:,),
V | | +p5
igy

- Po
(‘I’Ohcrl)”?(m) € ﬁ}:(ME:T) )

jelélje a normafiiggvény integraljat (az Lh-beli félnormét) C.
1-s 3 .
Legyen peS(M*), ekkor -5 <3 miatt

1—s

(pohz )= € L2(pss ) ,

kovetkezésképpen
(Tohg')-(pohg ) n € Lip(uz: )

fgy X
tehat W-ud kiterjeszthetd M*-ra, és

(P15 () :/wdug :/(\Poh;j).(cpoh;l).ndmg; -

- DPo -1 Po
= [(Woh )n| ——=5 | (voh. )| ——= | duz; .
/ VI 415 VI 45 "
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kovetkezésképpen

(T3 ) ()] < C-sup

(gohz!) ( ']LerpO) ’ _

ol6) ( <k|cr>2+p%> ‘ -

Po

oty (e 0"

Po

=(C- sup
keVv(0)*

<(C- sup
kev(0)*

)

ebbél pedig kivetkezik, hogy W-ud mérsékelt disztribicié. O
O’E%Z és o€ M esetén

F, = (F, 0Z,)®idzs : S(M)'®Z7 — S(M*)'®2°
linearis bijekcid. Jelolje pps azt az egyetlen eltoldsinvarians pozitiv Radon-
mértéket M felett, melyre minden o€ M esetén O, (unr)=p teljesiil.

oELZ és TeH" CL%. (@217.ud) esetén (0=0 esetén is, de akkor a képletekben
o=1-et véve)
A2y e L. (apud)

igy az el6zo 4llitas szerint az 04""*1/2*1##8' Radon mérték kiterjesztheté6 M*-re
Radon mértékké, és ez a kiterjesztett mérték mérsékelt disztribicid, igy minden
0€M esetén F; ' (alol=1/2.0. ;) mérsékelt disztribiicié M felett.

Te(V(0)F, Z7) esetén F; 1 (alol=1/ 20 ud) reguldris disztribiicié, stirtiségfiige-
vénye ppr-re nézve: €M esetén

B(e) = oz [ @) B ()

Késébb latni fogjuk, hogy F;l(aw_l/z-\lﬁua') reguldris disztribicid
UeH" CL%, (217 uf) esetén is.
Tovabba, az
i Lo (02l = I3 (aopid) , © — al?1=V/29
leképezés unitér a két Hilbert-tér kozott.
Tekintsiik a M @) SL(Z) csoport kovetkezd abrdzoldsat:
(1) Az &brazolas tere:

HO? o= (Fy boig ) (HO7)

(2) Az abrazolési tér skaldrszorzata:

(S.T) = o= (i 0E)(S), iz o) (T) o

(3) Az abrazlé operatorok: (x, A)eM @) SL(Z) esetén

V0o (x, A) := F; oiygoV%9(x, A)ois 'oF, .
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Ekkor VOA"’ folytonos unitér abrazoldsa az M @) SL(Z) csoportnak, mely ekvi-
valens a V%7 dbrizoldssal.

Mint az el6z6 fejezetben, legyen
Fiay: M — M, 2+ o0+x+6.(A)(z—0),
és
ka:V(0)T > RY, kHW,
ekkor (x, A)EM G SL(Z) és P€H"7 esetén

V0o (x, A)p = F ! (Kf‘_1/2-FO (B”(A)%F(;}A))) .

Ha o0=+41/2, akkor /@‘X‘_lmzl, igy a fenti formula egyszertibb alakra hozhaté:
VO(x, A)® = B7(A)PoF,, -

o#+1/2 esetén az dbrazolé operdtorokra nem adhaté ilyen explicit formula: a
Fourier-transzformécié és a fiiggvénnyel valé szorzas felcserélésérol csak poli-

lo|—1/2
A

nomidlis fliggvények esetén tudunk valamit mondani, s pedig altaldban

nem polinom.

DeH" esetén o~ 171T/2.F ,deHO gy (az egyenlet mindkét oldalt osztva a
a~7+1/2 seholsem nulla fiiggvénnyel) a négyesimpulzustérbeli Dirac-egyenletbél
a Fourier-transzformacio

—iDpy® = F; (idye -F,®)

tulajdonsaga szerint kapjuk, hogy a fényszert abrazolasokra vonatkoté tériddbeli
Dirac-egyenlet

e ha >0, akkor (r(_ZDM> ) ®=0 minden v=1,...,20 esetén ,
Po
. 1 . o\ 2
e ha 0=0, akkor <T(ZDM>) D=0 és <T(ZDM> ) P=0 ,
Po Po
—iDypy

e ha 0<0, akkor r( ) ®=0 minden v=1,...,2|o]| esetén .

Po

Emlékeztetiink arra, hogy
he, : V(0)" = EZ\{0} , k= k — (Kller) e

diffeomorfizmus, inverze p—p+[p|-c;, és ha pg: jeloli a (E7 ,v; ,I*) euklidészi

tér kanonikus mértékét osztva p3-nal, akkor

cr

Po
he, (1) = Ty pE, =

Tovabbd, ha ug, jeldli a (E,,e,,I) euklidészi tér kanonikus mértékét szorozva
po-nal, akkor pg, és pg:  dudlis mértékek.
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Legyen ek (V(0)T, Z7), ekkor o€ M esetén F, ! (alo=1/2.0.ud) regularis dis-
ztribucio, jelolje uas-re vonatkozo stiriiségfliggvényét @, azaz
SR ) =Py

akkor xeM esetén

\o‘\ 1/2, ,ll(k)ezk(x—o)dug(k) —

P72 w(hZ (p))elher PV =n(p)dps, (p) =

P72 0 (k1 (p))eP @) eilPler (=) gy (p) =

E F:—E* (n‘“'“/z (Toh, ) eil'l'cr'(x_o)) (z—0)jc.) -

Azonban WeH*? C L3, (a?°!.ul) esetén nlol+1/2 (Voh_t)-€L% (g ), és a

1 — 7 Ccr(x—o0
O(z) = E'F’:ﬁzr (nlg‘ﬂ/?(\l/obcrl)'e [ ]-cne( )) ((z—0)ye,)

formula értelmes, ha F* a Fourier-Plancherel-operator, és F, ' (al?1=1/2.%. 1)
reguldris disztribicié @ stirtiségfiiggvénnyel.

Jelolje I., az M-beli E. -rel parhuzamos hipersikok halmazét, ez affin tér I
felett, tel., esetén a ug, mérték egyértelmiien meghatdroz egy t-feletti el-
tolasinvarians pozitiv mértéket, melyet p;-vel jeloliink.

tel., és et esetén, ha oct,, akkor ®eL, (1), és
] = / ()] 2dpe () =
— /H ez, ""“”-(\Ifoh;l)-e‘”"'(HO)) ((x_O)Hcr)H2d:U’t(x) —
- /H e (0172 ok ) ) (q)szuEw (q) =

- g./Hnwawl/z.(moh;})|\2duEZT ,

és

1wz = [ e = [ (el P e =

v(0)*+
— /||7]|0\+1/2(\Iloh;1)||2dmgzr ,
tehat tetszéleges t€l,.. esetén

1
1Bl = o 020 = 12000

Eddig H° elemeinek néhany tulajdonsagat ismertiik meg. A pontos jellemzést
egyenldre csak o=+1/2 esetén tudjuk elvégezni.
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Legyen ®:M—Z lokalisan pps-integréalhaté leképezés dgy, hogy minden tel,,
esetén ®|;€L% (1), tovabbd disztribiicié értelemben teljesiil a Dirac-egyenlet.

Legyen
Tepot IXE., — M, (taq) —o+cat+q

a (cr, 0) szerinti bontés, és $1=¢0h0,.,o~ Ekkor az el6z6 pontban elmondottakhoz
hasonléan

Dy® = (v, ) DPor; ;= (=¢,0,® + Ve, D)ore |,

igy 0=1/2 esetén
0=r <_ZDM> o = (r <zcr(90 — ZVCT) <I>> orglo =
Do Do v
—i0.— —iV. \ —
:( Z°<I>—|—r< ! CT)@)orclo,
Do Do "
igy a Dirac-egyenlet (c,., 0)-bontott alakja

10,® = por <_ZVC") P .
D

Hasonléan, 0=—1/2 esetén

10,® = —por <Zvcr) P,
Po

a két eset egyiitt:

10,® = 20po-r <_ZVC"> D .
Po

tel és peE?,  esetén legyen
Y(t,p):=F, ot .)(p),

ekkor a bontott Dirac-egyenlet mindkét oldalat rogzitett t€l mellett negativ
Fourier-transzformalva kapjuk, hogy

19, (¢, p) = 20p0r (;’) Yi(t,p) .
0

Ez rogzitett peE;; esetén kozonséges differencidlegyenlet az Y (., p) fiiggvényre.
Konyen ellenérizhetd, hogy a jobb oldalon allé

Alp) =7 <p> e L(Z)

Po

linedris operator dnadjungalt, po-A(p) sajitértékei £|p|, igy a differencidlegyen-
let altaldnos megoldéasa

Y (t,p) = e 27PItY, (p) + e27lPItY (p) (T)
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ahol Yy (p) a *|p| sajatértékhez tartozd sajdtvektora a py-A(p) operdtornak,
ami azzal ekvivalens, hogy

PF|P|-C
(PR ) i) o, )
Po
ez 0=1/2 esetén a pozitiv elgjelet vélasztva
r (p—|—|p|~c,-) Yi(p)=0,
Do
o=—1/2 esetén pedig a negativ eldjelet vilasztva

(PR )y () <0

Po
Az
My : Ly (pgs ) — Ly (psz, ), ¢ A

szorzasoperdtor onadjungélt, és belathatd, hogy spekruma R, p€E; esetén

legyen AL (p):::I:M, és
Po

A(p) + A+ (p)idz
2)+(p)

az A(p) operdtor Ay(p) sajatértékéhez tartozé sajatalterének ortogondlis pro-
jektora. Ekkor

Py(p) =

A(p) = A+ (p)P+(p) + A (P)P-(P) -
Jelolje B(R) az R Borel-féle o-algebrajat, ekkor

Ry : B(R) — L(LQZ(MEZT)) , H— M(XHo,\+)-P++(XHo>\,)~P,

projektormérték, pe L%, (ug- ) és € Dom(My) esetén

<¢, ( [ dRA) w> — [ided e Ra()u) =

- /()\+ (0, Pyaby + A_ (¢, wa>)dumzv‘ =

= [(o. (rePr+AP_)0) di, =
= /<907A¢> duss = (p, Mav) ,
tehét
/idR dRy = My
azaz az R4 projektormérték az M4 operator spektrélfelbontésa.

Jelolje H+(LQZ(NEZT)) illetve H_ (LQZ(NE;)) az R(]0,+o0|) illetve R4 (]—o0,0[)
ortogonalis projektorok értékkészletét. Mivel R4 definicidja szerint

RA({0})=My , Ra(0,+00))=Mp, és Ra(]—c0,—0)=Mp_
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Vel (ugs ) esetén peH (L (ug- )) akkor és csak akkor, ha Mp, =1, azaz,
ha pg: -majdnem minden peE? esetén

por (;’) b (P)=+Ipl(p) -

A=r (_ivCT>
' Do

L% (g, )-ben értelmezett operdtor énadjungslt, spektruma R, jelolje R4 a
spektrélfelbontasat, és Hy (L% (pe,, )) illetve H_ (L% (pe,, ) az R 4(]0, +o0]) il-
letve R 4(]—00,0[) ortogondlis projektorok értékkészletét.

Mivel
F;Ear oA = MAOFJEC,,, ,
igy
FIZECT oRA(.)=Ra(. )OFA;ECT ,
kovetkezésképpen

Fr (Me(Ly (s, )= He (L3 (ns:)) -

Jelolje xe M esetén Pos, azon ®:M—Z lokdlisan pps-integralhaté leképezések
halmazat, melyekre (Z,®)|e, €H4 (L% (ue,, )) teljesiil, és legyen

Pos:= ﬂ Pos,, .
rxeM

Tegyiik fel, hogy az eddigi feltételek mellett ®€ Pos, is teljesiil. Ekkor ®(0, .)
€M (L% (ue.)), kovetkezésképpen Y (0, ')€H+(LQZ(ME:T))’ igy a (T)-vel jelolt
képletben 0=1/2 esetén csak az Y_(p):=0 eset lehetséges, tehat

Y(t,p) = PYL(p) = e PITY(0,p)
0=—1/2 esetén csak az Y, (p):=0 eset lehetséges, tehat
Y(t,p) = e PItY_(p) =PIty (0,p)

fgy mindkét esetben minden t€l esetén Y (t, . )eHy (L3 (ug: )), kovetkezéskép-
pen @€ Pos, és

¢PICFL B(t, . )(p) = F,, ®(0,.)(p),

azaz

CPICF B(otet+())(p) = Firy, ((Zo®)]e.,)(p) - (s5)

Legyen

VOt = Z, ke Vamalk) N, ((Ze®)s,, ) (he, ()
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ekkor (%) szerint (a pozitiv el8jelet véve) WeH 7 és pelE} és tel esetén (+x)
szerint

(h ' (p) = \/ﬂﬂ(p)‘l.Fng ((Z®)e., ) (P) =
= V2m(p) e P @(otert+(.))(p) |

igy (t,q)€IXE,., esetén

1 .
B(o+e,t4+q) = \/TTT'F;%T, (n.(\Dohc—Tvl).e—zﬁH) () ,

azaz
Fo(q)MM) = \I/ME)’— :

Az eddigiek Osszefoglaldsaként: H%“ azon ®¢€ Pos fiiggvényekbél all, melyekre

teljesiil 0=1/2 esetén a
—-D L]
r( ! M) =0,
m

r<_ZDM><I> -0
m

Megjegyzés A Dirac-egyenletbol kovetkezik a Klein—-Gordon-egyenletnek meg-
felel6 hullamegyenlet:

o=—1/2 esetén a

Dirac-egyenlet.

g*(DM,DM)(I) =0 5

melynek bontott alakja
D20~ A, D=0,

és a térbeli részben Fourier-transzformélt egyenlet:

—-82Y(.,p) = Ipl’Y(..p) .

3.4 A foton abrazolas

Legyen most o€ M esetén
Fo = (FP«_OZO)®1dME : S(M)/(@M?é — S(M*)/(X)Mé .

Jelolje pps azt az egyetlen eltoldsinvaridans pozitiv Radon-mértéket M felett,
melyre minden o€ M esetén O, (upr)=p teljesiil.

Legyen peV(0)F rogzitett, és po:= (pllc,). Az eléz6 részben elmondottakhoz
hasonléan, WeHC LY. (1) esetén

a 20 € By (i) |

igy az a1/ 2~\Il~par Radon mérték kiterjesztheté M*-re Radon mértékké, ez a
kiterjesztett mérték mérsékelt disztribiicié, igy o€M esetén F, '(a™1/2.W.ut)
mérsékelt disztribicié M felett.
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Ve (V(0)*,Mz) esetén F, ' (a2 W.ud) reguldris disztribicié, stirtiségfiige-
vénye py-re nézve: €M esetén

1

K(z) = W/ (k)20 (k)= g (k)

Késébb latni fogjuk, hogy F; ' (a™/2.W.ud) reguldris disztribiicié
VeHCL? 6(,uar) esetén is.

Tovéabba, az
it Ligs () — Ligs(aopd) , @ a™'/2w

leképezés unitér a két Hilbert-tér kozott.

Tekintsitk a M €)SL(Z) csoport kovetkezd dbrazoldsat:

(1) Az dbrazolés tere:

H .= (F;loi)<7:l> ;

(2) Az &brazolasi tér skalarszorzata:

(8,T) = 5= ((TOR)(S), (T oF)(T)), |

(3) Az abrazlé operatorok: (x, A)eEM @) SL(Z) esetén

V(x,A) := F;loioV(x, A)oi"'oF, .

o

Ekkor V folytonos unitér dbrdzoldsa az M @) SL(Z) csoportnak, mely ekvivalens
a V &brazolassal.

Mint az el6z6 fejezetben, legyen

Fixay:M— M, v o0o+x+0.(A)(z—0),
és
a(k)

. + *
ra VO =R ke 5 )

ekkor (x, A)eEMG)SL(Z) és KeH esetén

Vix,A)K = F ! (@1/ 2 F, (5,.(A)CKOF(;}A))) .

A Fourier-transzformacié tulajdonsagai szerint K€ H esetén
—iDy K = F;  (idy- -FoK) |
kovetkezésképpen a fényszerii dbrézolasokra vonatkozé Dirac-egyenlet
9c(—=iDy, K) =0,

vagy mas alakban
divkK =0,

ezt az elektrodinanikdban Lorentz-feltételnek nevezik.
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KeH esetén (K, K) =0 ekvivalens azzal, hogy
—iDpyAK =0,

vagy mas alakban
dK =0.

Megjegyzés Abbél, hogy a H elemeinek megfeleld disztribiicick tartéja része
a V(0)T halmaznak, kovetkezik a hullimegyenlet:

OK=0,
melyet az elektrodinamikaban Mazwell-egyenletnek is szokas nevezni.
Emlékeztetiink arra, hogy
he, : VO)" —EL {0}, ko k— (Kller) e,

diffeomorfizmus, inverze p—p+|p|-c;, és ha pg: jeloli a (E} ,~% ,1*) euklidészi
tér kanonikus mértékét osztva pg-nal, akkor

Po
he, (ug) = H'MIE;T =10pEr -

Tovabba, ha ug, jeldli a (E,,e,,I) euklidészi tér kanonikus mértékét szorozva
po-nal, akkor pg,  és pg:  dudlis mértékek.

Legyen ek (V(0)*, M), ekkor o€ M esetén F;'(a~'/2.W.uf) reguldris dis-
ztribtcid, jelolje pas-re vonatkozo stiriségfliggvényét K, azaz

o CRER DTSR SV

akkor xeM esetén

K(e) = gz ) 2 (1) =
= (2711_)2 ./n(p)71/2,\11(h;1 (p))eih;l(P)(wfo)n(p)d‘u]}za (p) =
= e M) ) g, (p)
1

= —-F* (771/2,(\1,0;1;1),61'\'\.CT.(zfo)) (2=0)e.) -

Azonban WeHC L2 6(,uar) esetén /2 (Woh t)-€L? - (pe; ), 6s a

1
B V2T

formula értelmes, ha F* a Fourier-Plancherel-operator, és F; (o~ '/2-W.ud)
reguldris disztribicié K striségfiiggvénnyel.

K(z) . (771/2(\Ilohc—rl),ei\~\-cr-(w—0)> ((2—0)e,)

Jelolje I., az M-beli E. -rel parhuzamos hipersikok halmazét, ez affin tér I
felett, t€l., esetén a ug, mérték egyértelmiien meghatdroz egy t-feletti el-
tolasinvarians pozitiv mértéket, melyet p;-vel jelolink.
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tel., és x€t esetén, ha o€t,, akkor K‘teﬁﬁﬂé (1e), és

1K 12 = / 1K (@) |2 dp () =

_i/’
T or

1 il (- 2
=5 /H py 1/2 (Wohy1).e~-It to)) (q)H dp, (q) =

1

~5f H’71/2'(‘I’°h;1)||2dmﬁa ,

) 2
o (72 (wong )11t ((x—O)uc,,»)H dpr () =

és

o) = / 102y = / |(ohs ) |20 dyus: =
v (0)+

= [l won) s,

tehat tetszéleges t€l,. . esetén

1
2 _ 2 2
11" = 5 Il = 1K -

Legyen K:M—M{ lokdlisan p/-integralhaté leképezés gy, hogy minden t€l.,
esetén K |,ge£§ﬂé (11t), tovabba disztribiicié értelemben teljesiil a

OK=0
hullamegyenlet és a

divK =0
Lorentz-feltétel.

Legyen
Tepot IXE,, — M , (t,q) — o+ ¢ t+q

a (cy,0) szerinti bontés, és K:=Kor._,. Ekkor az el6z8 pontban elmondot-
takhoz hasonléan

DyK = (r;l)*D?or;fo = ( c0,K + V. K) Teo s (%)

ennek nyomét véve kapjuk, hogy
div K = (—0,K1cr + Ve, K)or, ',

tovabbd, (x)-ot még egyszer alkalmazva, és a masodik derivélt nyomdt képezve
kapjuk, hogy o o
OK = (0K + Ac, K)or. !

Cpr,0 ?

tehat a két feltétel bontott alakja:

-0, FHCT + Vcr K=0 R
~PK+A,K=0.
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tel és peE?  esetén legyen
Y(t,p) = F,, K(t, .)(/p),

ekkor a bontott hullamegyenlet mindkét oldalat rogzitett t€l mellett negativ
Fourier-transzformalva kapjuk, hogy

QY (t,p) + [pI*Y(t,p)=0.

Bz rogzitett peE;  esetén kozonséges differencidlegyenlet az Y (., p) fliggvényre,
altalanos megoldésa

Y(t,p) = Py, (p) + PV (p) (7)
ahol Y4 (p)eM tetszbleges.

A bontott Lorentz-feltétel mindkét oldalat rogzitett t€l mellett negativ Fourier-
transzformélva kapjuk, hogy

_aoy(ta p)]IC'r‘ + ZpY(tv p) =0.
Ebbe behelyettesitve az el6z6 altalanos megoldast kapjuk, hogy:
eIy, (p)-(p+[pl-¢;) + ¢ PI-Y_ (p)-(p—|p|-¢c,) = 0

minden t€l esetén, kovetkezésképpen
Yi(p)-(p£[ple;) =0 . (%)

Tegyiik fel, hogy adott egy olyan feltétel, melynek teljesiilése esetén a (T')-vel
jelolt képletben csak az Y_(p):=0 eset lehetséges. Ekkor

Y(t,p) = e YL (p) = e Pty (0,p)

tehat
eilpkt.FM—E%f(t, ) = F,ZECTF(O» P,
azaz
ePICFL K(otet+(.)(p) = Fi, (ZoK)e.,) () - (x)
Legyen

., ) (he, (k) ,

ekkor () szerint (a pozitiv eléjelet véve) WeH, és pelE; és tel esetén (*x)
szerint

V:V(0)t = Z, k= V2malk) V2 F, (Z.K)

U(h.!(p)) = V2rn(p) V2 F,, ((Z,K)le.,)(p) =
= m.n(p)—l/Q,ei\PLt.F@fcrK(O+cTt+( N(p) ,

igy (t,q)€IxE,, esetén
1

K(o+ct+q) = W
m

Flj;c (nl/Q-(\Pohc_rl)-e_”"'t) (q)

azZaZ
Fo(Kopy) = a2 0pf

és igy KeH.



68

3. ABRAZOLASOK TERIDOBEN



