Bonyolultsagelmélet zarthelyi megoldasok
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1 FELADAT. Egy B(z1,...,x,) Boole formuldt robusztusnak neveziink, ha vagy nem
kielégithetd, vagy legaldbb 2™ olyan x € {0,1}"™ sorozat van, ami kielégiti. Mutassuk meg,

hogy randomizalt algoritmussal polinomialis idében eldénthetd, hogy a formula kielégithets-e.
Megoldas. Egy véletlen x € {0,1}™ sorozatra

1, ha B nem kielégithetd,
<1— -5, ha B kielégithetd.

Pr(B(z) = 0) = {

Ha kn?-szor megismételjiik, akkor

1, ha B nem kielégithetd,
Pr(VzB(z) =0) = kn?
< (1 - #) <e* ha B kielégithetd.

Tehat vagy taldlunk a kiprobalt xz-ek kozott megoldést, vagy a formula nagy valdszintiséggel nem
kielégithetd.

2 FELADAT. Egy n hosszisagd © € {0,1}™ sorozatbdl egy 2n hossziisagi g(x) sorozatot
képeziink ugy, hogy minden jegye utan beszurjuk a késébbi jegyek kindris sszegét.

(a) Ha z-et véletleniil egyemletes eloszlds szerint vélasztjuk, mekkora lesz nagy valdszintiséggel

a g(x) sorozat Kolmogorov-bonyolultsdga?
(b) Mutassuk meg, hogy van olyan 1 < k < n, hogy az elsé k jegybdl a kovetkezd jegy 1/2-nél

lényegesen nagyobb valészintiséggel megjosolhato.

Megoldas. (a) Mivel z-bél a g(x) algoritmikusan kiszamithaté és viszont, kovetkezik, hogy van

olyan ¢ konstants, melyre

[K(g(z)) - K(z)| < ¢

minden z-re. Mivel nagy valészin(iséggel |K(x)—|z|| korldtos, igy nagy valészintiséggel | K (g(z))—
||| is korldtos.

(b) Legyen g(x) = y1 ... yan, ekkor barmely k-ra yor = yor—1 D Yor—2.

3 FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy ha f : {0,1}* — Z, olyan rekurziv fiiggvény, melyre f(x) <

K(x) minden z-re, akkor f korldtos.



Megoldas. Ha f nem korlatos, akkor minden k-ra definidlva van az
xp =min{z : f(z) >k}

sorozat (ahol {0, 1}*-ot nagysdg szerint névekvden rendezziik), és ez algoritmikusan (tiirelmes
prébalgatassal) ki is szdmithaté. Ebben a leirdsban az egyetlen nem-konstans hosszusagu a k

szam, ezért

K(xy) < log k + konstans.
De masrészt

K(zi) = f(zx) = k,
ami ellentmondas, ha k elég nagy.

4 FELADAT. Legyen minden 1 < i < j < n indexpdrhoz x;; egy Boole-véltozé. Ezek min-

den értékadasa egy olyan grafnak felel meg, melynek csucsai az 1,...,n szamok. Legyen
B(z1,2,%1,3,---,%n—1,n) az a Boole-fiiggvény, melynek értéke 1, ha a graf ésszefiiggs, és 0, ha
nem.

(a) Mekkora a Do(B) és D1(B) nemdeterminisztikus déntési fa bonyolultsag?

(b) Bizonyitsuk be, hogy a determinisztikus dontési fa bonyolultség D(B) = (72’)

(c) Hdny konjunkciébdl dll a B egy diszjunktiv normdlalakja?

Megoldas. (a) Ha a graf nem Osszefiiggd, akkor egy komponense és a tobbi cstics kozotti minden
parrdl tudni kell, hogy nem megy koztiik él. Ez a legrosszabb esetben |7 ] - ("TH] = L"{J part
jelent, tehat Dy(B) = L"{J Ha a graf osszefiiggd, akkor egy feszitd fa éleirél kell tudni, hogy
élek, igy D1(B) =n — 1.

(b) Barkochbaként tekintve, legyen a vélaszol6 stratégidja az, hogy nemet mond, hacsak nem
muszaj neki igent mondani (mert kiilénben mér a csicsok egy nemdiires, valédi részhalmaza és a
komplementere kozott minden élrél tudnd a kérdezd, hogy hidnyzik).

Tegyiik fel, hogy nincs még minden pér lekérdezve, de a kérdezé maris tudja a valaszt. A fenti
stratégia alapjan a valasz csak az lehet, hogy a graf osszefliggd. Legyen uv egy nem lekérdezett
él. Mivel a kérdez6 mar tudja, hogy a valasz az, hogy a graf 6sszefliggd, ezért van olyan u-t és v-t
Osszekot6 P ut, melynek minden élérél mar kideriilt, hogy a grafban van. Legyen zy az 0t egy
éle. Amikor zy-t kérdezte, akkor igenld valaszt kapott, vagyis a stratégia szerint kellett, hogy
legyen olyan a csticsok egy nemiires, valédi S részhalmaza, hogy © € S, y ¢ S, és az S-bdl kilépd
tobbi élrél mér kideriilt, hogy nincs a grafban. De P\ {zy} U {uv} olyan z-et y-nal 6sszekotd

at, melynek nincs ilyen éle, ami ellentmondas.

(c) B legegyszeriibb diszjunktiv normalalakja
VF NeeF Ze,

ahol F' végigfut az adott pontokon értelmezett fak élhalmazain. Ilyen fa a Cauchy formula szerint

n"2 van.



5 FELADAT. Mutassuk meg, hogy ha P = NP, akkor nem létezik egyiranyu fiiggvény.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy f egyirdnyd. Legyen £ = {(z,y) € Z X Z : 3z < z, f(2) = y}.
Ekkor £ nyilvan N P-ben van. Ha P-ben volna, akkor adott y-hoz binaris kereséssel meg tudnank

taldlni a legkisebb olyan z-t, melyre f(z) =y, vagyis f nem volna egyirdnyu.



