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1 Homomorfizmus fogalma.

1.1 Példak:

1.1 PELDA. 3 szinnel valé szinezés: homomorfizmus Ks-ba.

1.2 PELDA. Fiiggetlen halmaz: homomorfizmus H-ba, ahol H-t K5-b6l egy hurok hozzdvételével
kapjuk.

1.3 PELDA. Séta G-ben: Ut homomorfizmusa G-be.

1.2  Attekintés:

1.2.1 Van-e homomorfizmus?

NP-teljes (irdnyitatlan), néha P-ben van. Példa: G — Py (irdnyitott)

1.2.2 Hany homomorfizmus van?
hom(F,G): F — G homomorfizmusok szdma.

hom(F,G)

tF, Q) = &

n

(homomorfizmus-siirtiség).

Héromszogek és élek szama: Mantel-Turdn, Goodman:

1.1 TETEL. (K3, G) > t(Ks, G)(2t(Ks,G) — 1).

Felhasznalt 2 lemma:
1.2 LEMMA. ¢(K3,G) — 2t(P5,G) + t(K3,G) > 0.
1.3 LEMMA. t(P5,G) > t(Ky, G)%.

1.1 HAz1 FELADAT. Kruskal-Katona élesités: (K3, G)? < t(Ka, G)t(Cy, G).



Kromatikus polinom: Ha x nemnegativ egész, akkor pg(x) a G gréf = szinnel valé szinezéseinek

szama:
pc(x) = hom(G, K)
1.4 ALLITAS. Pg(x) x-nek polinomja.
Igy pe(x) értelmezve van minden komplex z-re.

1.2.3 Mi a homomorfizmusok struktaraja?

1.4 PELDA. Mikor lehet egyik szinezést a mésikba transzformélni, egyszerre csak egy szint

valtoztatva.

1.2.4 Sdlyozott grafokba valé homomorfizmusok
Sulyozott grdf:
ag: V(H) — Ry, By : E(H)—R.

Egyszerd silyozott grdf: 0 < By (i,7) < 1 minden i, j € V(H)-ra.

Normalizdlt silyozott grdf:

aH)= > ag(i)=1.

i€V (H)

Stlyozott grafok homomorfizmusai: Legyen ¢ : V(G) — V(H), H silyozott:

ag=[[ aul), Bs= [ Bule)si)),

i€V (@) ijeE(G)

hom(G, H) = Z agfBs.
¢: V(G)—V (H)

1.2.5 Statisztikus fizika
Ising-modell.

1.2.6 Tovéabbi példak

1.5 PELDA. Csillagok és fokszdmok:

hom(Sk, G) = Z di=t,
i€V (G)

1.6 PELDA. Korok és az adjacencia—matrix hatvanyai:
hom(Cy, G) = tr(A*).
, e o (12

1.7 PELDA. Maximdlis vagés: H élsilyai <2 1>.

max vagas < loghom(G, H) < n + max vigas.



1.8 PELDA. Véletlen grafok:
E(hom(F, G(n,p)) = n*pl B! L O(nF~1).

Var(hom(F, G(n,p))) = O(n*~1).

2 Azonossagok

2.1 Jelolések

V(&) =n, V(F)| =k, [V(H)| = g.

2.2 Valtozatok a homomorfizmus fogalmara
inj(F,G) = #{¢: V(F) — V(H), injektiv homomorfizmus},
ind(F,G) = #{¢: V(F) — V(H), feszitett bedgyazis},

A véltozatok ekvivalencidja:

inj(F,G)= > ind(F,G)

V(F')=V(F)
E(F/)2E(F)

hom(F,G) = > inj(F/),
6

ahol © = {Ay,..., Ay} a V(F) particiéin fut végig. Innen szitaval

nd(F,G) = Y (~=1FENEElini(F, @),
V(F')=V(F)

B(F')2E(F)

és
inj(F,G) = u(6)hom(F/6,G),
0
ahol § = {Ay,..., Ay )} a V(F) egy particidja, és

p(0) = (=1)" D (|Ay| — DL...(| Ay — 1)!.

Homomorfizmus striiségek:

hom(F,G)

nk tO(FvG):i tl(F7G):

t(F,G) =
Azonossagok:

tO(F7 G) = E tl(F/7G)
V(F')=V(F)
E(F')2E(F)

tl(F7 G) = Z (_1)|E(F/)\E(F)ItO(F/a G)a

V(F!)=V (F)
B(F)2E(F)

ind(F,G)

(n)k



A homomorfizmus-siirtiségekre az egyiitthatok fiiggnek n-tol:

1r.c) =3 Oy ),

0

és

nk

n).(0
to(£,6) = 3 w(0) o)
0
Nagy n-re ezeknél hasznosabb:

1F.6) - alr6) < 5). 0

2.3 Egyebek

2.3.1 Komplementalas
ind(F,G) = ind(F,G),
(G = Y (~)FOHEO Iy q).
V(F)=V(F)
B(F)CE(F)
hom(F,G) = Y (-1)IEE=EE ) hom(F', G).

V(F')=V(F)
F/CF

2.3.2 Atlagolés
Ha |V (Fy)| = |[V(G)| = n, |E(Fo)| = 4o < £ < |E(G)| = m, akkor

1 3 inj(Fo, F)inj(F, G)

nj(Fo, ) = Aut(F)

(7—7;0) |E(F)|=t
2.3.3 Graf-miveletek
hom(F; U Fy, G) = hom(F;, G)hom(Fy, G).
Ha F Gsszefliggo:
hom(F,G; N G2) = hom(F, G1) + hom(F, Gs).

hom(F,G; x G3) = hom(F, G1)hom(F, Gs)

3 Homomorfizmus és izomorfizmus

3.1 Homomorfizmus—profilok
3.1.1 Homomorfizmus—szamok: jobb és baloldali profil
Egyszert grdfparaméter: egyszeri grafok izomorfia—osztdlyain értelmezett komplex értéki

figgvény. Multigrdf-paraméter: multigrafok (tobbszords éleket megengedd grafok) izomorfia—

osztalyain értelmezett komplex értéki fiiggvény.



3.1 TETEL. Legyen G siilyozatlan egyszerii graf. Ekkor a hom(.,G) egyszerii grafparaméter

meghatarozza G-t.
3.1 HAZI FELADAT. hom(G,.) meghatdrozza G-t.

3.2 Rekonstrukcié—sejtés

3.2 SEJTES. Ha |[V(G)| > 2, akkor (hom(F,G): |V(F)| < |V(G)]) meghatdrozza G-t.
Elvaltozat:

3.3 SEJTES. Ha |E(G)| > 6, akkor (hom(F,G): |E(F)| < |E(G)|) meghatérozza G-t.

3.4 TETEL. Elrekonstrukcid igaz, ha |E(G)| > nlogn.

3.3 Egyszeriisitési szabaly, gyokvonas

Szorzat(ok) definicidja:
Gyenge (kategdriaelméleti) szorzat: V(G x G2) = V(Gy) x V(G2), E(G1 x Ga) =
{((u1,u2), (v1,v2)) : wvy € E(G1),ugvs € E(Gy)}.

Eréds szorzat: Minden csicsba hurkot képzeliink.

3.5 TETEL. Gydkvonds egyértelmii: G2 = G3 = G1 = G

3.1 PELDA. Egyszer(isitési szabaly dltaldban nem igaz:
Ko x Cg =2 Ko x (K3 U K3).

3.6 TETEL. G; x G3 = Gy x G5, G3-ben van hurok = G; = Gs.

3.7 TETEL. Nem-pdros gréaffal lehet egyszertisiteni.

3.2 HAz1 FELADAT. Ha G; X G3 & G5 X G5 és hom(Gy, G3) > 0, akkor G; x G4 = Gy x Gy.

3.3.1 Primfelbontas

3.2 PELDA. Primfelbontds nem egyértelmii, még akkor sem, ha minden ponton van hurok.
A+z4+2H)1+2%) =1 +2)(1 + 22+ 2b).

3.8 TETEL. Osszeliigg$ grafok erds szorzatra vonatkozé primfelbontdsa egyértelmii.

3.3.2 Homomorfizmus—sturiségek

3.9 MEGJEGYZES. t(.,G) nem hatdrozza meg G-t, de ,,majdnem”: Ha G’-t igy kapjuk G-bdl,
hogy minden csicséat N parhuzamos ponttal helyettesitjiik, akkor ¢(F,G") = t(F, G). L. kés6bb.



4 Homomorfizmus-siiriiség és extremalis grafelmélet
4.1 Egyenl6tlenségek
4.1.1 Monotonitas

F1 - F2 = t(FhG) > t(FQ,G)

4.1.2 Cauchy-Schwarz
t(K12,G) > t(K2,G)?, t(K22,G) > t(K12,G)>.

r-cimkézett graf: r csicsa 1, ..., r-rel van cimkézve, a tobbi cimkézetlen.
r-cimkézett grafok izomorfidja: az izomorfizmus a cimkét is tartja.
r-cimkézett grafok szorzata: FyFy, ahol Fi U Fs-ben a cimkézett pontokat ragasztjuk.

Ha Fy, F5 izomorf r-cimkézett multigrafok, akkor
t(F1Fy, G) > t(F1,G)%.

4.1.3 Szita

Ha V(Fy) = V(F3), akkor

Z (_1)|E(Fz)\E(F)\hom(F7g)
FICFCF,

azon F; — G homomorfizmusok szdma, melyek E(Fy) \ E(F}) éleit G-be képezik. Ezért

Z (=)IEENEE (F' @) > 0

V(F')=V(F)
E(F')2E(F)

Hasonléan:

Z (=D)IEENEWEy (P G) > 0.

FiCFCF,

4.1.4 Szupermodularitas

(5)-bél kovetkezik, hogy
t(Fi+e,G)+t(F1+ f,G) <t(F1,G) + t(F1 + e+ f,G).
Ebbdl:

t(F1 UFy) +t(Fy N Fy) > t(Fy) + t(F).



4.2 Szemidefinitas
4.2.1 Kapcsolasi matrix és tiikkr6zési pozitivitas

Kapcsoldsi matrizok: r-cimkézett grafokkal vannak indexelve, és
]\4(’1"7 G)thz = hOHl(FlFQ, G)

4.1 TETEL. Minden G silyozott gréfra, és minden r > 0-ra,

(a) M(0,G) pozitiv szemidefinit;

(b) k(M (0,G)) < n*.

4.2 ALLiTAS. (a)-bdl a (2), (3), (5) egyenlbtlenségek kivetkeznek.

A bizonyitdsban az aldbbi lemma, jatszik szerepet. Legyen V véges halmaz és f: 2V — R egy

halmazfiiggvény.

f(felsd) dsszegezési fiigguénye:

£1(8) =" f(R).

RDS

I (felsé) Mobius transformdltja:

F1(8) = - (=1)IMSIf(R).

RS
Kénnyen lathaté, hogy (f1)* = (£ = f.
4.3 LEMMA. (LINDSTROM—WILF) Legyen A € R2" %27 a7 4 (szimmetrikus) matrix, melyben
Asr = f(SUT).

Legyenek a Z € R2"%2" m4trix elemei

1, haSCT,
ZsT = .y
0 egyébként,

és legyen D € R2 2" az a (diagondlis) métrix, melyre

f1(S), haS=T,
Dsr = .y
0 egyébként.

Akkor

A=7"DzZ.

4.4 KOVETKEZMENY. A akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha fT > 0.



4.5 MEGJEGYZES. A lemma altaldnosabban is érvényes. Legyenek L véges halé. Bizonyithatd,
hogy van olyan egyértelmiien meghatdrozott p : L x L — Z figgvény (a hélé Mébius figguénye),
melyre barmely két z, z € L elemre

= o= { e

y: x<y<z egyébként.
Egy f: L — R fiiggvény (felsd) osszegzési fiigguénye az

fra) =Y fy)

y€EL
y=z

fugvény, és (felsd) Mobius transformdltja az

Fi@) =" wy, D f(y)

yeL
y=>z

definiciéval definidlt fiiggvény. Ha az A, Z, D € RF*L métrixokat a kovetkezképpen definidljuk:

Ay = flzVvy),
Zuy = 1, haaf S/y,
' 0 egyébként,
és
o _[fi@), has=y,
“Y 00 egyébként,
akkor

A=27"Dz.

4.3 Tikrozési pozitivitas alkalmazasai

4.3.1 Kvazivéletlen grafok

Sok ekvivalens megfogalmazds van (Chung, Graham és Wilson):

4.6 TETEL. Legyen 0 < p < 1. Egy (Gy : N =1,2...) grédfsorozatra az alabbiak ekvivalensek:
(a) Minden F-re

t(F,GN)—>p|E(F)| (N—>oo)
(b) F' = K3, Cy-re
t(F,G,) — plE(F)l (N — o).

(¢) Minden S C V(G,,)-re

|EGsp-5()| =0 =)



(d) Ha G sajdtértékei \y > Ay > ..., akkor

A1 Ai
Ay,
nn nn

—0 (i#]1).
Kvdzivéletlen p stiriséglt (Gn) grdfsorozat: a fenti tétel feltételeinek eleget tevd sorozat.

4.1 PELDA. (VELETLEN GRAF) G(n,p)nek n csucsa van, és bdrmely kettét egyméastdl
fiiggetleniil p valészintiséggel kotiink dssze. A (G(n,p): n=1,2,...) sorozat majdnem mindig

kvéazivéletlen.

4.2 PELDA. (PALEY GRAF) Legyen p prim, p = 1 (mod 4). A Pal, graf csicsai {0,...,p — 1},

i és j akkor és csak akkor cannak 6sszekotve, ha ¢ — j kvadratikus maradék.

4.1 HAz1 FELADAT. (Pal,) kvéazivéletlen sorozat.

A 4.6 tételbdl csak azt bizonyitjuk, hogy (b)=-(a). A bizonyitds {8 1épései:
1°. Feltehetjiik, hogy minden F-re
t(F)= lim t(F,Gn)

n—oo

1étezik.

2°. Erre a t grafparaméterre
H(F) = PO ®)

ha F' = Ks, Cy, és azt akarjuk bizonyitani, hogy minden F-re ugyanez fenndll.

3°. A t grafparaméterbél képzett M (r,t) kapcsoldsi matrix pozitiv szemidefinit. (Megj.: Minden
graf paraméterbél képezhetd kapcsoldsi métrix.)

4°. (8) fenndll, ha F csillag.

5°. (8) fenndll, ha F kettds csillag.

6°. (8) minden F-re fennll.

4.3.2 Extremalis grafelmélet

4.7 TETEL. (MOON—MOSER)

tHK,,G)

. t(Kry1,G)
t(Kr—la G)

S )

+1

5 Milyen fiiggvények allnak el6 homfiiggvényként?

Homomorfizmus-figguény vagy homfigvény: hom(., @), ahol G stlyozott graf.



5.1 Graf-paraméter kapcsolasi rangja és tiikrozési pozitivitasa

Minden f graf paraméterre a kapcsoldsi matrixok M (r, f) értelmezhetdk.

Multiplikativ paraméter: Két cimkézetlen grafra f(F1Fs) = f(F1)f(Fs).

Normalizdlt paraméter: f(Ky) = 1.

Gyakorlé kérdés: a hom(.,G), inj(.,G), ind(.,G), t(.,G) és to(.,G) gréfparaméterk koziil

melyek homfiliggvények, melyek normalizaltak, és melyek multiplikativok?

5.1 ALLITAS. f # 0 akkor és csak akkor multiplikativ, ha f(K,) = 1, M(0,f) pozitiv
szemidefinit, és rk(M (0, f)) = 1.

5.2 ALLITAS. Ha f multiplikativ grafparaméter és p,q € Z.., akkor

tk(M(p +q, f)) = tk(M(p, f)) - tk(M(q, f))-

5.2 A karakterizacié

5.3 TETEL. Egy f multigraf-paraméterhez akkor és csak akkor létezik olyan legfeljebb q csucsti
H siilyozott graf, melyre f = hom(.,H), ha f tiikrézéspozitiv és tk(M(r, f)) < ¢" minden
r > 0-ra.

5.4 KOVETKEZMENY. Egy f multigraf-paraméter akkor és csak akkor homfiiggvény, ha f
tiikrozéspozitiv és rk(M (r, £))Y/" korlatos.
5.2.1 Grafalgebrak

Kvantumgrdf: Véges sok (multi-)graf formélis linedris kombinécidja.

r-cimkézett kvantumgrdf: Véges sok r-cimkézett (multi-)graf formdlis linedris kombindcidja. G,
az r-cimkézett kvantumgrafok linearis tere.

r-cimkézett kvantum grdfok szorzata: Két generatorra FjFs mint feljebb, innen linedrisan ter-
jesztjuk ki.

r-cimkézett kvantum grdfok skaldrszorzata (egy f paraméterre nézve): Két generdtorra (Fy, Fp) =

f(F1Fy), innen linedrisan terjesztjik ki.

5.5 ALLITAS. Gy asszociativ és kommutativ algebra, melyen a skaldrszorzatra teljesiil:
(2, y2) = (a9, ).

Az algebrdban K, egységelem.

5.6 ALLITAS. (x,2) > 0 minden z-re akkor és csak akkor, ha f tiikrozéspozitiv.

Legyen
Ny =N, r={xz€G,: (z,y) =0 minden y € G,-re},

és

GT - gr/Nr~

10



5.7 ALLITAS. Ha f tiikrézéspozitiv, akkor
N =N, p={2€G,: (x,z) =0}.

5.8 ALLITAS. Gy asszociativ és kommutativ algebra, melyen a skaldrszorzatra teljesiil:
(z,y2) = (zy,2),

és melynek dimenzidja tk(M(r, f)).

5.9 ALLITAs. A Gy, algebranak van olyan {ei,...,e,} bdzisa, melyre

e; hai=yj,
€;e; =
’ 0 egyébként.

5.1 PELDA. Legyen f(F) az F graf fiiggetlen ponthalmazainak szama. Ekkor f tiikrozéspozitiv,
és tk(M (r, f)) = 2". Tehét f homfiiggvény.

5.2 PELDA. Legyen

F(F) = 1 ha F minden foka péros,
|0 egyébként.

Ekkor f tiikrézéspozitiv, és tk(M (r, f)) = 2"~1. Tehat f homfiiggvény.

5.3 PELDA. Legyen f(F) az F gréf teljes parositdsainak szdma. Ekkor rk(M(r, f)) =27, de f

nem tiikkrozéspozitiv. Tehat f nem homfiiggvény.

5.2.2 A tétel bizonyitasa

(a) Konnyti eset: tk(M(r, f)) =q".
(b) Altalénos eset.

5.3 Mas félcsoportok és kategériak
6 Kapcsolasi rang

6.1 Homfiiggvények kapcsolasi rangja

Ikerpont: Silyozott G grafban u,v € V(G) ikrek, ha minden w € V(G)-re fg(uw) = fa(vw).
Tkrek azonositasa: v-t elhagyjuk, ag(u)-t ag(u) + ag(v)-re noveljik.

6.1 ALLITAS. Ha egy stlyozott G grafban az ikreket azonositjuk, akkor hom(.G) nem véltozik.

Jelolések: Aut(G) a G automorfizmuscsoportja. orb,.(G) az Aut(G) orbitjainak szédma a G

pont-r-esein.

6.2 TETEL. Ikermentes silyozott G grafra tk(M(r,G)) = orb,.(G).

11



6.2 Atfogalmazésok és alkalmazasok

6.2.1 Homomorfizmus-siiriiség

6.3 TETEL. Ha két sulyozott ikermentes G, Gy gréf olyan, hogy minden F' egyszeri gréfra
t(F,G1) = t(F,Gs), akkor G| = Gs.

6.4 LEMMA. Ha két siilyozott G1,G2 gréf olyan, hogy minden F egyszeri grifra t(F,G1) =
t(F,Gq), akkor minden F multigréfra is t(F,G1) = t(F, G2),

6.2.2 Kontraktorok és konnektorok
7 Kapcsolasi rang altalanos grafparaméterre

7.1 A Tutte polinom
7.1.1 A Tutte sik
7.1.2 A Tutte polinom kapcsolasi rangja

7.1 TETEL. (LL,D. WELSH) A Tutte polinom T(G; z,y) kapcsoldsi rangja
{q” ha qg= (z —1)(y — 1) pozitiv egész szam,
B, egyébként.
7.1.3 A Tutte polinom sikgrafokra
7.2 Parositasok
7.3 Fa-szélesség és kapcsolasi rang

7.2 TETEL. Ha egy grafparaméter kapcsoldsi rangja véges, akkor korldtos fa-szélességii grafokra

polinom idében kiszamithato.

8 Elmodellek
8.1 Definici6

Elmodell: (C,h), ahol C véges halmaz, és h : ZE — R.

Elszinezés: o : E(G) — C.

v € V(G) szin-foka: a € ZY, ahol a; a v-beli élek kozott az i szinfiek szdma. Jeldlés: a(o,v).
o értéke: he =[] ev(q) hlalo,v)).

Elmodell értéke: Z(G,h) =3 hy.

8.2 Példak
8.1 PELDA. Elszinezések szdma.
8.2 PELDA. Teljes parositdsok szama.

8.3 PELDA. Nem-nulla folyamok szédma.

12



8.3 El-tiikrozési pozitivitas
r-szakadt €l grafok: r els6fokd pont cimkézve van 1,...,r-rel.

r-szakadt élii grafok szorzdsa: FyFy, ahol a cimkézett pontokat azonositjuk, és utana kisimitjuk.

Specidlisan: Ha K5 mindkét csiicsa cimkézett, akkor KoKy = () egyetlen é1bél és 0 pontbdl 4ll.

El-kapesoldsi mdtriz: M’ (r, f), ahol a sorok és oszlopok r-szakadt él{i grafokkal vannak indexelve,
és MII*_'l,Fg = f(F1F2>

El-tikrézési pozitivitds: M’ (r, f) pozitiv szemidefinit.

El-kapesoldsi rang: tk(M'(r, f)).

8.1 ALLITAs. Ha az f grafparaméter multiplikativ és él-tiikrézésre pozitiv, akkor

rk(M'(r, f)) < f(O)"

8.4 Elmodellek jellemzése

8.2 TETEL. (SZEGEDY B.) Egy grdfparaméter akkor és csak akkor élmodel, ha multiplikativ és

él-tiikrézésre pozitiv.

Bizonyitds: Nehéz, esetleg kiilon bemutatom az algebra irdnt érdeklédOknek. Ugyanez &ll az
alabbi 8.7, 8.8 részekre.

8.5 Elmodellek és pontmodellek

8.3 TETEL. Minden hom(., H) egyben élmodel.
8.4 PELDA. Abel-csoport részhalmaza folotti folyamok szdma homfiiggvény is.

8.5 PELDA. Teljes pédrositdsok szdma hom fiiggvények limesze, ha negativ pontsiilyokat is

megengediink.

8.6 Nem-kommutativ grafalgebrak
8.7 Temperley—Lieb algebrak

8.8 Topoldgikus kvantumtérelmélet
9 Grafok tavolsaga és a Szemerédi Lemma

9.1 Szemerédi Lemma

Graf irreqularitdsa:

2e(Q)

26G(S)_ |V|2 |T‘2

irr(G) = ma(x :
scv(a

Pdros grdf irreqularitdisa: Ha U,V a két szinosztaly, akkor

: _ _eUV) o
irr(G) = max |e(S, T) |U||V|| |- |’

TCV
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Particid irreqularitdsa: Ha G tetszOleges graf, és P = {V1,...,Vi} a V(QG) egy particiéja, akkor
irr(P) = Z irr(G[V;, Vj])
ij=1

(ahol G[V;,V;] a V; és V; kozotti paros graf, ha i # j, és a V; éltal feszitett graf, ha ¢ = j).

9.1 LEMMA. (SZEMEREDI REGULARITASI LEMMA) Minden € > 0-hoz van olyan k(e), hogy min-
den G grafnak van olyan legfeljebb k(e) osztalyd P particidja, melyre

irr(P) <e.

9.2 MEGJEGYZES. A bizonyitdsbol k(e)-re egy 1/e magas torony adddik, és sajnos ez az igazsag.

9.2 Moébdositasok

Tobb tovabbi megkotést tehetiink a particiéra:

9.3 ALLiTAs. (a) Feltehetd, hogy P osztélyai annyira egyformék, amennyire csak lehet; vagyis
||V;| — %| < 1 minden 1 < i < k-ra.

(b) Feltehetd, hogy P egy adott Py particiét finomit.

e-reguldris paros graf: minden olyan S C U, T C V halmazra, melyre |S| > ¢|U| és |T| > ¢|V|,

e(S, 1) e(U,V)
|S|-1T] U]~V

<eE.
e-reguldris particié: azon i # j parok szdma, melyre G[V;, V;] nem e-reguldris, legfeljebb ek?.
9.4 ALLiTAS. Ha a P particié majdnem egyforma osztdlyokra oszt, akkor irr(P)*-reguldris.

9.3 Az altalanos elv

9.5 LEMMA. Legyenek Ko,/KC1,... a ‘H Hilbert tér tetszileges nem-tires részhalmazai. Legyen
e>0, fe€H, ésm = |1/e]. Ekkor vannak olyan g; € K; (0 < i < m) vektorok és olyan

Y05 V1« - -5 Ym Valos szamok, hogy minden g € K,,,+1 vektorra

(9, f = (g1 + -+ Ymgm))* < ellgl®IIF117-

9.4 Alkalmazasok

9.6 TETEL. (ERDOS—STONE) Legyen F r-kromatikus graf (r > 3). Minden € > 0-hoz van olyan

ng > 0, hogy ha G olyan n > ng pontu graf, mely nem tartalmazza F-et részgrafként, akkor

IE(G)| < (1 - i +e) (g)

9.7 TETEL. (ALON-FISCHER-KRIVELEVICH-SZEGEDY) Minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0,
hogy ha G olyan n pontii graf melyben a hdromszigek szama kisebb, mint én?, akkor G-bél
elhagyhaté en? él 1igy, hogy a maradék grafban ne legyen haromszog.
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9.5 Grafok tavolsaga

l1-tdvolsdg: ha Gy és G5 cimkézett grafok a V = {1,...,n} halmazon, akkor
_ [BE(GYAE(G,)|

2 .

di1(G1,G2)

n

Téglalap-tdvolsaig:

o ‘6G1(S7T)) — er(S, T)'
do(G1,Ge) = Joax, 3 .

Altalénosabban, ha Gy és G5 cimkézett sulyozott grafok, melyekben a megfelel6 csicsok silya
egyenld, akkor

dl(leGQ) = o{% Z ag, (i)aGl (j)lﬁGl (7”]) - ﬁG2(ivj>|

G1 i jev

és a téglalap-tdvolsdg:

1

Aa(G1,G2) = g~z | 3 aau()ac, (7) (e i) = faa (i)
= i€S,jeT

Ha G, és G4 cimkézetlen gréfok n ponton, akkor legyen G} a G; tetsz8leges cimkézése.

£y -tavolsag:

01(G1,G2) = min di(GY, Gy);

1272

téglalap-tdvolsdig:
5|:|(Gl,G2) = min dD(G/l,Gé).
G1,Gy
Minden H stlyozott gréafra legyen

(H)= > |Inpyl.

ijeE(H)
9.8 LEMMA. Legyen G és G két n ponti graf. Ekkor minden F' egyszerii gréafra
|t(F,G1) — t(F,Ga)| < |E(F)|60(G1, Ga),
és minden olyan H siilyozott teljes grafra, melyben minden élsily pozitiv,
1
ﬁ|lnhom(G1, H) — Inhom(G2, H)| < ((H)dn(G1, G2).

A G gréf csicsainak egy P particigjdhoz jelolje K(G,P) a V(G) csicsain definidl teljes gréfot,

melyben minden u € V; és v € V; esetén az ij él silya

ea(Vi,Vj) : .
Bun) = { PTT P
(ﬁ;‘g‘) ha i = j.

9.9 TETEL. (FRIEZE-KANNAN) Legyen ¢ > 0. Minden G gréf csticsainak van olyan legfeljebb

21/¢* osztalyt P particidja, melyre

do(G,K(G,P)) <e.
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10 Martingalok
Martingdl: valészintiségi valtozéknak egy olyan Xy, Xo,... sorozata, melyre
E(Xni1 | Xn) = X
10.1 PELDA. Legyenek Y7,Ys, ... fliggetlen, 0 varhaté értekii valdszintiségi valtozok. Ekkor az
X, =Y+---+Y,

részletosszegek martingalt alkotnak.

10.2 PELDA. Legyenek Y1,Ys,...,Y, fiiggetlen valdésziniiségi véltozdk, és f mérhetd fligvény.
Tegytik fel hogy az

X =E(f(Y1,...,Y)|Y1,...,Y;)

valészinliségi valtozok (k= 0,1,...,n) martingdlt alkotnak.
10.1 TETEL. (DooB) Ha X1, Xs,... korldtos martingdl, akkor 1 valészintiséggel lim,,_ o X,
létezik.

10.2 TETEL. (AzUMA) Legyen X1, Xa,... olyan martingdl, melyre | X, 11 — Xpn| < 1 minden
m-re. Ekkor

Pr(| X — E(Xn)| > A) < e~

11 Konvergens grafsorozatok: siri eset

Grdfsorozat konvergens: Minden egyszer(i F-re lim,, o, t(F, G,,) létezik.

11.1 Példak
11.1 PELDA. (KVAZIVELETLEN GRAFSOROZAT) (G,,) akkor és csak akkor kvdzivéletlen, ha
Gn - Kl (p)7

ahol K1(p) 1 csucsbdl és egy arra illeszkedd p silyt hurokélbdl 4ll.

11.2 PELDA. (FELGRAFOK) Legyen V(G,) ={1,2,...,n,1",2' ... ,n'}, és kossiik ossze az i és
j’ pontokat, ha i > j.

Ekkor minden nem-paros F' grafra

lim t(F,Gy) =0,

n—oo

mig minden paros F' grafra

lim ¢(F,G,) = a(F),

n—oo
ahol a(F) annak a valdszinlisége, hogy V(F) egy véletlen rendezésében minden él ,alsé”

végpontja megeldzi a ,.fels6¢” végpontjat.

16



11.3 PELDA. (H-VELETLEN GRAFOK) Legyen H egyszerli normalizalt silyozott graf, és
V(H) = {1,...,q}. Vegyiink n pontot, és osszuk Sket Vi,...,V, osztdlyokba tgy, hogy min-
den pontot egymdstdl fiiggetlentl oy (i) valdszintiséggel tesziink V;-be. Minden u € V;, v € V;
pontpért kossiink ossze egymaéstol fiiggetleniil By (i, j) valdszintiséggel. Jelolje G(n, H) a kapott

véletlen grafot. Ekkor 1 valdszinliséggel minden F' egyszeri grafra
t(F,G(n,H)) — t(F,H).

11.1.1 H-kvazivéletlen grafok

H -kvdzivéletlen grdfsorozat: minden egyszerti F-re
t(F,G,) — t(F,H).

11.1 TETEL. (LL-T.S6S) Minden normalizalt H silyozott grdfhoz megadhaté véges sok
egyszerii graf Fy, ..., Fy tugy, hogy ha egy (G,,) grafsorozatra minden 1 <i < N esetén

akkor (G,,) H-kvdzivéletlen.

11.2 TETEL. (LL-T.S6s) Legyen (G,) H-kvazivéletlen, N,, = |V(G,)|, és legyen G(N,,, H)

H-véletlen. Ekkor 1 valdsziniiséggel
00(Gn, G(N,, H)) — 0.

Maésszéval, 1étezik V(G,,)-nek olyan (V4, ..., V,) particidja, hogy
Vil

—ag(i) (N —o00),
és minden S; C V; halmazokra

1
—3(e6. (5i,55) = B (@)|SillS]) — 0 (N — o0).

11.2 Homfiiggvények limesze

Altaldnositott homfiigguény: homfiiggvények limesze. 7 jeloli a normalizalt altalanositott

homfiiggvények halmazat. Hy a H-beli fiiggvények megszoritasai a legfeljebb k cstcsu grafokra.

11.3 TETEL. (ERDOS-LL—SPENCER) 7} dimenzidja a legfeljebb k csicsu Osszefiiggd grafok

szama.

11.3 Grafsorozat limesze

11.3.1 A limesz-objektum

Legyen W : [0,1]2 — [0, 1] szimmetrikus mérhetd fiiggvény, és minden egyszeri F grifra, ha
V(F)={1,...,k}, legyen

t(F,W) = / H Wz, x;)dzy ... dog.
0.11% 45 e B(F)
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Minden egyszer{i normalizélt silyozott H gréfhoz, melyre V(H) = {1,..., ¢}, konstrudljunk egy
Wy @ 0,12 — [0,1] fiiggvényt a kovetkez8képpen: osszuk fel a [0, 1] intervallumot I ... I,
intervallumokra, ahol I, hossza ay(r), és minden (z,y) € I. X Is pontra legyen Wy (z,y) =
B (r,s). Ekkor

HF, Wy) = t(F, H).

11.3.2 7 jellemzése

11.4 TETEL. (LL-SZEGEDY B.) Minden f grifparaméterre a kovetkezék ekvivalensek:
(a) f€T;

(b) Van olyan szimmetrikus mérheté W : [0,1]> — [0, 1] fiiggvény, melyre minden egyszerti F

grafra
J(F) =t(F,W);

(¢) f normalizalt, multiplikativ, 0 < f <1, és M (r, f) pozitiv szemidefinit minden r > 0-ra.

Legyen
AE) = 3 (—LEENEE (),

F'DF
V(F')=V(F)

és legyen M'(r, f) az M(r, f) az a (véges) részmadtrixa, melyet az r-cimkézett r csicsu grafok

indexelnek.

KIEGESZITES: Két tovdbbi feltétel is ekvivalens (a)—(c)-vel:

(¢") f normalizdlt, multiplikativ, 0 < f <1, és M'(r, f) pozitiv szemidefinit minden r > 0-ra.
(c”) f mormalizdlt, multiplikativ, 0 < f <1, és fT > 0.

11.3.3 Bizonyitas

A bizonyitis menete:
(a) = (b) = (¢) = (¢) = (¢7) = (a).

11.3.4 A limesz-objektum egyértelmiisége

11.5 TETEL. Legyenek Wi, Wy : [0,1)> — [0,1] szimmetrikus mérhetd fiiggvények. Akkor és

csak all fenn
t(F,Wy) = t(F, Ws)

minden egyszerti F' grafra, ha egy olyan W : [0,1]> — [0, 1] szimmetrikus mérhetd fiiggvény, és

vannak olyan mértéktarté ¢1,¢o : [0,1] — [0, 1] leképezések, melyekre

Wiz, y) = W(di(x), di(y))  (i=1,2)

minden z,y € [0, 1]-re.
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12 W-véletlen grafok

Adott W : [0,1]2 — [0, 1] szimmetrikus mérhet6 fiiggvényhez definidljunk egy véletlen G (n, W)
grafot a kovetkezéképpen: V(G) = {1,...,n}. Legyenek X;,..., X,, fiiggetlen, [0, 1]-ben egyen-
letes eloszldst val6szintiségi valtozok. Az i és j csticsokat késsiik 6ssze W (X;, X ;) valoszintiséggel.
Minden egyszert F' grafra (k = |V (F)]):

E(to(F, G(n, W))) = t(F, W). 9)
E(¢(F, G(n, W) — t(F,W)| < i(’;) (10)
Var(t(F, G(n, W) < >#? (1)
Pr(|t(F, G(n,W)) — t(F,W)| > a) < 2exp (_ 1;; n> . (12)

Innen kovetkezik, hogy 1 valdszinliséggel
t(F,G(n,W)) — t(F,W) (n — 00), (13)

vagyis G(n, W) — W.

12.1 Sznob grafok

S(n,m) konstrukcidja: Legyen V(S(n,m)) = [n]. Az éleket egyenként adjuk hozzd. Tegyiik fel,
hogy S(n,m) mar megvan. Annak a valészinlisége, hogy az u és v csticsokat Gsszekotjik,
2(d(u) + 1)(d(v) + 1)
2m+n)2m+n+1)
(d(u) +1)(d(u) +2)
2m+n)2m+n+1)

ha u 7 j,

ha u = v.

(Lehetnek t&bbszords élek és hurkok.) Legyen II, ,,, az E(S(n,m)) azon permutéciéja, amely

sorrendben az élek elalltak.

12.1 LEMMA. Legyen G tetszbleges m élli multigréf [n]-en. Feltéve, hogy S(n,m) = G, az E(G)

minden permutdciéja ugyanolyan valdszintiséggel all el6, mint 11, ,,,.

Ebbdl kénnyen levezetheto:
2™ ml - [T, d(i)!

PrS(n,m) =6) = o T @m+n—2)- - (n 3 Dn (14)
Ha |V (F)| = k és |E(F)| = I, akkor

E(to(F,S(n,m))) = m (15)
Legyen m = ¢(2), s n — oo (c fix).

Tim. E(t(H,S(n,c(Z))): ﬁ(di!)cl. (16)

i=1
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Legyen W, = ¢In(1/z) In(1/y), akkor

k
t(F, W) = [J ()"

=1

12.2 TETEL. Van olyan n; — oo sorozat, hogy

(oels) -

13 Végtelenben folytonos fiiggvények

13.1 Jellemzések
13.2 Tulajdonsag-ellen6rzés

13.3 Konvergencia kiilonb6z6 metrikakban
14 Konvergens grafsorozatok: ritka eset
14.1 Példak
14.1 PELDA. (KOROK)
14.2 PELDA. (RACSOK)
14.3 PELDA. (VELETLEN SZAMOZOTT FAK)

14.4 PELDA. (GALTON-WATSON FAK)

14.5 PELDA. (BARABASI-ALBERT FAK) Legyen T3 = K;j, To = K,. Adott T, fabo’l a
T,41 fa’t gy kapjuk, hogy kiva’lasztjuk T, egy ve’letlen ¢ pontja’t a foksza’mokkal ara’nyos

valo’szi'nu se’ggel va'lasztjuk, e’s ezt egy u’j (n + 1)-edik ponttal o‘sszeko‘tjuk.

14.2 Limesz-objektumok: ritka eset
15 Végtelenben folytonos fiiggvények: ritka eset

15.1 Segédeszkozok a statisztikus fizikabol
15.1.1 Dobrusin lemma

15.1.2 Dobrusin egyértelmiiség
15.2 Bal- és jobbkonvergencia

15.1 PELDA. Récsok.
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15.1 TETEL. (a) Ha a (G,,) grafsorozatban minden fokszdm legfeljebb D, és a sorozat konver-

gens, akkor minden olyan H grafra, melyben minden csiics foka > (1 — %) |[V(H)|,

log hom(G,,, H)

lim
V(Gn)l

létezik.

(b) Ha a (G,) grafsorozatban minden fokszdm legfeljebb D, és minden pozitivan silyozott H

grafra

loghom(G,,, H)

lim
V(G

létezik, akkor a sorozat convergens.
15.3 Feszito fak szama
Jeldlje T(G) a G gréf feszit6 fainak szdmdt, és Dproq(G) a fokszdmok szorzatat.

15.2 TETEL. (R. Lyons) Ha a bal-konvergens (G,,) grdfsorozatban aaz dtlagfokszam korldtos,
akkor

T(Gp)
1 PR Sk L7 A
°8 Dprod(Gn)

konvergens.

16 Homomorfizmus-komplexusok

Kneser-probléma

Babson—Kozlov tétele
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