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1 TETEL A G gréf akkor és csak akkor sikbarajzolhaté, ha nem tartalmaz topoldgikus teljes
5-szoget vagy topolégikus hdrom-hédz-harom-kiit gréafot (Ks-6t vagy K3 s-at) részgrafként.

2 LEMMA Legyen G olyan haromszorosan ésszefiiggé graf, mely nem tartalmaz ©-grafot és téle
diszjunkt élt. Ekkor G az alabbi grafok valamelyike: (a) Ky, (b) K5, (c) K5-bdl egy él elhagyva,
(d) K5-bdl 2 fiiggetlen él elhagyva, (e) 3-sz6gii prizma, (f) Ks3.

Bizonyitas. 1. eset. G-ben van teljes 4-sz0g. A csicsai legyenek a, b, ¢, d. Ha nincs tobb cstcs,
az (a) eset &ll fenn. Ha vannak tovabbi csicsok, akkor azok kézott nem megy él (kiilonben lenne
O-graf és téle diszjunkt él). A 3-szoros Osszefiiggdség miatt minden tovabbi csics a, b, ¢, d koziil
legaldbb hdrommal 6ssze van kotve. Ha csak egy tovabbi u cstics van, akkor vagy (b) vagy (c)
all fenn. Tegyiik fol, hogy van két tovabbi csucs, u és v. Ekkor feltehetjiik, hogy u Ossze van
kotve a-val, és v 6ssze van kotve b-vel és c-vel. De ekkor a b, ¢, d, v pontok az au éltél diszjunkt

O-grafot alkotnak, ami ellentmondas.

2. eset. G-ben nincs teljes 4-sz6g, de van eqy €l hijan. A csicsai legyenek a, b, ¢, d, ahol a és
b nincsenek 6sszekotve. A 3-szoros Osszefliggéség miatt van még tovabbi u csics, és a fentiekhez
hasonléan, ez is a, b, ¢, d koziil legalabb hdarommal 6ssze van kétve. Mivel nincs teljes 4-sz0g, ez a
3 cstcs vagy a, b, ¢ vagy a, b, d; szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a, b, c. Tovabbi csics méar nem
lehet; ennek ugyanis a, b, u kozil legalabb eggyel Ossze kellene kotve lenni, de akkor talalnank

©-grafot és téle diszjunkt élt. Igy a (d) eset all fenn.

3. eset. G-ben nincs teljes vagy 1 €l hijan teljes 4-sz0g, de van hdromszdg. A cstcsai legyenek
a,b, c, és legyen u az a egy tovabbi szomszédja. A 3-szoros Gsszefliggéség miatt u-bdl vezet még
két diszjunkt it a haromszoghoz, melyeknek csak u-beli végpontjuk koézos. Egyik it sem allhat
egyetlen élbol, mert akkor lenne 1 él hijan teljes 4-sz6g. De egyik 1t sem &allhat tobb, mint
2 élbol, mert akkor kozépsé éléhez lenne téle diszjunkt O-graf. fgy a két at mondjuk bxru és
cyu. Tekintstink egy z-bol kiindulé tovabbi élt. Ez nem mehet az eddigi 6 cstcstdl kiillonb6zo
csucshoz, mert akkor lenne téle diszjunkt ©-graf. De nem mehet a-hoz vagy c-hez sem, mert
akkor lenne 1 él hijan teljes 4-szog. Tehat x az y csiccsal van 6sszekotve, és més élvagy csucs

mar nem lehet, vagyis az (e) eset &ll fenn.

4. eset. G-ben nincs hdromszdg. Azt allitjuk, hogy ha egy C kérnek van hirja, akkor C

minden cstucsot tartalmaz. Legyen xz a C' kor egy hurja, és legyen P, P, a C-ben z-et y-nal



Osszekoto két ut. Mivel nincs haromszog, a Py, P» utaknak legaldbb harom éliikk van. Ha volna C-
n kiviili u csics, akkor ebbdl a 3-szoros Osszefiiggés miatt menne a korhoz harom olyan tt, melyek
u-t6l eltekintve diszjunktak. Ebbél legaldbb ketté mondjuk Pj-en végzddne (a végpontokat is
megengedve), de ekkor volna Py kozéps6 élét6l diszjunkt ©-graf, ami ellentmondés.

Kovetkezik ebbol, hogy ha egy kornek 2 hurja van, akkor azok keresztezik egymaést;
maskiilonben, az egyik hir a korbol olyan rovidebb kort vagna le, melynek a masik hurja volna.

Tetszoleges xz élhez van két tovabbi z-et y-nal 6sszekoto, végpontjaitol eltekintve diszjunkt
at. Masszoval, van olyan C' kor, melynek van hirja. Lattuk, hogy ez a kor minden csicsot
tartalmaz, és legalabb 6 csicsa van. Minden csticsabdl ki kell, hogy induljon még egy él, ami
szitkségképpen hurja C-nek. Tehat C-nek legalabb 3 hirja van, melyek paronként keresztezik
egymést. Harom htr 6 végpontja 6 ivre osztja a kort, melybol 2 atellenes ivet elhagyva olyan kort
kapunk, melynek van hirja. FEz tehat minden cstcsot tartalmaz, és igy csak éleket hagyhattunk

el. Tehdt a kornek 6 csticsa van, és igy az (f) eset 4ll fenn. O
A tétel bizonyitdsa:

Bizonyitds. Legyen G minimilis ellenpélda. Ekkor

2.1 ALLITAS Minden e élre G — e sikbarajzolhato.
(Nyilvénvald.)

2.2 ALLITAS Minden e élre G/e sikbarajzolhat.

Ehhez azt kell meggondolni, hogy ha G/e-ben van egy H részgraf, ami topolégikus K5 vagy
K3 3, akkor G-ben is van ilyen. Ha H nem tartalmazza az e élnek megfelel6 e’ csticsot, akkor ez
trivialis. Ha H-nak méasodfoku vagy harmadfoki csticsat tartalmazza, akkor konnyen lathatéan
G tartalmazza H-nak egy felosztasat. Az egyetlen figyelmet igényld eset, amikor H topolégikus
K5, melynek egyik negyedfoku csicsa az ¢’. Ekkor is csak akkor van gond, ha G-ben H &sképében
e végpontjai masodfokiak. Ekkor tehat G azt a grafot tartalmazza topoldgikusan, melyet gy
kapunk, hogy K5 egy cstcsat két masodfoku csicsra hizzuk szét, és ezeket Gsszekotjikk. Ez a

graf viszont tartalmaz K3 3-at.
2.3 ALLITAS G hdromszorosan 6sszefiiggd.

Ha G nem 0Osszefiiggd, akkor komponensei kisebbek, tehdt (G minimalitdsa miatt
sikbarajzolhatok. De akkor G is.

Ha G-ben van egy v elviagépont, akkor G felirhaté G = G1UG» alakban, ahol V(G1)NV (G2) =
{v}, és |[V(G1)|,|V(G2)| > 1. Itt Gi-et és Ga-t lerajzolhatjuk gy a sikba, hogy v a végtelen
lap hatarén legyen, és a két rajz diszjunkt legyen. A v két képét éllel Osszekotve, majd az élt
Osszehuzva, megkapjuk G egy sikbarajzolasat.

Végiil, ha G-ben van egy elvigd {u, v} pontpér, akkor G felirhaté G = G1 UG5 alakban, ahol
V(G1) NV (G2) = {u,v}, és |V(G1)|,|V(G2)| > 2. Jeldlje G, azt a grafot, melyet G1-bdl tgy



kapunk, hogy u-t és v-t Gsszekotjiik. Koénnyti ellendrizni, hogy G’ nem tartalmaz topoldgikus
K5-0t vagy K3 3-at, igy sikbarajzolhaté. Az el6zéekhey hasonléan lerajzolhatjuk ugy, hogy az 1j

él a végtelen tartomany hataran legyen; innen ugyanugy fejezziik be az érvelést, mint az el6bb.
2.4 ALLITAS G nem tartalmaz ©-gréfot és téle diszjunkt élt.

Tegyiik fel, hogy G tartalmaz egy H ©-grafot és téle diszjunkt ij élt. A G/ij graf a 2.2
allitas szerint sikbarajzolhatd; rogzitsik egy G’ sikbarajzoldsat. A H graf rajza 3 részre osztja a
sikot, melyek koziil az egyik tartalmazza az ij él 15 képét. Feltehetjiik, hogy ez a végtelen rész,
és legyen C ennek hatdra H-ban. Legyen e € E(H) \ E(C), ekkor tehat e a C kor belsejében
van.

Legyen D a G/ij lerajzoldsdban egy olyan kor, melynek ij a kiilsejében van, e a belsejében
van, és melynek belseje a lehet6 legnagyobb (legtobb orszdgot tartalmazza). Tekintsitk a G — e
grafnak is egy G sikbarajzolasat; feltehetjiik, hogy az ij él a D kor kiilsejében van. Ezekutdn
tekintsitk a G’ sikgrafban D belsejét (D-vel egyiitt), és ragasszuk Ossze a G sikgrafban D
kiilsejéval D mentén. fgy nyilvéan egy sikgrafot kapunk.

Azt 4llitjuk, hogy ez tartalmazza G-t, vagyis hogy G minden éle vagy G’-ben D belsejébe,
vagy G”-ben D kiilsejébe esik. Ez az ij és e élekre nyilvdnvals. Legyen f # ij,e olyan él,
mely G’-ben D kiilsejébe esik. Mivel G/ij kétszeresen Osszefliggd, f Osszekothet6 a D korrel két
diszjunkt Q1, Q- uttal. Ezek valamelyike 4t kell, hogy menjen az ij csticson, ellenkezd esetben a
D egyik ivét a Q1 U{f}UQ2 tittal helyettesitve, olyan D’ kért kapnank, melynek ij a kiilsejében
van, e a belsejében van, és melynek belseje tobb orszdgot tartalmazna, mind D belseje. fgy
G-ben van olyan R 1ut, mely f-et 7,; valamelyikével D érintése nélkiil koti ossze. De ekkor f a
G" sikgrafban is D kiilsejébe esik. Ezzel a [2.4] allitast belattuk.

Ezekutan a tétel kovetkezik a 2 lemmabdl: az ott felsorolt grafok Ky és K3 kivételével
stkgrafok. 0



