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1 TETEL A G gréaf akkor és csak akkor sikbarajzolhaté, ha nem tartalmaz topoldgikus teljes
5-sz0get vagy topoldgikus hdrom-hédz-hdrom-kiit grafot (I K5-0t vagy T K3 3-at) részgrafként.

2 LEMMA Minden G # K4 haromszorosan Osszefliggé grafban van olyan €l, melyet dsszehtizva

a graf 3-Gsszefiigg6 marad.

Bizonyitas. Ha az xy élt Osszehizva nem marad 3-Osszefiiggd, akkor van olyan z cstics, hogy
{z,y, 2} elvdgd halmaz. Legyen H a G\ {z,y, 2z} graf dsszefiiggd komponense, és vilasszuk az
x,y, z csicsokat és H-t gy, hogy |V (H)| minimélis legyen.

Mivel G 3-0sszefliggd, van H olyan u cstcs, mely szomszédos z-vel. Ha uz-t Gsszehizva a
graf nem marad 3-Gsszefiiggd, akkor van olyan v csics, melyre G\ {z, u, v} nem Osszefliggé. Van
ezért a G\ {z,u,v} grafnak olyan J Osszefiiggé komponense, mely nem tartalmazza sem x-et sem
y-t. A G 3-Osszefiiggdsége miatt J-nek van olyan w csicsa, amely szomszédja u-nak. Tovabba
J barmely cstcsat 6sszekoti w-vel J-n belil ut. Ez az 4t nem érinti x, y, z egyikét sem, tehat J

része kell, hogy legyen H-nak. De ez ellentmond H minimalitasanak. ]
A tétel bizonyitdsa:

Bizonyitas. Azt, hogy Ks és Kizs nem sikgrafok, mar lattuk az Euler-formula
kovetkezményeként. fgy TK5 és TK3 3 sem sikgrafok, és ezért semmilyen olyan graf sem, mely
valamelyikiiket tartalmazza.

Megforditva, tegyiik fel, hogy G nem tartalmaz sem T K5-6t, sem T K3 3-at, és mégsem sikgraf.
Legyen G minimalis ilyen ellenpélda.

Ha G nem 0sszefiiggd, akkor G = G1 U Gy, ahol V(G1) N V(G3) = 0. Ekkor indukcié szerint
G4 és G sikgrafok, és ezért G is.

Ha G nem 2-6sszefiiggd, akkor G = G1 U Ga, ahol V(G1) NV (G2) = {v}. Ekkor indukcié
szerint G és Go sikgrafok, és ezért konnyen lathatéan G is.

Ha G nem 3-6sszefiiggd, akkor G = G U Ga, ahol V(G1) NV (G3) = {x,y}. Ekkor indukcié
szerint G1 + xy és Go + xy sikgrafok, és ezért G is.

Feltehetjiik tehat, hogy G 3-0sszefiiggé. Mivel nyilvan G # K4, a Lemma szerint van G-nek

olyan zy éle, melyet 0sszehiizva, a kapott G’ graf 3-0sszefiiggd marad. Konnyti meggondolni, hogy

G’ nem tartalmaz sem T K5-6t, sem TK3 s-at. G minimalitdsa miatt tehdt G’ sikbarajzolhatd.



Legyen Ty az a csucs, melyet x 1s y azonositdsaval kaptunk. Ekkor a G” = G'—7y = G\{z, y}
graf 2-osszefiiggd, ezért minden lapjdt kor hatdrolja. Legyen F a G” sikgrafnak az Ty pontot
tartalmazé lapja, és C' ennek a hatara.

A G’ graf sikbarajzoldsabdl néhdny élt elhagyva, kapjuk a G — y egy sikbarajzoldsit. Ahhoz,
hogy y-t és a beldle kiinduld éleket keresztezodés nélkiil hozza tudjuk adni G — y-hoz, elegend6

belatni a kovetkezot:
1 ALLITAS Az y csiics minden szomszédja a G — y sikgraf egyetlen lapjdnak a hatdrdra esik.
Ha ez az §llitds nem igaz, akkor az aldbbi két eset valamelyike fenndll (ez kis es-

etszétvalasztdssal beldthatd):

(a) y-nak van két uq, us szomszédja C koron, és x-nek két zq, zo szomszédja a C koron gy,
hogy ez a négy cstics kiilonb6zd, és uq, 21, us, 22 a C korén ebben a ciklikus sorrendben kovetik

egymast;
(b) x-nek és y-nak hdrom kozos z1, 22, 23 szomszédja van a C koron.

Az (a) esetben uq,ug, 21, 22, %,y, a koztik levs élek, és a kor egy T K3 3 részgrafot ad. A
(b) esetben z1, 29, 23, z,y, a koztik levd élek, és a kor egy T K5 részgrafot ad. Mindkét esetben

ellentmondésra jutottunk. O



