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Az elbadas leginkabb Alon-Spencer [1] konyvét kéveti. Alabb azok a témdk vannak

részletezve, ahol ettdl eltérink.
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1 Bevezeto példak

1.1 2-kromatikus hipergrafok

1.1 TETEL (ERDOS-HAJINAL) Ha egy r-graf élszama < 2"~ akkor 2-szinezhetd.

1.2 Ramsey szamok

1.2 TETEL (ERDGOS, ERDOS—SZEKERES)

25112 < R(k, k) < (2:_12).
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1.3 MEGJEGYZES Ezt a bizonyitdst el lehet mondani tigy is, hogy csak a megfeleld tulajdonsdgi



grafok szamarol beszélink, nem beszélve valdszinliségekrol. Azonban a valdszintliségi szemlélet

az, ami tovabbvezet.

1.3 Turnament Hamilton tutjainak szama

1.4 ALLiTAs (REDEI) Minden turnamentben van Hamilton tit.
1.5 TETEL (SZELE) Van olyan n csticsii turnament, melyben legaldbb n!/2"~1 Hamilton-it van.
A megforditdst csak kimondjuk.

1.6 TETEL (ALON) Minden ¢ < 2-héz van olyan ng, hogy ha n > ng, akkor minden n csicsi

turnamentben legfeljebb n!/c"~! Hamilton-1it van.

1.4 LYM egyenlGtlenség, Sperner tétele

Sperner rendszernek hivjuk az olyan hipergrafot, melyben egyik él sem tartalmaz egy masikat.

1.7 TETEL Sperner rendszerre

1
2 =t

AeH \|A]

1.8 KOVETKEZMENY (SPERNER TETELE) |H| < (Ln7/l2J)'

1.5 Bollobas egyenl6tlenség

1.9 TETEL Legyenek Ai,...,Am,B1,..., B, véges halmazok, és tegyiik fol, hogy minden i-re
A;NB; =0, de hai # j, akkor A; N B; # 0. Ekkor

“ 1
Z (|Ai|+\3i\) <L

i=1 |4y

1.10 KOVETKEZMENY Ha |A;| = p, |Bi| = ¢, akkor m < (P}7).
2 Varhato érték
2.1 Alsé becslés a fiiggetlen pontok maximalis szamara

2.1 ALLITAS Legyen G egy n csticsi, m éli graf, és legyen 0 < p < 1. Ekkor

a(G) > pn — p*m.

BizoNYiTAS. Valasszunk ki véletlenszertien minden pontot p valésziniiséggel, majd a kapott

pontok altal kifeszitett minden élnek hagyjuk el valamelyik végpontjat. O



Ha m > n/2, akkor p legjobb vélasztdsa p = n/2m, és {gy

n2

a(G) > o

Ennél Turdn tételébol sokkal jobb becslés nyerheto:
2

n
> .
a(G) “2m—+n

Erre (és ezzel Turan tételére is) adunk egy véletlent haszndlé bizonyitdst. A kovetkezd er6sebb

egyenlGséget igazoljuk:

2.2 TETEL )

> .
JCENDS dy + 1
veV(G)

2.2 Grafok keresztezési szama

Egy G graf cr(G) keresztezési szdma az a minimdlis ¢, melyre G legfeljebb ¢ keresztez&déssel

lerajzolhaté a sikba.

2.3 LEMMA
cr(G) > m — 3n + 6.

2.4 TETEL (AJTAl, CHVATAL, NEWBORN, SZEMEREDI; LEIGHTON) Ha |V(G)] = n és

|E(G)| = m > 5n, akkor

m3

> -
or(@) 2 1002

B1zoNviTAS.  Vélasszunk ki minden pontot p valdszintiséggel (0 < p < 1), igy kapunk egy
G' = (V', E') feszitett részgréfot. Ekkor

E(V']) = pn,
E(IE']) = p*m,
E(cr(G")) < pter(G).

A 2.3 lemma szerint
cr(G') > |E'| - 3|V,

és varhato értéket véve azt kapjuk, hogy
pler(G) > p?m — 3pn, cr(G) > @2 — 3%
p p
A jobboldal maximuma p = 9n/(2m) értéknél van, ahol az adddik, hogy

4m3

CI'(G) > m

O

A fenti becslésnek sok alkalmazdsa van kiilonb6zé geometriai kérdésekre. Példaul egyszerii

bizonyitast ad arra, hogy n sikbeli pont kozott az 1 tavolsag csak O(n4/ 3)-szor fordulhat eld.



2.3 Rovid kort nem tartalmazo nagy kromatikus szamu graf

2.5 TETEL (ERDOS) Minden k,l-hez van olyan graf, melynek kromatikus szama legaldbb k, és

melyben minden kor hossza legalabb I.

Legyen
(logn)? fon _ logn
n ~logn’  10loglogn’

Ekkor G(n,p)-ben nagy valdsziniliséggel nincs t elemi fiiggetlen, és a legfeljebb [ hossziisagu
korok varhaté szdma kisebb, mint n/4. Igy n/2 pontot elhagyva olyan grafot kapunk, melynek

kromatikus szdma > n/(2t), és minden korének hossza > k.

3 Masodik momentum modszer

Ha X nemnegativ, egészértékli valészintiségi valtozo, akkor a Markov egyenl6tlenség szerint
P(X > 0) <E(X). (1)

Ha X nemnegativ valdszintiségi valtozé, akkor a Csebisev Egyenlétlenség szerint

Var(X)

PO =0) < £y

3.1 K, kiiszobfiiggvénye

3.1 TETEL Legyen p(n) € [0,1].
(a) Ha p(n)n?/®> — 0, akkor 1-hez tarté valdszintiséggel G(n, p(n))-ben nincs teljes négyszog.
(b) Ha p(n)n®/3 — oo, akkor 1-hez tarté valdszintiséggel G(n, p(n))-ben van teljes négyszog.

3.2 Primosztdok szama

Legyen A(n) az n szdm kiilonb6z8 primosztdinak szama.

3.2 TETEL (TURAN) Legyen k € [n] véletlen. Ekkor minden t > 0 szdmra és (t-t6] fiiggéen)

elég nagy n-re
2
PAGK) —Inlnk| > tvInInk|) < 70

2

B1zoNYITAS. A legtobb k € [n] szdmra Inlnn = Inln k. Pontosabban, ha \/n < k < n, akkor
Inlnn —Inlnk <Ilnlnn —Inlnvn < 1.
Ezért elegendd azt bizonyitani, hogy minden s > 0-ra és (s-t6l fiiggben) elég nagy n-re

10
P(IA(k) —Inlnn| > sVInlnk) < —

52"



Ehhez vegyiik észre, hogy A(k) {gy frhaté:

Ak) = > X,

p<n
p prime

ahol

1, h k
Xp = 7 a]? | .
0, egyébként.

fgy

EOH) = S ECG) = - 3010 =2 3

p p<n

p
= Z%—%Z{%} =Inlnn+ ci,

p<n p<n

ahol |¢;| < 1. Tovabba,

Var(A(k)) = ) " Var(X,) + Y Cov(X,, X,) < E(A(k)) + %
P PFq
1 n 1 n n
SECEI 5250~ nzm(p ~1)(, 1)

SEOE)+Y T (% + é)
P#q
<E(A(K))+2(1+Inlnn) <4Ilnlnn.

fgy a Csebisev EgyenlGtlenség szerint

n

p

U

P(|A(k) —Inlnn| > sVInlnn) < P(JA(k) — E(A(k))| > sVInlnn —3) <

ha n elég nagy.

3.3 Teljes részgraf mérete véletlen grafban
3.3 TETEL Legyen k = k(n) > 1 egész szdm.

k

2

(a) Ha (2)27( ) - 0, akkor

P(w(G(n,1/2)) > k) — 0.

(b) Ha (7)27(2) — oo, akkor

P(w(G(n,1/2)) < k) — 0.

j)

Var(A(k))

(sVInlnn — 3)2

10
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BizoNYITAS. Legyen ko = ko(n) az a legkisebb pozitiv egész szdm, melyre (;10)2_(’?) < 1.

Konnyt latni, hogy
ko ~ 2logn,



és hogy ha k < ko — 2, akkor (b) feltétele 4ll fenn, mig ha k > ko + 1, akkor (a) feltétele. Ezért
feltehetjiik, hogy k ~ 2logn.

Minden k elemi S halmazra, legyen
1 ha S teljes részgraf,
Xs = .y
egyébként,

ekkor X =3 o xg a teljes k-asok szama, és

fay
P(w(G(n,1/2)) > k) = P(|X| > 1) < E(X) = (Z)r(’é).

Ebbdl (a) adddik.
A midsik oldali becsléshez kiszamitjuk a szdrést.
Var(X) =Y " Var(Xs) + Y Cov(Xg, X7).
s S£T

Az elsé szumma kisebb, mint E(X). A mésodikban csak azok a tagok nem nulldk, ahol S és T'
legaldbb két pontban metszik egymdst. Ha |S N T| = i, akkor
k

Cov(Xs, X1) = 22()+(:) — 92(5) < 2—2(5)‘*(3),

és igy, felhasznélva, hogy az ilyen (S,T) pérok szdma (7)(¥) (z:f),

k—1
n\ (k\ [(n—k kY, (i
Var(X) < E(X 272(2)+(2),
w0 =e+ 3 () () (120)
A (2) egyenl6tlenség szerint elég azt megmutatni, hogy Var(X)/E(X)? — 0. A fentiekbdl

Var(X) _ 1 ’S(Z)(’E)(Z’f)?”(g)*@

EXP CEX) T ()

SEOGS

A szummaéban nézzik két egymasutani tag hanyadosat:

() G52 [0S - etz

Kis szamolgatassal 1lathatd, hogy ez ¢ = 2 esetén 1-nél jéval kisebb, sét kisebb, mint n

=099 (ha n

elég nagy). Majd i-vel monoton nd, valahol (nem fontos, hogy hol) tullépi az 1-et, i = k — 3-nédl

0.99 (ha n elég nagy). Igy a két

a legnagyobb, de még i = k — 2,k — 1 esetén is nagyobb, mint n
sz€ls6 tag valamelyike a legnagyobb, és a tobbiek 6sszege kisebb, mint ezek 6sszegének kétszerese
(megint, ha n elég nagy). De a két széls6 tag kicsi:

k n—k _ _ 2 _ 2 4

() i=2) 9(3) — K2 (k — 1) (n—Fk)...(n—-2k+3) < k*(k—1) k

(Z) 2n(”*1)---(”*k+1)_2n(n71)<ﬁ_>0 (n — o0),




és

4 Martingalok

Valészintiségi valtozdknak egy X7, Xo,... sorozatat martingdlnak nevezziikk, ha minden & > 0
indexre
E(Xig1 | X1,000, Xi) = Xi.

Hozzavehetjik mindig az Xg = E(X;) értéket (ez tehdt olyan valésziniiségi véltozd, ami nem

valtozik). Minden martingélra
Xo=EX))=E(X3)=...

Valészintiségi valtozoknak egy Xi, Xo,... sorozatdt szupermartingdlnak nevezziik, ha minden
k > 0 indexre
E(Xgy1 | X1, Xi) < X

Minden szupermartingalra
Xo > E(X7) > E(Xg) > ...

A submartingalok hasonléan definidlhatok.

Harom tételt mondunk ki martingdlokra, melyeknek kombinatorikai alkalmazasai vannak, de

ezek koziil a harmadikkal foglalkozunk részletesen.

4.1 Megallasi Tétel

Legyen (Xo, X1,...) valosziniiségi valtozéknak egy sorozata (az értékiik nem kell, hogy szdm
legyen). Egy T nemnegativ egész értékii valdszinliségi véltozdt megdlldsi idének nevezlink
(az (Xo,X1,...) sorozatra vonatkozdéan), ha minden k > O-ra a T = k esemény fiiggetlen
az Xgi1, Xpyo... valtozdktdl. Szamitégéptudomdnyi alkalmazasokban szokds ezt megdlldsi
szabdlynak is hivni: azt, hogy a sorozatot megallitjuk-e k 1épés utdn, az addigi valtozo-értékek

ismeretében dontjiik el (esetleg randomizdlt algoritmussal), a kés6bbi valtozdkat nem ismerve.

4.1 TETEL Legyen (X1, Xs,...) olyan szubmartingdl, melyre | X,,+1 — X,| korldtos, és legyen
T olyan megélldsi id6, melyre E(T) véges. Ekkor E(Xr) < Xy. Ha (X1, Xa,...) martingdl,
akkor egyenl6ség all.

4.2 KOVETKEZMENY Inditsunk el 0-bdl egy véletlen sétit az egyenes rdcspontjain, és alljunk
meg, ha vagy a-ba, vagy —b-be jutunk (a,b € Zy). Annak a valésziniisége, hogy a-ban &llunk

meg,
b

a+b




4.2 Konvergencia Tétel

4.3 TETEL (DooB) Ha Xi,Xs,... korlitos martingdl, akkor 1 valdszintiséggel lim, .. X,
létezik.

4.3 Azuma Egyenl6tlenség
4.4 TETEL Legyen X1, Xs,... olyan martingdl, melyre | X,,+1 — X;n| < 1 minden m-re. Ekkor
P(X > X+ A) < e /Cm),
Ha A\ = em, akkor azt kapjuk, hogy
P(Xm — Xo >em) < e~ m/2,
Ugyanezt (—X,,)-re is alkalmazva kapjuk, hogy
P(|Xm — Xo| > 8m) < 2e~"m/2,
Erdekes még a A = c/m vélasztés:
P(Xm - Xy > c\/ﬁ) <e /2,

4.5 KOVETKEZMENY (BERNSTEIN-CSERNOV-HOEFFDING) Legyenek Xi,Xo,... fiiggetlen

azonos eloszlasi valészintiségi valtozdk, | X;| < 1. Ekkor

1 m 2
p ‘7 X, — E(X ‘ 9¢=<"m/2,
(mz ( 1) >€>< e

4.6 KOVETKEZMENY Legyenek (Q, A, 71) egy valésziniiségi mez8, és legyen f : Q" — R olyan
mérheté fiiggvény, melyre
lf@e, - mn) = flyn,- . oyn) €1

ha (z1,...,2,) 68 (y1,...,yn) csak egy koordindtdban kiilonbéznek. Ekkor

P(f(z) — E(f(z)) > en) < e = "/2,

P(If(x) — E(f(2))] > en) < 2e~""/2,

4.3.1 Véletlen leképezés képhalmaza

4.7 TETEL Legyen |S| = n, és legyen ¢ : S — S véletlen leképezés. Ekkor

P <‘|¢(S)| - (1- é)n‘ > /\) < 2e= /),

10



4.3.2 Véletlen részgraf élszama

4.8 TETEL Legyen G n cstcsii m élii graf, jelolje d = m/(g) az élstirtiségét, legyen k > 1, és
legyen S a V(QG) egy véletlen k elemii részhalmaza. Ekkor

> O |E<(c]:;gsn ~d> ) s,

Legyenek vy véletlen pont V(G)-ben, vy véletlen pont V(G) \ {v;}-ben, stb. vy véletlen pont
V(G)\ {v1,...,vk—1}-ben, és S = {v1,...,vx}. Legyen

1
Xy = mEﬂE(G[Sm | v1,...,0m).
Ekkor Xg, X1, ..., X, martingal, és
|Xm+1 - Xm| < 1.

Tovabba Xy = d%. fgy Azuma egyenlGtlensége szerint

() e e 5) <ol )

4.9 MEGJEGYZES Vélaszthatnank a vy, vs,...,v, cstcsokat egymdstdl fiiggetleniil, és alkal-
mazhatnank a 4.6 Kovetkezményt. Ekkor azonban egy maradéktagot kellene kiilon meg-

becsiilniink, amit abbdl kapunk, hogy két v; egybeesik.

4.3.3 Véletlen részgraf kromatikus szama

4.10 TETEL Minden G gréthoz és 1 < k < |V(G)| egész szdmhoz van olyan s = s(G, k) szdm,
hogy a V(QG) egy véletlen k elemii S részhalmazéra

P(Ix(G[S]) — s| > ek) < e="F/2.

Konkrétan s = E(x(G[S])), de errdl nehéz a definiciénal t6bbet mondani. Legyen vy, vs. ..

mint fentebb, és legyen
Xm =E(X(G[S]) | viy...,0m).

Ekkor Xg, X1,..., X martingal, és
|Xm+1 - Xm| <1
Igy Azuma egyenlStlensége szerint

P(IXk — Xo| > k) < e = %/2.

11



4.3.4 Véletlen graf maximalis teljes részgrafja

Legyen kg a legnagyobb olyan egész szam, melyre mar varhatéan legaldbb egy teljes ko-as van a

Ekkor 1-gyel kisebb teljes részgraf mar igen nagy valdésziniiséggel van:

G(n,1/2) véletlen grafban, vagyis

4.11 TETEL Legyen k = ko — 1. Ekkor G = G(n,1/2)-re teljesiil, hogy

2

P((C) < k) < exp({p5)

ha n elég nagy.
BizoNYiTAS.  Tudjuk, hogy kg ~ 2logn. Tovdbba konnyii ellendrizni, hogy a teljes k-asok

v= (Z)z('ﬁ) > %22“’“. (4)

Legyen H az a graf, melynek csicsai az [n] halmaz k elemii részhalmazai, élei pedig az olyan

varhato szamara teljesil:

(A, B) péarokat kotik Ossze, melyekre |A N B| > 2. Legyen G ennek az a (véletlen) részgréfja,
melyet azok a csucsok feszitenek, melyek G-ben teljes részgrafnak felelnek meg. Az Azuma

egyenl6tlenség 4.6 kovetkezményét alkalmazzuk az
a(G) = a(X12, X143, .-, Xn—1,n)

fiiggvényre, ahol X;; annak az indikdtora, hogy ¢ és j Gssze vannak-e kotve. Legyen n = E(a(G)).
Nyilvdnvals, hogy egy élt megvaltoztatva, a(G) legfeljebb 1-gyel véltozik. Ha nincs teljes k-as,
akkor a(G) = 0, és gy
2
PW(G) < k) = P(a(g) = 0) = P(a(9) ~ E(a(9)) < —n) < expl— T3

Itt n-t alulrdl kell becsiilniink. Ehhez a v = E(|V(G)|) p = E(|E(G)|) mennyiségeket és a 2.1
Allitast hasznaljuk: minden 0 < ¢ < 1 esetén

a(@) > qdV(9)| - ¢*|EG)],

és varhato értéket véve

n>qv—q¢’p.
Igy a ¢ = i vélasztassal (amirél ellendrizni kell, hogy legfeljebb 1), azt kapjuk, hogy
> v
n=z a0
és igy
2 VA
Plw(@) <k) < ——) < ——).
(@(G) < 1) < expl—5) < expl—1m3)
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Itt al3.3 tétel bizonyitdsdban végzett szdmitdsok szerint, (4) felhasznaldsaval

RN fn—k 2(;)<L4+kn2_k<ﬁ
7 k—1 2n? v n?’

1=2

Qw‘t
I

V]

/\: —_

SN—

Innen a tétel kovetkezik. O

4.3.5 Véletlen graf kromatikus szama
4.12 TETEL Legyenn > 1 és G = G(n,1/2). Ekkor a ¢ = E(x(G)) szdmra
P(IX(G) = ¢| > Wn—1) < 2e/2,
De mekkora ez a c érték?

4.13 TETEL Minden € > 0-ra

E(x(G(n,1/2))) = (1 1 .
({6 01/2) = (1 o1) 3
BizoNyiTAs. Tudjuk, hogy nagy valészinliséggel a(G) < (2 + o(1)) logn, és ezért

n n

e > (o)

> .
X(@) = 2logn

Az ellenkezé irdnyt becsléshez a 4.111 tételt hasznéljuk. Legyen m = |n/(logn)?|. A G graf

minden m cstcsu feszitett H részgrafja maga is véletlen graf, igy ha r jeloli azt a legnagyobb

( m )2@1) >1,
r+1 -

2
16r8)'

Igy annak a valészinfisége, hogy van olyan m csticstit H feszitett részgraf, melyre a(G) < r,
legfeljebb

szamot, melyre

akkor
P(a(G) < 1) < exp(—

(Z) exp( m’ ) < exp(mInn — m’ ) < exp(— n” ) = o(1).

1608 1618 logn  16(logn)'6
Tehat majdnem biztosan, minden m csicsu feszitett részgrafban van r csicsi fiiggetlen
részhalmaz.

Ezekutan a szinezést konnyli megkonstrualni: Kivesziink egy r cstcsu fiiggetlen halmazt, és
az 1-es szinre szinezziik. A maradékbdl kivesziink egy r csucst fliggetlen halmazt, és a 2-es szinre
szinezzik, stb. Amikor mar csak | < m csucs marad, azt tetszOlegesen szinezziik. fgy legfeljebb

=+ m szint hasznalunk. Mivel r ~ 2logm ~ 2logn, ebbdl a tétel kovetkezik. O
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5 Lokalis Lemma

5.1 TETEL Legyenek Aq,..., A, események, és tegyiik fol, hogy minden A;-hez vann —d — 1
mdsik esemény gy, hogy azoktdl A; teljesen fiiggetlen. Tegyiik fol, hogy P(A;) < 1/(e(d + 1))
minden i-re. Ekkor P(A; A--- A A,) > 0.

Altaldnosabb alakja:

5.2 TETEL Legyenek Ay, ..., A, események, és tegyiik fol, hogy vannak olyan x1,...,z, € (0,1)

valds szamok, és minden i-hez van olyan S; C {1,...,n} \ {i}, hogy minden S C S;-re
Jjes J¢Si
Ekkor

P(A A= AAy) > [T =) >0.
j=1

A bevezetd alakon kiviil még két kovetkezményt érdemes megfogalmazni:

5.3 KOVETKEZMENY Legyenek Ai,..., A, események, és tegyiik fol, hogy minden i-hez van
olyan S; C {1,...,n}\ {3}, |S;| =n —d — 1, hogy minden S C S;-re

— 1
P(ai| AA) <
ey e(d+1)
Ekkor
P(ALA---NA,) >0
5.4 KOVETKEZMENY Legyenek Aqp,..., A, események, és tegyiik fol, hogy minden i-hez van

olyan S; € {1,...,n}\ {i}, hogy A; teljesen fiiggetlen az {A; : j € S;} eseményektdl, tovabba

Ekkor

5.5 MEGJEGYZES A fliggetlenségi feltételt gyakran tigy adjuk meg, hogy definidlunk a V =
{1,...,n} egy gréafot, melyre az all, hogy minden i csiicsra az A; esemény teljesen fiiggetlen az
(Aj: j e V\N(@)\ {i}) eseményektél (figyelem: nem csak kiilon-kiilon mindegyiktél!).

5.1 Brooks tétel hipergrafra

5.6 TETEL Ha egy k-uniform hipergratban minden él legfeljebb 2F~3 madsik élt metsz, akkor a

hipergraf 2 szinnel szinezhetd.
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5.7 KOVETKEZMENY Ha egy k-uniform hipergrafban minden pont foka legfeljebb 283 /k, akkor

a hipergraf 2 szinnel szinezheté.

5.8 KOVETKEZMENY Ha egy k-uniform hipergrafban barmely két élnek legfeljebb egy kozds

pontja van, és éleinek szama legfeljebb 4*=* k3, akkor a hipergraf 2 szinnel szinezheté.

5.2 k-val oszthaté hossztsagu iranyitott kor

Konnyt bebizonyitani, hogy ha egy grafban minden befok legalabb §, akkor van benne legaldbb

0 + 1 hosszisagu irdnyitott kor. Mi mondhaté még a korok hosszarol?

5.9 TETEL Legyen G irdnyitott graf, legyen a maximalis kifok A és a minimalis befok §. Ekkor
minden 1 < k < §/(1+1In(1+JA)) egész szamra van G-ben olyan irdnyitott kér, melynek hossza

oszthato k-val.

5.3 Fedések felbontasa

5.10 TETEL Legyen H olyan hipergraf, melyben minden pont foka legaldbb k, és minden pontra

2k—3

a pontot tartalmazo élek unidja legfeljebb elemii. Ekkor H felbonthaté két olyan hipergraf

unidjara, melyek mindegyike minden csticsot lefed.

5.11 KOVETKEZMENY Ha F nyilt egységkorék olyan halmaza, mely minden pontot legaldbb
k-szor és legfeljebb 2F/2=6 —_szorosan fednek le, akkor F felbonthaté két olyan halmaz unijira,

melyek mindegyike minden pontot lefed.

5.4 *Latin transzverzalis

5.12 TETEL (ERDOS—SPENCER) Legyen A olyan n x n maétrix, melyben minden elem legfel-
jebb (n — 1)/(4e)-szer fordul el6. Ekkor van olyan m permutdcid, hogy az . elemek mind

kiilonbozdbek.

6 Vapnik-Cservonenkisz dimenzio

6.1 Lefogas és tortlefogas
Legyen (V,H) egy hipergraf, n = |V|, m = |H|. A
minimize ;. 7
subject to  x; >0 (ieV) (5)
YiepTi>1 (Ee€H).

linedris program minden megoldasat tort-lefogo halmaznak, a program optimélis értékét a
tortlefogdsi szdmnak nevezzik, és 7 = 7*(H)-val jeloljik. Nyilvdnvalé, hogy 7* alsé korldtot

ad a lefogé pontok minimdlis 7(H) szdméra. Kérdés, hogy mennyire éles ez a korldt, és egy
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optimélis tortlefogdsbdl (ami polinomiélis idében kiszamithatd) megkonstrudlhaté-e egy kozelitd

egész megoldas.

Tekintstik (5) egy optimdlis x megolddsét, és legyen p; = x;/7*. Ekkor (p; : i € V) egy

valészintiségeloszlds V-n, melyben minden E € H él valészintisége legaldbb 1/7*.

Két (nem lényegesen kiilénb6z8) médon prébalhatunk meg ebbél lefogd halmazt konstrudlni:
(a) Generéljunk vy, va, ... csicsokat a p eloszlasbdl, és alljunk meg, ha minden él le van fogva.

(b) Minden csticsrdl egyméstdl fliggetleniil cp; valdsziniiséggel eldontjik, hogy ki akarjuk-e

valasztani, és reménykediink abban, hogy a kivalasztott pontok minden élt lefognak.

Az (a) véltozatban konnyen ldthaté. hogy nagy valdsziniiséggel polinomidlis szdmu 1épés

utdn megallunk. Legyen Ty .nq az igy megkonstrudlt (véletlen) lefogd halmaz mérete.

Egy rogzitett A élre, annak a valdszinlisége, hogy az elsé ¢ kivalasztott pont nem fogja le,

1\t .
(1 — —) <e VT,
T
fey
P(Trana > t) < me V7,
és ha t > 7" In(2m), akkor nagyobb, mint 1/2 annak a val6szin{isége, hogy minden élt lefogtunk,
vagyis 1/2-nél nagyobb valdsziniiséggel

Trana < 77 In(2m) < 71n(2m). (6)

Jobb becslést kapunk, ha a Lokélis Lemmat alkalmazzuk, [5.3| valtozataban. Tegyiik fel, hogy
‘H minden éle legfeljebb D mésik élt metsz. Legyen S = {vy,...,v:}, és legyenek a ,,rossz”

események azok, hogy S nem fog le egy adott élt. Ha

. 1
D —t/T < =,
€ 4

akkor a Lokalis Lemma szerint pozitiv valészintiséggel minden él le lesz fogva. Tovabba,

E(|S]) < 7" In(4D) < 7In(4D). (7)

Algoritmikus szempontbdl ez a becslés sem igazan érdekes, mert a mohé algoritmus kicsit

jobb korlatot ad, igen gyors algoritmussal egyiitt:

6.1 ALLiTAs Ha egy H hipergraf maximaélis foka D, akkor a mohé algoritmus dltal adott Tyone

lefogé halmazra
1 1
|Tmoho| < (1 + 5 4+ B)T*(H)
6.2 Becslés a Vapnik-Cservonenkisz dimenzi6 alapjan

Egy H hipergraf Vapnik-Cservonenkisz dimenzidja az a legnagyobb k egész szam, melyre van
olyan S C V(H), |S| = k, hogy minden X C S halmazhoz van olyan A € H, melyre X = SN A.
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6.2 LEMMA (SAUER-SHELAH) Ha H Vapnik-Cservonenkisz dimenzidja k, akkor |H| < 1+n +
-+ (3)-

6.3 TETEL Ha egy H hipergraf Vapnik-Cservonenkisz dimenzidja k, akkor
Trana < 8k7*(H)log(kT*(H)).

Legyen t = [8k7*(H)log(kT*(H))| és s = |4klog(kT*(H))|. Legyen p annak a val6szintisége,

hogy van olyan A él, melyet {v1,...,v;} nem metsz. Annak a B eseménynek a valdszintliségét
fogjuk kétféleképpen megbecsiilni, hogy van olyan A él, melyet {vy,...,v:} nem metsz, de
{Vt41,...,v2:} legaldbb s pontban metsz.

Tegyiik 6], hogy van olyan A él, melyet {v1,...,v:} nem metsz. Csebisev EgyenlStlensége

szerint .
P(|E n {vt+17 - ,’Ugt}| < 8) < 5
Igy )
P(B) > 5p. (8)
Miésrészt, a B esemény valészinlisége nem valtozik, ha a {v1,...,v2:} pontokat
véletlenszeriien permutéljuk. Ha egy A € H legaldbb s pontot tartalmaz {vy, . .., vo }-bol, akkor

annak a valésziniisége hogy a permutécié utdn ezek koziill mind a méasodik felében lesz

(Qtt_s) s\ —s/2
(2t) S (1 — %) <e 7.
t

Ezt a korldtot nem kell minden A € H élre Gsszeadni, hanem csak olyanokra, melyeknek a

{v1,...,v2:} halmazzal kiilonb6z6 metszeteket adnak. Az ilyenek szdma a [6.2] Lemma szerint

legfeljebb
2t 2t
e+l < (2t)h
)+ (%) + <

P(B) = (2N)%e™%/2 < 1/4

fgy

(8))-gyel sszevetve adddik, hogy p < 1/2.

Kicsit gondosabb szdmolds azt mutatja, hogy legaldbb 1/2 valészin(iséggel Trana =
O(k7*log 7*).

6.3 c-halok és s-mintak

Legyen (V,H) egy hipergraf és e > 0. Egy S C V halmaz e-hdld, ha barmely A € H, |A] > |V
halmazt metsz. Egy S C V halmaz e-minta, ha barmely A € H halmazra

‘|AOS|_|A| _
1S Vi =
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6.4 KOVETKEZMENY Legyen H Vapnik-Cservonenkisz-dimenzidja k, ekkor minden € > 0-ra van
(V,H)-ban olyan S e-hdlé, melyre
k. k
|S] < 8—1In—.
e €

A fenti bizonyitds médositasaval beldthato:

6.5 KOVETKEZMENY Legyen H Vapnik-Cservonenkisz-dimenzidja k, ekkor minden € > 0-ra van
(V,H)-ban olyan S e-minta, hogy

k. k
|S| < const— In —.
€ €
6.6 KOVETKEZMENY Legyen V egy n elemii ponthalmaz a sikban. Ekkor van olyan S C V

halmaz, hogy minden T' haromszdgre

TnS| TNV
- Sga
5] Vi

1 1
|S] < const— In —.
€ €

6.7 KOVETKEZMENY Legyen f: R? — R olyan integrdlhatd fiiggvény, melyre [ f = 1. Ekkor

van olyan S C R? véges halmaz, melyre minden T hdromszogre
TNnS
/ f— | | <e,
T 5]

1.1
|S| < const— In —.
e? ¢

7 *Szitamddszerek

Legyenek Ajp,..., A, tetsz6leges események. Minden I C [n] = {1,...,n} halmazra legyen

Ar = N\;er Ai- A szitaformula szerint

PALA--AAy) = > (=)P(A)).

IC[n]
7.1 Bonferoni egyenl6tlenségek
Legyen k > 0 egész. Ha k péros, akkor
P(A A~ AA,) < S (-D)1IP(Ay), (9)
1<k
mig ha k paratlan, akkor
P(A AN Ay) = > (=D)TIP(A)). (10)
1<k
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7.2 Brunn szita

Legyen f(k) > 0 tetszOleges egészértékii fliggvény az {1,...,n} halmazon, és legyen
IT={IC{l,...;n}:|IN{1,....k}| <2f(k), k=1,...,n}.

Ekkor

P(A; A ) <> (=D)HIP(A)).
IeT

7.3 Selberg szita

7.1 LEMMA Minden I C [n] részhalmazhoz legyen \; egy valds szam, tovdbbd A\g = 1. Ekkor

PALA-AA) < D MAP(AL). (11)
1,JC{1,...,n}

Megjegyezziik, hogy A\; = (—1)/I vélasztdssal az egyenléség teljesiil.
Legyen 0 < a; <1, b; =1 —a;, ar = [[;c; ai és by = [[;¢; bi- Minden A C 27 halmazrend-

szerre és J C [n] halmazra legyen

a a
A/J={IC[n]\J: TUJ e A}, Qa=3Y Qs =CQu= Z o
IcA b1 IU[]é\u‘i] g

Megjegyezziik, hogy A/J C A, igy Q4,5 < Qa.
7.2 LEMMA Legyen A C 2 egy leszdllé halmazrendszer. Ekkor

Z ArAsarug (12)

I,JeA

minimuma a \g = 1 feltétel mellett 1/Q 4, amit a

Qu/1
Ar = (—1)HI2EE 13
= (A 13
valasztas ad.
BizoNYiTAs. Alakitsuk 4t (12)-et:
ara.yj bK
Z ArAjarug = Z )\1)\] = Z ArAjaray Z —
1.7 I.J I.J Kcing 0K
2
b b b
= Z PO IDIPRVIITED Dl DIIIAYE BED a2
K gcrisok @K\ S5k K UK
ahol
MK = Z a[)\]. (14)

IDK
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Itt A\;-t kifejezhetjiik a px-kkal:
1
Ar=— > (1), (15)

a
I' ko1

mert a -k nyilvanvaléan meghatérozzék a Ar-ket és a (15) altal definidlt A;-k kielégitik (14)-et.
A (14) és (15) egyenletekbdl kovetkezik, hogy A\; = 0 minden I ¢ A-ra akkor és csak akkor, ha
wr = 0 minden I ¢ A-ra. fgy (12) minimuma a Ay = 1 feltétel mellett ugyanaz, mint

by
Z ?M%{ (16)
KeA K
minimuma a
KeA
feltétel mellett. Tovabb alakitva
2
b[( aK bK (—1)‘K| 1
KeA 'K Kea WK \UK A A
Mivel K]
-1
pre = SR o (19)

Qa bx
a véltozdknak egy olyan vélasztdsa, mely minimalizdlja (18) jobboldaldt, és ugyanakkor kielégiti
a (17) feltételt, azt kapjuk, hogy a (16) minimuma 1/Q 4 és (19) adja a u-k optimadlis valasztasat.
Ebbdl (15) alapjdn A; értéke is konnyen adddik. O

7.3 KOVETKEZMENY Legyen A C 2" egy leszdlls halmazrendszer és € > 0. Tegyiik fel, hogy
minden K € A halmazra |P(Ak) — ak| < . Ekkor

BizoNYITAS. Legyen P(Ak) = ax + 7k, ahol |rg| < €, és legyen A a (13)) szerint valasztva.

Ekkor a 7.1 Lemma szerint

P(4;...4,) < Z AAgP(Arug) = Z ArAjarug + Z AIAITIUS

I,JC{1,...,n} I,JC{1,...,n} I,JC{1,...,n}

Itt al7.2 Lemma szerint az elso tag Q%’ a masodik pedig igy becsiilhet6:

S A <e > Il = 5( > |)\I|)2-

LIC{1,..,;n} I,JC{1,...,n} IC{1,...n}

Innen (13) alapjdn kovetkezik a Lemma. O

Megjegyezziik, hogy a maradéktag igy alakithatd at:

Qr 1 Z AR\T 1 Z 1 Z 1 1+a;
st O T ) 1
fea @abr Qui K21 bx Qu ooy bxe ICK QA Shier 1w
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7.4 KOVETKEZMENY Legyen €,0 > 0, és tegylik fel, hogy az el6z8 kovetkezmény feltételei mel-

lett )
H (1 + > <C
a;

€K

minden I € A halmazra. Ekkor

_ 1
P(A;...4,) < — +C2
Qa

BizonviTAs. A [7.3 Kovetkezménybeli maradéktagot kell becsiilniink:

1+ a;
1 =C
ST =Y (10 2 < Q.
KGA’LGK KecAieK KGA’LGK
és igy a maradéktag legfeljebb C?. (]
Alkalmazasként bebizonyitjuk a kévetkezd szamelméleti tételt:
7.5 KOVETKEZMENY Minden elég nagy x szamra
< 4—
m(@) Inx
BizoNYITAS.  Legyenek pi,...,p, a v/x-nél nem nagyobb primszdmok, és a korabbiakhoz

hasonléan legyen px = [[,cx pi- Legyen a; = 1/p;. Legyen M = |22/5], és legyen A = {K C
[n] : px < M}. Legyen z az [z] halmazbdl egyenletes eloszlas szerint vélasztott véletlen szdm,

és jelolje A; azt az eseményt, hogy p; | z. Ekkor

P(A;...4,) =P(z prim, z > yz) = M’
és igy
m(z) =P(A;... A,)z + O(Vx). (20)
A 7.4 Kovetkezményt alkalmazzuk. Minden K C [n] halmazra
1)z
P(Ax) = P(pc | 2) = — L;J,

és igy
1
P(Ak) — < —
P(Ax) —ax| <~
minden K C [n] halmazra. Tovdbbd ha K € A, akkor
1 1 1
[H(t+=)=]]a+p) <M ][]+ )<Mexp(zf).
i€K i €K €K Pi iex Pi

Itt

Z—< Z*<lnlnx

zGK p<M
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és igy

1

H <1 + ) < Mexp(lnlnz) < z'/3Inx.

€K @i

Tehét a [7.4 Kovetkezmény feltételei teljesiilnek e = 1/ és C = x'/3 Inx valasztéssal, és ezért
— — 1

1 5 1
P(A;...A4,) < — + ~2?/3(lnz)? = — + 273 (In2)2
(A A, < g+ 7a%*(na)? = 5=+~ /(na)

Az els6 tag becsléséhez

N Il | D O | (UE-ERNED B | (CE =R )

) 2
KecA KcAicK KcAieK keAiek Pi P

Az utébbi szorzatot kifejtve, % alaki tagokat kapunk, és biztosan megkapunk minden olyan

tagot, melyben £ < M. fgy
M

1
> - = .
Qa> A > 3 Inx
k=1
fey -
— 42 VBnz)? < — 427 Y3(nx)? < 3+ol)
A Inz Inz
Ebbdl (20) alapjin
3 1 3 1
(x)g( +o(1))x O(/) = +o(1)z
Inz Inz

O

7.6 MEGJEGYZES 1. Gondosabb szdmoléssal a 4-es konstans 2+o0(1)-re csokkenthetd. A Selberg-
szitdt haszndlva a pontos 1 + o(1) is bizonyithatd, de az sokkal bonyolultabban.

2. A n(z) = O(z/Inz) becslés a fentinél egyszeriibb elemi eszkozokkel is bizonyithaté (1dsd
pl. Erdds-Surdnyi [2]). A Selberg-szita azonban més irdnyd altaldnositdsokhoz is hasznalhato,

példaul a fenti bizonyitashoz hasonléan levezetheté a kovetkezd tétel.

7.7 KOVETKEZMENY Legyen 0 < I < k, és legyen x a k-hoz képest elég nagy szém. Ekkor az

Lk+1, ..., k(x—1)+1 szamtani sorozatban el6fordulé primek szdma nem nagyobb, mint
5.k oz
w(k) logx

8 Regularitasi Lemma

Szemerédi Regularitdsi Lemmadja azt mondja ki, hogy minden nagy, siirii graf (azaz az élek szdma
n2-tel ardnyos) felbonthaté olyan részekre, melyek tobbségiikben véletlenszertiek.

Legyen G = (V, E) egyszerii paros graf, és V = AU B a két-szinezése. Akkor mondjuk, hogy
G e-véletlenszerii, ha barmely két X C A és Y C B halmazra

eG(A, B)

eG(X7Y) - |A| K |B|

XY <elA]-[B.
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8.1 LEMMA (REGULARITASI LEMMA) Minden € > 0 szdmhoz van olyan K(g) pozitiv egész
szam, hogy minden egyszerti G = (V, E) gréfnak van olyan V. = V; U ...V} particiéja, hogy
1/e <k < K(¢), minden i-re ||V|/k] < |Vi| < [|V|/k], és legfeljebb ek? (i, j) szdmpar kivételével
a V; és V; kozotti élek altal alkotott paros graf e-véletlenszert.

9 *Korrelacios egyenl6tlenségek

9.1 A 4-Fuggvény Tétel

Bérmely S halmaz és A, B C 27 esetén legyen AUB = {AUB: A¢c A B € B}, AnB =
{ANB: Ae A,Be B} és AB={A\B: A€ A, B € B}. Barmely a: 2% - R, fiiggvényre
legyen a(A) =3 1 4 a(4).

9.1 TETEL (AHLSWEDE-DAYKIN 4-FUGGVENY-TETELE) Legyen S  véges halmaz  és
a,B,7,0: 2° = R, olyan halmazfiiggvények, melyekre

a(A)B(B) <y(AUB)§(ANB)
teljesiil barmely két A, B C S halmazra. Ekkor
a(A)B(B) < v(AUB)S(ANB)
teljesiil barmely két A, B C 2° halmazrendszerre.

9.2 KOVETKEZMENY Legyen L véges disztributiv hald, és a, 8,7,6 : L — R, olyan fiiggvények,
melyekre

a(z)B(y) < y(zVy)d(z Ay)

teljesiil barmely két x,z € L elemre. Ekkor
a(X)B(Y) < y(XVY)I(XAY)
teljesiil barmely két X, Y C L halmazra.
(Itt X VY ={avy: z€ X,ye Y}, és a(X) =D, cxa(z) sth.)
9.3 KOVETKEZMENY Legyen L véges disztributiv hald, és legyen X,Y C L. Ekkor
| X]- Y] < [XVY]- [XAY].
9.4 KOVETKEZMENY (MARICA-SCHONHEIM) Legyen S véges halmaz és H C 2°. Ekkor
HAH| > 1.

9.5 TETEL (KLEITMAN) Legyen S véges halmaz és legyen A,B C 2°. Ha A,B mindketts
leszallo vagy folszallo, akkor

[ANB| >27" Al -8B,
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mig ha A, B egyike leszall6, masika folszallo, akkor
[ANB|<27"|Al-|B].
Ezt igy is fogalmazhatjuk:

9.6 KOVETKEZMENY Legyen S véges halmaz, A,B C 2%, és legyen Xaz S egy véletlen
részhalmaza (egyenletesen vélasztva az dsszes koziil). Ha A, B mindkettd leszallo vagy folszalld,
akkor

PXeAXeB)>PX e APX € B),

mig ha A, B egyike leszall6, masika folszallo, akkor

P(XeAXeB) <P(X e AP(X €B).

9.2 Az FKG Egyenl6tlenség

9.7 TETEL (FORTUIN-KASTELEYN-GINIBRE) Legyen L véges disztributiv hald, ésp: L — R
olyan fiiggvény, melyre

w(@)p(y) < plx Vv y)u(e Ay)

teljesiil barmely két x,z € L elemre (logszubmoduldris fiiggvény). Ekkor barmely két monoton

névekvo f,g: L — R, fiiggvényre
(Z u(fﬂ)f(@) (Z M(x)g(iv)> < (Z u(w)f(x)g($)> (Z M(@) :
reL xel €L xeLl
Masszdval,
9.8 KOVETKEZMENY Legyen L véges disztributiv héld, és u: L — R olyan valészintiségelosz-
las L-en, melyre
p(x)p(y) < plz Vv y)u(z Ay)

teljesiil barmely két x,z € L elemre. Legyen X véletlen pont a u eloszlasbol. Ekkor barmely két
monoton névekvé f,g: L — Ry fiiggvényre

E(f(X))E(9(X)) < E(f(x)g(x)).

9.3 Parcidlis rendezések linearis kiterjesztései

Legyen (P, <) egy véges parcidlisan rendezett halmaz, és legyen £ a linedris kiterjesztéseinek
halmaza. L elemeit gy is tekintjiik, mint monoton bijektiv P — {1,...,|P|} leképezéseket.

Legyen < egy véletlen linedris kiterjesztés.

9.9 TETEL Bdrmely hdrom a,b,c € P elemre

P(a 2 b,a =X¢) > Pla X b)P(a < c).
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10 Kozelito leszamlalas és mintavétel

10.1 Szinezések szama

Legyen p(G, k) a G graf k szinnel valé szinezéseinek szdma (k € Z.). Ennek pontos kiszdmitasa
NP-nehéz.

10.1.1 Visszavezetés a mintavételre

Ha egy élt elhagyva a maradék grathoz tudunk egy véletlen k-szinezést generalni (kozelitéleg)
egyenletes eloszlas szerint, akkor ebbdl meg tudjuk mondani, hogy a szinezések hényad része
szinezi egyforméan az elhagyott él végpontjait, vagyis, hogy az élt elhagyva milyen tényezével né
a k-szinezések szama. fgy rekurzive meg tudjuk becsiilni a k-szinezések szamat.

Itt fel fogjuk tenni, hogy k > 2D, ahol D a maximélis fok. Igy a szinezések szama (k/2)™ és

k™ kozott van.

10.1.2 Véletlen szinezés Markov lanccal

Egy n cstcsu G graf k-szinezései koziil akarunk egyet véletlenszertien kivélasztani. Legyen a
graf maximélis fokszdma D. Adott « szinezéshez generalunk véletlenszeriien egy o’ szinezést a
kovetkezdképpen. Egyenletes eloszlas szerint kivalasztunk egy i csicsot és egy a szint; ezt az
(i,a) part a 1épés magjdnak nevezziik. Ha
. a ha i = j,
o) =14 " 1
aj) egyébként.
legalis szinezés, akkor legyen ez az 1j szinezés; ellenkez6 esetben legyen o/ = a. fgy egy reverz-
ibilis Markov lancot (irdnyitatlan grafon valé bolyongdst) kapunk. Vegyiik észre, hogy a graf

D = kn foku reguléris.

10.1.3 Markov-lancok és bolyongas regularis grafokon

Most csak regularis, Osszefiiggd, iranyitatlan H grafon valé bolyongasokat vizsgalunk. Legyen
p=I|V(H)|.
Atmeneti métrix: M = (M;;), ahol D-edfoki reguldris irdnyitatlan H grafon valé bolyongés

1

esetén M;; = a;;/D, ahol A = (a;; a H graf adjacencia matrixa. Ha (v°,v',...) egy bolyongas,

akkor
P(’l)t+1 :] | Vg = Z) = P(’l)t+1 :] | UV = i,vt_l,...) = Mlj

Nyilvan M szimmetrikus és M1 = 1, tehat 1 M-nek sajatvektora, a hozzatartozoé sajatérték 1.

M szimmetrikus, és ezért a sajatértékei valosak: 1 =X ;1 > Ao > -+ > A
10.1 ALLiTAs Ha H péros gréf, akkor A, = —1. Ha H nem péros graf, akkor A, > —1.

Legyen p = max(|Az|,|An]) és d =1 — p.
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10.1.4 Sajatérték-hézag és keverés

10.2 LEMMA Bdérmely két i, j cstcsra

10.3 KOVETKEZMENY Ha G nem pdros Osszefiiggd graf, akkor

1
Pt =j |’ =i) — - (t — o).
p

10.4 KOVETKEZMENY Ha G nem pdros oOsszefiiggd graf, és t > (1/6)In(p/e), akkor minden

S C V halmazra
’P(vt65|v°:i)f@ <e.
p

Valéban,
S
P! e S| v’ =)~ u‘ <pu' =p(1—0) <P <.

Bi1zoNYITAs (10.2 LEMMA). Legyen {v1,...,v,} egy M sajdtvektoraibdl all6 ortonorméalt bazis,

MU,L' = )\i- Ekkor

P
M = E )\kvkvg,
k=1

és igy
P
P = [ v* =) = el M¥e; = 3 Ni(vfe:)(vle;).
k=1
Mivel v; = (1//p)1, itt a k = 1-nek megfelel6 tag
1
N(vfe)(viej) = ,

A t6bbi tag igy becsiilhetd:

P
g Mool
k=2

A maésodik tényez6 pedig a Cauchy—Schwarz egyenl6tlenség felhasznalasaval:

» » /2 , 1/2
S ol - ol (Zw;m?) ( wzej)?)
k=2 k=2 k=2

P
<ut>fvied - [ofel.
k=2

IN

IN

k= k=1

» 12, p 1/2
( (va-ei)2> (Z(vlejf) = leil - lej| = 1.

O

10.5 MEGJEGYZES Lusta bolyongds: M;; > 1/2. Barmely bolyongdst csindlhatjuk lustdn,

hogy minden 1épésben 1/2 valésziniiséggel helyben maradunk. Lusta bolyongdsra M pozitiv

szemidefinit, tehat csak Ao-t kell figyelembe venni.
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10.1.5 Csatolas és keverés

Sajnos esetiinkben (szinezések) a sajatértékeket nem tudjuk kiszdmitani. Ezért mas mddszerrel

becstiljik meg a keverési idot.

10.6 LEMMA Legyen (v°,v!,...) és (u®,ul,...) két (nem fiiggetlen!) bolyongds ugyanazon a

grafon, ahol ug véletlen csiics az egyenletes eloszlasbol. Ekkor barmely S C V' halmazra

P(v' € S) — |i| < P(v' #ub).

BizoNyiTAS. Ha u® egyenletes, akkor u' is egyenletes eloszlasi minden t-re. Ezért

Pv' € S) — |i| =P € S)—P(u' €S9)
=P eS| u =v")Pu’ =v") + P €S| u #0")P(u # ")
— P’ €S |u' =v")Pu' =v") —Pu' € S| u #v")P(u’ #v')
= (P e S |u' #v") =P’ €S |u #0"))Pu’ #0").

Innen a lemma kovetkezik. O

10.1.6 Keverés a kockan
Legyen (v°,v',...) lusta bolyongds a d-dimenziés Q¢ kocka élhaléjan. Megbecsiilhetjiik a

keverési id6t sajatértékekkel vagy csatoldssal.

10.7 ALLiTAs A Q¢ kockdn t = cnlnn 1épés utdn barmely S C V(Q?) halmazra

S| 1

P(v' € S) — 15] < -.

(v ) 24 |~ ¢

10.1.7 Csatolas a szinezések gréafjan

Két adott o és B° szinezésbdl kiindulva, konstrudljuk meg az o, at,... és B°,8',... bo-

lyongasokat 1gy, hogy minden 1épésben ugyanazt a véletlen magot hasznéljuk. Ezt a csatolast

egyszert csatolasnak nevezzik.

10.8 TETEL (JERRUM) Ha D > 3k, akkor két egyszertien csatolt o al,... és B° B, ...

szinezés-sorozatra

Pla® #6°) < —.

BizoNyiTAs. Legyen U' = {i € V : a!(i) # (i)}, W' =V \U" és X' = |U?|. Minden i € V-re

jelolje a; az i-bél az {U*, W'} particié mésik oldaldra mend élek szdmét. Azt allitjuk, hogy

E(XH | X' >0) < X! — —. (21)
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Valéban, legyen (i,a) a t-edik 1épés magja. Ha i € U, akkor X* —1 < X'T1 < X ¢és

—92d. .
POXH = Xt —1]4) > W (22)
Ha i € W?, akkor X < Xt*! < X' 41, és
2a;
P(X* = Xt +14) < Z . (23)
fey k—2d; + 2
E(xtt1) < xt _ KT A T Gi i
( )< Z kn * ) kn
€Ut ieEW?
Felhasznalva, hogy
Su- Y
iUt iewt
azt kapjuk, hogy
k—2d; — a; k — 3d;
E(X'h) < X' — = <Xt —.
(KX =) =X =)
ieUt €Ut
Ha U* nem iires, akkor a kivont dsszeg legaldbb 1/(kn), és igy (21) kovetkezik.
A (21) egyenletet igy is {rhatjuk:
t+1 t
E(Xt+1 R xt 0) <Xty L 24
* kn | ~ - + kn (24)

vagyis X' + & szupermartingal, legalabbis amig X* > 0. Legyen Ty = min{t : X' = 0}, és

T = min{s, T }. Ekkor a szupermartingalokra vonatkozé megalldsi tétel (4.1 Tétel) szerint

E(XT+k£) < X% <n.

n
Miésrészt
E(XT + 3) > LEM) > LpxT > 0)s = 2 P(a® # 5%)s.
kn/ — kn ~ kn kn
Ezt a két becslést Osszevetve, a tétel adodik. O

Ferde csatoldsnak nevezziik a kovetkez6t. Az ot és B! szinezésekhez generdlunk egy véletlen
(i,a) magot, ezt hasznéljuk az o'T! eléllitasdra. Ha af(i) # Bi(i), akkor az (i,a) magot
hasznaljuk B! eléallitasdra is. Ha a!(i) = B'(i), akkor legyen S = of(N(i)) \ BH(N(4)) és
T = BY(N(i)) \ o'(N(i)). Legyen S’ és T’ két olyan halmaz, melyre S’ C S, T' C T, és
|S’| = |T'| = min{|S|,|T|}. Legyen ¢ : S' — T’ tetszbleges bijekcié. Ha a € S’, legyen
b= ¢(a); haa € T’ legyen b = ¢~1(a); minden egyéb esetben legyen b = a. A B! elballitdsara
hasznéljuk az (i,b) magot.

10.9 TETEL (JERRUM) Ha D > 2k, akkor két ferdén csatolt o, al,... és 8°,BL,... szinezés-

sorozatra
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A bizonyitas lényege, hogy (22)) tovébbra is igaz, mig (23) helyett az élesebb

P(Xt+1:Xt+1|i)§%

egyenlétlenség all (csak kicsit nehezebb belatni). Ebb6l kovetkezik, hogy (21)) most is igaz, és a
bizonyitds ugyanugy fejezhet6 be.

10.2 *Tovabbi példak
10.2.1 Teljes parositasok szama

Legyen ®(G) a G gréf teljes parositasainak szdma. Ennek pontos kiszdmitdsa NP-nehéz (s6t #P-
teljes). Ha tudunk egy véletlen teljes parositast generdlni, (kozelitéleg) egyenletes eloszlasbdl,
akkor ebbdl meg tudjuk mondani, hogy a pérositdasok hanyad része tartalmaz egy adott élt,
vagyis, hogy az élt elhagyva, milyen tényezével csokken a teljes parositasok szama. fgy rekurzive

meg tudjuk becsiilni a teljes parositasok szamat.

10.2.2 Linearis kiterjesztések szama

Legyen P = (V, <) egy parcidlisan rendezett véges halmaz, és legyen n(P) a P parciélis ren-
dezés teljes rendezéssé vald kiterjesztéseinek szdma. Ennek pontos kiszdmitasa megint csak NP-
nehéz. Ha tudunk egy véletlen kiterjesztést generdlni (kozelitéleg) egyenletes eloszlds szerint,
akkor ebbdl meg tudjuk mondani, hogy a kiterjesztések hanyad része rendez egy eredetileg nem
Osszehasonlithaté =,y € V part egyik vagy masik sorrendben, vagyis, hogy mondjuk az = < y
reldciét (és ennek minden kovetkezményét) a rendezéshez hozzivéve, milyen tényezdvel csokken

a kiterjesztések szama. fgy rekurzive meg tudjuk becsiilni a kiterjesztések szamaét.

10.3 *Konduktancia

Egy 0 € S C V halmaz konduktancidja

 Dics.jgs TiPij
25 = (v 5)

A Markov-lanc konduktancidja

® = min P(9).
pcsScv
10.10 TETEL (JERRUM—SINCLAIR)
(1)2
5 <1-X < 0.

10.11 KOVETKEZMENY Lusta bolyongdsra

P! € §) = 7(S)| < \/17?06@2/8.

29



A [10.10 tételben az alsé korlat egyszerti. A felsé korlatot az alabbi alakban bizonyitjuk.
Legyen z € RY olyan vektor, melyre > mix; = 0. Ekkor

(I)2
Zﬂ'z‘pij(yi —y;)? > 3 Zﬂ—zy?
,J i
10.12 LEMMA Legyen y € RV olyan vektor, melyre 7{i : y; <0} <1/2ésm{i: y; >0} < 1/2.
Ekkor o
Zmpij\yi —yjl = 3 Zm|y1|
4,J i

A konduktancia becslése leggyakrabban egy tobbtermékes folyam konstrudldsaval torténik.
Legyen G = (V, E) egy irdnyitatlan gréf, és i,j € V. Legyen ﬁ a lehetséges iranyitott élek
halmaza (tehét minden e € E él két elemnek felel meg B—ban). i-j-folyamnak neveziink egy olyan
I E SR fiiggvényt, melyre f(uv) = —f(vu) és minden u € V\{4, j} cstcsra y S = f(uv) =
0. Az f folyam értéke

val(f)=| 3 ).

VIIVE
Tébbtermékes folyamnak nevezziik folyamok egy F' = (fi; : ¢,j € V) rendszerét, ahol f;; egy
i-j-folyam. Az F tobbtermékes folyam terhelése az uv élen

Fluv) = 3 |fig(uv)]

Tobbtermékes folyamok segitségével alsé becslést adhatunk egy graf konduktanciajara:

10.13 LEMMA Jel6lje K azt a legkisebb nemnegativ szamot, melyre létezik olyan F = (f;;)

tobbtermékes folyam, hogy minden i, j parra
val(fi;) = mimj,

és minden uv élre
F(’LLU) S Kﬂ—ipij~

FEkkor
1

d>—.
- K
10.14 MEGJEGYZES Leighton és Rao egy nevezetes tétele szerint az ellenkezd irdnyban fenn4ll:

Inn
o < t—o.
< cons %

10.4 *Véletlen teljes parositas

(Jerrum-Sinclair).
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10.5 *Megalléasi szabalyok
11 *Eldgazd leszamlalas

Legyen F' k szintli gyokeres fa, melynek minden levele az als6 szinten van. Legyen N levele.
Minden u levélhez legyen P, a gyokérbél u-ba vezet6 1it. Legyen X olyan véletlen levél, melyet
gy kapunk, hogy a gyokérbol kiindulva minden pontban a lefelé mené élekbol egyet egyenletes
eloszlas szerint vélasztunk, és azon lépiink lefelé (,naiv véletlen pont”). Legyen Y egyenletesen

valasztott véletlen pont.

Minden gyokértdl levélig vezeté P ttra legyen d(P) a le-fokok szorzata (a levelet kivéve).
Ekkor

1
P(X =u) =
(X =u) a7
Innen kovetkezik, hogy
1
=1
— d(P.)
és
E(d(Px)) =N
A d(Px) valészinliségi valtoz6 szérdsa igen nagy lehet, ezért hasznalhatébbak az aldbbi
becslések:

11.1 LEMMA
E(logd(Px)) < log N < E(log d(Py)).

Bi1zoNYITAS. Mivel log z konkav, a Jensen egyenl6tlenség szerint

1 1
E(logd(Py)) = —+ Zlog — NV log & =log N.

Masrészt x log x konvex, igy

1 1 1
E(log d(Px)) Z iF log o) < N(—ﬁlog N) =log N.

Megjegyzés: E(logd(Px)) éppen az X entrépidja. O

11.1 Brégman tétele

11.2 TETEL (BREGMAN) Legyenek dy, ..., d, egy egyszerii paros G gréf ,,alsé” pontosztalydnak

fokszamai. Ekkor G teljes parositasainak szama legfeljebb

(d )Y (d, )
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11.3 MEGJEGYZES (a) Ha minden fok nagy, akkor ez j6l kozelithetd azzal, hogy di ...d,/e".
Ha a graf d-reguldris, akkor ez (d/e)™.
(b) Ha a graf nem egyszerti, akkor csak a trividlis d; ... d, fels§ korldt mondhatd.

(¢) V.6. a Falikman—Jegoricsev tétellel: Ha egy graf d-reguléris, akkor a teljes parositdsok

szdma legaldbb d"n!/n™ =~ (d/e)™. Ennek Schrijver-tél szdrmazé élesitése: a teljes parositdsok

()

BI1ZONYITAS. A 11.1 Lemma alkalmazdsdhoz vessziik az ,,alsé” pontok egy véletlen m =

szama legalabb

(v1,...,v,) permuticidjat, és megkonstrudljuk a kovetkezd Fj fdt: cstcsal azok a részleges
parositasok, melyek kiterjesztheték teljes parositassa, és melyek vy, ... vg-t parositjak valamely
k-ra; a sziilot pedig az utolsé parositas-él elhagyasaval kapjuk.

Minden M teljes parositasra, W minden m permuticidjara, és minden w € W pontra
jelolje F(M,m,w) az M azon éleinek halmazat, melyekre w-t megeléz6 pontbdl indulnak ki,
és legyen a(M,7,w) a w csics azon szomszédainak szdma, melyek pédrja w-t nem elézi meg a
permutaciéban.

Fontos észrevétel: az F(M,m, w) részleges parositds foka az F, fiban legfeljebb a(M,m, w).

Ezért barmely M teljes parositasra

logd(Py) = Z logdp_ (F(M,7,w) Z loga(M,m,w).
weWw weWw

Legyen Y egy egyenletes eloszlas szerint valasztott teljes parositas. Ekkor
log N < Ey(logd(Py)) Z Ey (log a(F (Y, m,w)).
weW
Vegyiik a varhaté értéket minden 7 permutaciora, akkor
log N < Y EyEr(loga(F(Y,m,w)).
weW

De egy véletlen 7 permutaciéban w szomszédaival parositott pontok kozil a w egyforma

valdsziniiséggel lesz els6, masodik, ..., d(w)-edik, igy
d(w) 1
E.(log a(F (Y, 7, w) Z 08 = g oald(w)).
és igy
1
logN < Y Ey< Ty oBt(w)! )) -y Ty o).
weWw weWw
Ezzel Brégman tételét bebizonyitottuk. O
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11.2 Kozelito leszamlalas és véletlen generalas ekvivalenciaja
12 *Véletlen grafok novekedése

12.1 Elagazo folyamatok

Legyen (po,p1,...) valészintliségeloszlds a természetes szdmokon. Ez definidl egy véletlen
gyOkeres fat a kovetkezdképpen. A fanak vannak €16 és holt cstcsai. Induldskor egyetlen €18
csticsa van. Minden lépésben egy (mondjuk véletlenszertien vélasztott) é16 csiicsa Z (é18) utédot
hoz létre és meghal, ahol Z a (pg,p1,...) eloszldsbdl valasztott szdm. A folyamat megdll, ha
nincs él6 csucs. Jelolje T' a megéllas idejét. Ha a folyamat nem &ll meg, akkor T = oo.

Legyen q; = P(T = j) és q(2) = 22720 ¢;°. Legyen p(z) = 372 piz'. Legyen ¢ = E(Z) =
p'(1).

12.1 LEMMA (a) Minden |z| < 1 esetén q(z) = zp(q(2)).
(d) Ha p(z) konvergenciasugara nagyobb, kint 1, akkor q(z)-é is, és ezért van olyan § > 0,
hogy q; < e~%.

12.2 TETEL (a) Ha ¢ < 1, akkor 1 valdszintiséggel a folyamat véges sok 1épés utdn megdll, és
E(T) véges.
(b) Ha ¢ = 1, akkor 1 valdsziniiséggel a folyamat véges sok 1épés utdn megéll, de E(T)

végtelen.

(¢) Ha ¢ > 1, akkor pozitiv valészintiséggel a folyamat végtelen sok lépésen &t tart.

12.2 A legnagyobb komponens

12.3 TETEL A G(n,c/n) graflegnagyobb komponensének pontszama 1-hez tartd valésziniiséggel

O(lnn), hac<1,
O(n), ha ¢ > 1.
Bi1zoNYITAS. Legyen elészor ¢ < 1. Rogzitsiik egyel6re G-nek V' csticshalmazét; az éleket majd
késébb fogjuk generdlni. Vegyiink hozza V-hez tovabbi uq, us, ... csicsokat. Legyen v tetszOleges
csucs. Inditsunk el v-bél egy eldgazé folyamatot a kovetkezOképpen. Ha mar felépitettiink egy k
cstcesi T fat, akkor tekintsiik ennek egy él6 cstcsét, és az ebbdl a (V(G) U {ug, ..., ux}) \ V(T)
mend éleket. Minden ilyen élt p/n valdsziniiséggel tegyiink bele a féba.
Mivel egy cstics utédainak varhat6 szdma n(c/n) < 1, a fa 1 valésziniiséggel kihal, és varhaté

mérete egy csak c-tdl fiiggd K konstans. Tovabbd a[12.2(d) tétel szerint van olyan 6 > 0, hogy
PIV(T)| > j) < e .

Most generdljuk a G(n,c/n) graf egy példanyat a kovetkezOképpen. Elhagyjuk T-bél az

U1, Uz, . . . csucsokat, és mindazon pontparokat, melyekrol még nem dontottiink a 7' konstrukcidja

33



soréan, c/n valészinliséggel Osszekotjiik. Nem nehéz meggondolni, hogy ennek a grafnak az
eloszldsa tényleg G(n,c/n), a V(T) \ {u1,us, ...} halmazbdl nem 1ép ki él. Jelolje C, a véletlen
graf v-t tartalmazé komponensét, akkor tehdt V(C,) C V(T). (Azt sem nehéz latni, hogy
majdnem mindig egyenléség 4ll.) Tehdt

P(IV(Cy)| > 7) < e 9.

Legyen k = (2Inn)/d, akkor
1
PV(C] > ) < .

és igy annak a valdsziniisége, hogy van olyan v cstcs, melyre |V(C,)| > k, kisebb, mint 1/n.

A ¢ > 1 eset all2.2(c) tétel alkalmazdsdval hasonléan bizonyithatd, de a részletek bony-
olultabbak. 0

13 *Statisztikus fizika
14 *Kvazivéletlen grafok
15 *Derandomizdilas

16 *Etc

16.1 1Izolalé Lemma

16.1 LEMMA (MULMULEY, VAZIRANI, VAZIRANI) Stulyozzuk egy n csicsd hipergraf csicsait az
{1,..., N} halmazbdl vett véletlen silyokkal. Ekkor annak a valdsziniisége, hogy a maximélis
élstilyt két él is eléri, legfeljebb n/N.

16.2 Janson egyenlotlenség

16.3 Talagrand egyenl6tlenség

16.4 Kim—Vu egyenl6tlenség

16.5 Rodl majszolas
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