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VALOS FUGGVENYGRAFIKONOK TORLODASI PONTJAI A SiKON

MAGA BALAZS

TARTALMI KIVONAT. Az elmult évtizedekben E. S. Thomas, S. J. Agronsky, J. G. Ceder,
és T. L. Pearson a valos Baire-1 osztalyu fliiggvényeket grafikonjuk alapjan karakter-
izalta. Ebben a dolgozatban ezen eredmények felhasznalasaval a kovetkezs problémaval
foglalkozunk: legyen T' adott halmaz [0, 1] x R-ben. Mikor létezik olyan f : [0,1] — R
fliggvény, mely grafikonjanak torlodasi pontjai épp T-t adjak ki? Megmutatjuk, hogy ha
egy halmaz elgall egy fiiggvény grafikonjanak torlodasi halmazaként, akkor létezik ilyen
Baire-2 osztalyu fiiggvény is. Kiilon-kiilon karakterizaljuk a korlatos, illetve a nem kor-
latos Baire-2 osztalyu fliggvényeknél felléps T' halmazokat. Ezt kdvetGen megvizsgéaljuk

az analog kérdést Baire-1 osztalyu fiiggvények esetén is.



1. BEVEZETES

Az utébbi hatvan évben tobb olyan eredmény is sziiletett, ami bizonyos valds fiigg-
vényosztalyokat a hozzajuk tartozo fliggvények grafikonjainak leirasaval karakterizalt. A
Baire-1 osztalyu fliggvények esetében ezek koziil E. S. Thomas 1967-es, valamint Agron-
sky, Ceder és Pearson 1998-as cikkét érdemes megemliteni (lasd [1] és [2]): az el6bbi a
korlatos Baire-1 fiiggvényekre fogalmazott meg egy ekvivalens definiciot, az utébbiban ezt
az eredményt altalanositottak a nem feltétleniil korlatos esetre. Ezen dolgozatban szintén
egy olyan kérdéssel fogunk foglalkozni, amely Baire-1 és Baire-2 osztalyu fiiggvényeket a
grafikonjuk egy bizonyos tulajdonsaga alapjan vizsgal. Nevezetesen arra lesziink kivanc-
siak, hogy egy adott 7" C [0,1] x R halmazhoz mikor létezik olyan megfelel6 osztalya
f:0,1] — R fiiggvény, amire az f grafikonjanak torlodasi pontjai épp a T-t adjak ki.

Ezen kérdésekre fogunk az elkévetkezdkben valaszt adni, mégpedig mindkét szituacidoban
két lépésben: a problémakdr targyalasat egyszertsiti, ha el6bb arra az esetre koncen-

tralunk, amikor f korlatossagat is kikotjiik, s ezt kovetGen tériink at az altalanos esetre.

2. JELOLESEK

A dolgozatban a kovetkezé jeloléseket fogjuk hasznalni: az f valos fiiggvény grafikonjat
a sikon G jeloli. Az f, fliggvényét analog moédon Gy. Az f valos fiiggvényhez tartozé G
grafikon torlodasi pontjainak halmaza legyen L;. Az x = r egyenlet fiigg6legest v, jeloli.
Ha H sikbeli halmaz, r pedig valos szam, H-nak a v, fiigg6leges egyenessel vald metszete
H(r). Amennyiben ennek eleme egy (r,y) pont, azt az egyszeriiség kedvéért y € H(r)-
rel jeloljiik. Az r pont € sugart nyilt kdrnyezete B(r,e). Ezalatt valamikor egy R-beli
pont egydimenzios kérnyezetét, maskor egy R2-beli pont kétdimenzios kornyezetét értjiik.
Hogy konkrétan melyiket, azt az adott esetben mindig azzal tessziik vilagossa, hogy a
kozéppont egy R-beli pont vagy egy R2-beli pont. A [0, 1] intervallumot a tovabbiak-
ban I intervallumnak nevezziikk. A H halmaz szamossagara a #(H) jelolést alkalmazzuk

az atlathatosag megkonnyitése érdekében. A H halmaz atmérGje diam(H). Végiil, ha



A C I, f értelmezve van az A-n és a € A, akkor esetenként (a, f(a))-ra, mint A feletti

grafikonpontra hivatkozunk.

3. ELOZMENYEK ES ELOKESZULETEK

A bevezetében mar emlitettiik Thomas, illetve Agronsky, Ceder és Pearson eredményét.
Az utobbi az elébbi altalanositdsa. Ennek nagy hasznat fogjuk venni a levezetéseink
folyaman, igy mindenképp idekivankozik ezen tétel kimondasa. Ehhez elGszor is sziik-

ségiink lesz egy definicidra.

Definici6 3.1. Egy S C I xR nyilt halmazt nyilt szalagnak neveziink, amennyiben minden

r € I-re S(r) nyilt intervallum.

Ezen definici6 segitségével adtak meg [2, Theorem 2.2|-ben a Baire-1 osztalyu fiiggvények

kovetkezd karakterizaciojat:

Allitas 3.1. Egy f : I — R fiigguény pontosan akkor Baire-1 osztdlyi, ha létezik (S,)

nyilt szalagok végtelen sorozata, amire N22,S, = G.

A tovabbiakban erre a tételre ACP-tétel néven fogunk hivatkozni. Mint azt latni fogjuk, ez
a tétel egy rendkiviil jol alkalmazhaté eszkozt nyajt nekiink, amennyiben célunk bizonyos
fliggvények Baire-1 tulajdonsdganak igazolasa. Emellett fel fogunk hasznalni alapvetd
klasszikus eredményeket Baire-1 osztalyu fiiggvényekkel kapcsolatban, melyek példaul
[3]-ban emlitésre keriilnek. Ezentul minden esetben alkalmazni fogjuk a kovetkezd ug-

ynevezett torlodéasi lemmat, ami az eredeti problémank egy variansaval foglalkozik:

Lemma 3.1. Amennyiben T C I X R zdrt halmaz, akkor létezik olyan A C I megszam-

ldlhato halmaz, amire létezik f: A — R figgvény, hogy Ly =T.

Bizonyitds. Bontsuk fel T-t a kévetkezSképp: legyen T; = (I x [—i,4]) N'T minden i
természetes szamra. FEkkor minden 7; kompakt, hiszen egy zart és egy kompakt halmaz
metszete. Vegylink fel 77 minden pontja koriil egy 1 sugari kornyezetet. Ekkor ezek

koziil kivalaszthato Ti-nek egy véges nyilt fedése. Vegyiink fel az Osszes, ezen fedésbe



beletartoz6 kornyezetben egy pontot tgy, hogy ezek x koordinitai mind kiilonb&zGek
legyenek. Ez induktivan nyilvan megtehet, mivel minden kérnyezetben végtelen sok x
koordinata koziil valaszthatunk. Jelolje az ezen lépésben felvett sikbeli pontok halmazéat
Hy, a pontok x koordinatainak halmazat pedig A;.

Most hasonléan vegyiink fel % sugar kornyezeteket 75 minden pontja koriil, valasszuk
ki ezekbdl T, egy véges fedését, majd az igy kivalasztott kornyezetekben vegyiink fel pon-
tokat. Szamossagi okoskodas miatt ez ezuttal is megtehetd gy, hogy a kordbban felvett
pontok x koordinataival se legyen Osszeesés. Itt az iméntivel analdég modon definialjuk
a Hy és az A, halmazt. A tovabbiakban ezt induktivan folytatjuk, az n. 1épésben T,-
beli pontok koriil % sugari kornyezeteket véve vesziink fel a korabbiaktol és egymastol is
kiilénboz6 = koordinataju pontokat, és definidlunk egy véges H, és A, halmazt.

Legyen most A = Uy | A,,, valamint H = U2, H,,. Ekkor ezek megszdmlalhato halma-
zok. Legyen f az a fiiggvény, ami minden x € A-hoz az x felett az iménti eljaras soran
felvett pont y koordinatajat rendeli. Ez a grafikonpont ekkor H-beli. Azt szeretnénk
belatni, hogy erre az f-re fenndll, hogy L; = T'. Ezt két tartalmazas igazolasaval tessziik

meg.

(1) T C Ly. Valoban, tekintsiink ugyanis tetszéleges T-beli P pontot. Ekkor megfelels
k-ra P € Ty. Ekkor minden k-nél nagyobb n-re léteznek x, € A, eltéré pontok,
amikre az (z,, f(z,)) pont P-t6l vett tavolsaga kisebb, mint L. Igy létezik P-t6l
kiilonb6z6 G-beli pontok sorozata, ami P-hez tart, azaz T' C Ly. Ezzel az irdnnyal
tehat készen vagyunk.

(2) Ly C T. Vegyiink tetszéleges Ls-beli P pontot. Mivel ez G torlédasi pontja,
letezik G-beli pontok egy olyan (p,) sorozata, ami P-hez konvergal, és minden
elemét egyszer tartalmazza. Ekkor ha k adott, elég nagy n-re p,, egy olyan H,,-bél
keriil ki, amire m > k. Ez azt jelenti, hogy a p,, pont %—nél kozelebb esik egy T-beli
ponthoz. Tehat a (p,) sorozatot tetszélegesen megkozelithetjiik T-beli pontokkal,
amibdl kovetkezik, hogy (p,) hatarértéke benne van a zart T halmazban, azaz

P eT. Tehat Ly C T, igy ezt a tartalmazast is igazoltuk.



Ezzel a lemma bizonyitasit befejeztiik.

O

Vegyiik észre, hogy igazabol tébbet bizonyitottunk, mint azt allitottuk: A és f nem
pusztén azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy Ly = T', hanem azzal is, hogy csak véges
sok olyan grafikonpont létezik, amelynek tavolsaga T-t6l nagyobb, mint egy adott £ > 0.

A késGbbiekben lesz olyan eset, amikor ezt az erésebb eredményt fogjuk felhasznalni.

4. BAIRE-2 OSZTALYU FUGGVENYEK

A korédbban beharangozottakhoz hien elsGként a korlatos esettel fogunk foglalkozni.
El6szor néhany T-re vonatkozo sziikséges feltételt fogalmazunk meg.

Nyilvanval6, hogy amennyiben L; = T' fenndll, T-nek kompakt halmaznak kell lennie:
mint G torlodasi pontjainak halmaza, zart, s mivel f, s igy G korlatos, T' is az. Van
tovabba egy masik kénnyedén végiggondolhaté feltétel: T'(x) sosem iires, ha x € I. Amint
ugyanis (z,) egy tetszéleges x-hez tarto sorozat (x, # x), az (x,, f(x,)) pontokbdl allo
R2-beli sorozat korlatos, s igy van konvergens részsorozata. Ez viszont ekkor nyilvan egy
olyan ponthoz tart, melynek els6 koordinadtdja z, s igy T zartsdga miatt ez is T-beli.
Tehét valoban, T'(x) sosem iires.

Vegyiik észre, hogy ezen sziikséges feltételek felirasanal még sehol nem hasznaltuk ki,
hogy f-nek Baire-2 osztalyt fiiggvénynek kell lennie. Ennek ellenére, mint azt latni fogjuk,
ezen feltételek elégségesek, tehat ha egy halmaz el6all egy korlatos fliggvény grafikonjanak
torlodasi halmazaként, akkor 1étezik hozzatorlodo korlatos Baire-2 osztélya fiiggvény is.

Azaz:

Tétel 4.1. Egy T C I xR halmazhoz pontosan akkor létezik f : I — R, Baire-2 osztdlyi,

korldtos fiiggvény, amire Ly =T, ha

e T kompakt,

o T'(x) sosem tres, amennyiben x € I.



Bizonyitds. Miel6tt hozzaldtndnk a tényleges bizonyitashoz, egy révid vazlatot adunk.
Elgszor felvesziink egy fy fliggvényt tugy, hogy minden =z € I-re fo(z) € T(x). Ezt
a lépést kovetGen az ACP-tétel segitségével igazoljuk, hogy fo Baire-1 osztalyu fiigg-
vény. Végezetiil a torlodéasi lemma alkalmazésaval fo-t egy megszamlalhaté A halmazon
megvaltoztatva egy Baire-2 osztalyt f fiiggvényt készitiink, amelyre Ly = T. (Az igy
kapott f fiiggvény korlatossaga T' korlatossaga miatt trivialis.)

Definialjuk fo-t a kovetkezképpen: minden x € I esetén legyen fy(z) = max(7(z)).
Minthogy T'(z) sosem iires és T kompakt, ez a definicio kétségkiviil értelmes. Allitjuk,
hogy ez egy Baire-1 osztalyu fiiggvény. Ha egy kicsit atgondoljuk a dolgot, észrevehetjiik,
hogy ez egy jolismert tény, hiszen az igy felirt fiiggvény nyilvan feliilrgl félig folytonos, s
igy Baire-1 osztalyi. Mitobb, ez az allitds ekvivalens azzal, hogy a feliilr6l félig folytonos
fiiggvények Baire-1 osztalytak. Ugyanakkor az ACP-tétel miikodésének jobb megértése
érdekében célszertd végiggondolni, hogyan lehet bizonyitani ezt az allitast az ACP-tétellel.

Minden n € N-re meg fogunk adni egy 5, nyilt szalagot, mégpedig tgy, hogy e szalagok
sorozata egymasba skatulyazott legyen. Ennek elvi tobbletjelentése nincs, de a leiras
egyszertiségének szempontjabol hasznat fogjuk venni. Elgszor S, egy S! részhalmazat
definialjuk, amely (z, fo(x)) pontok kornyezeteinek uniojabol all. Legyen ezen kiérnyezet
sugara adott © € I és n esetén ¢, ,, ahol €, ,, a kovetkez§ harom feltételnek tesz eleget:
egyrészt lesz két egyszerd meéretfeltételiink, ¢, , < % és e4n < €4p—1 minden n > 2-
re. Ez nyilvan lehetséges. Masrészt lesz egy kissé bonyolultabb tgynevezett "belelogési

feltételiink", ami ezen kdrnyezet x tengelyre valé vetiiletével kapcsolatos. Nevezetesen:

1
Ve e I,Vn € NVr € R,r € B(z,e,,)-re fo(r) — folz) < -

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az (x, fo(z)) korili kérnyezet nem loghat be olyan r
folé, ahol kellsen nagyobb a fiiggvényérték. Miért lehetséges ez? T zartsaga miatt. Ha

ugyanis nem létezik ilyen kornyezete x-nek, ahol ez fennall, vehets egy z-hez konvergald



(zx) sorozat, amire minden k esetén fo(zx) > fo(x) + L. Ekkor (fo(2x))-nak, mint kor-
latos sorozatnak, van egy konvergens részsorozata. Ekkor viszont az (xy, fo(zx)) pontok-
nak lesz egy torlodasi pontja a sikon, melynek az elsé koordinataja x, a masodik pedig
legalabb %—nel nagyobb, mint fo(z) = max(7'(x)). Viszont T zart, igy ez nyilvanvaloan
ellentmondas, tehat valoban valaszthatéak az e, ,-ek gy, hogy mindharom feltételiinknek
eleget tegyiink. Ezen kornyezetek unidjat véve tehat minden n-re adodik egy S, nyilt hal-
maz, ami tartalmazza fy grafikonjat, s S, C S _; minden n > 2 esetén, hiszen S, azonos
koézépponti, kisebb sugara kornyezetek uniojabol all. Nekiink ez a nyiltsdg azonban még
nem elég: mi nyilt szalagokat szeretnénk legyartani. Van azonban egy egyszerii modja
annak, hogy egy tetsz6leges H' nyilt halmazt egy H nyilt szalaggd bévitsiink: legyen
minden z-re H(x) = (inf(H'(z)),sup(H’'(x)). Az abra is egy ilyen bévitést mutat abban
az esetben, ha H’ példaul néhany nyilt korlapbol all: az ehhez rendelt H a szaggatott
vonallal hatarolt nyilt halmaz. Konnyen lathato, hogy az igy kapott H valoban minden
esetben egy H'-t tartalmazo nyilt szalag. Ezzel az eljarassal készitjiik hat el S/ (x)-bol

Sp(x)-et. Az S, C 5,1 feltétel ekkor nyilvan 6roklgdik.

Ahhoz, hogy az ACP-tételt alkalmazhassuk, be kell latnunk, hogy S = N°2,S, = Go.
Az viladgos, hogy S tartalmazza Gy-t, hiszen S, minden n-re tartalmazta G, minden

pontjat, igy ez S,-re is igaz. Amit meg kell gondolnunk, hogy mas pontja nincs S-nek.



Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan = € I és y # fo(x), amire (z,y) € S. Két esetet
kiilonboztetliink meg.
(1) y > fo(z). Mivel (z,y) € S, minden n esetén, minden n-re létezik S/ -nek olyan
(z, z,) pontja, amire z, > y. Ezen (z,) sorozat nyilvan korlatos, s igy van egy
z > y torlodési pontja. Az S azonban Gy C T-beli pontok legfeljebb % sugaru
kérnyezeteibdl all, igy ebbdl kovetkezik, hogy (z,z) € T, mivel T zart. Tehat
T-nek van olyan x feletti pontja, melynek mésodik koordinatédja nagyobb, mint
fo(z) = max(T(x)). Ez ellentmondas, igy ezzel az esettel készen vagyunk.
(2) y < fo(z). Hasonloan okoskodva arra a megallapitasra juthatunk, hogy minden

n-re létezik S,-nek olyan (z, z,) pontja, amire z, < y. Legyen k € N olyan, hogy
y < fo(z) — ¢. Ekkor ha n > 2k, az S)-t alkoto nyilt kornyezetek kozott van
olyan, ami metszi v,-et, s egy olyan (z,, fo(z,)) pont koriil lett felvéve, amire
fo(zn) < fo(z) — 5z. Ez viszont definicié alapjan nem lehetséges: az (24, fo(zy))
koriili kérnyezet ugyanis a belelogasi feltétel miatt tgy lett megvalasztva, hogy ne
loghasson be x f6lé, 1évén ott tobb, mint ﬁ—val nagyobb a fliggvényérték. Fzzel
tehat ebben az esetben is ellentmondasra jutottunk. Igy mindkét esetben készen
vagyunk, igazoltuk, hogy f, Baire-1 osztalya fiiggvény.

Ezzel viszont gyakorlatilag a tétel bizonyitasaval készen vagyunk: a torlodasi lemma segit-

ségével egy megszamlalhaté A halmazon valtoztassuk meg fo-t tgy, hogy az A feletti

grafikonpontok halmazanak torlodéasi pontjai mar épp kiadjak 7-t. Jeldlje az igy kapott

fiiggvényt f, ekkor ez korlatos és Baire-2 osztalyt. Ugyanakkor most az egész fliggvényt

tekintve Ly = T', hiszen minden I\ A feletti pont T-beli, igy egyéb torlodasi pontok nem

jelenhetnek meg. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

O

A kovetkezSkben attériink tetszéleges, azaz nem feltétlentil korlatos Baire-2 osztalyu
fiiggvényekre. Mint latni fogjuk, ebben az esetben a feltételek is komplikaltabbak, és
a bizonyitas is némileg nehézkesebb. Mindazonaltal hasonléd dltalanossagu tételt fogunk

megfogalmazni.



Ezuttal is a sziikséges feltételek kigytijtésével kozelitjiik meg a problémat, amihez most
is kizarolag azt a tényt hasznaljuk fel, hogy f : I — R fiiggvény. Az most is nyilvanvalo,
hogy amennyiben L; = T', akkor T' zart. Viszont az mar korantsem igaz, hogy minden
x € I-re T(x)-nek nemiiresnek kell lennie. Legyen példaul f az a fiiggvény, ami 0-ban 0-t,
minden egyéb z-ben pedig %—et vesz fel. Ekkor L;(0) iires. Ugyanakkor az is sejthetd,
hogy Ly(z), s igy T'(x) nem lehet akdrmilyen C' halmazon iires. A kovetkezd lemmat

fogalmazhatjuk meg:

Lemma 4.1. Legyen f : I — R figgvény. Ekkor ha C = {x € I : L¢(x) = 0}, akkor C

eqy megszamldalhato halmaz.

Bizonyitds. Indirekten fogjuk bizonyitani az allitast, tegyiik fel, hogy C' nem megszam-
lalhat6. Legyen minden n természetes szamra C, = {x € C' : |f(z)| < n}. Ekkor C =
U, C, s 1gy a szamossagok egyenlGsége miatt létezik n, amire C), nem megszamlalhato.
Mivel azonban C,, nem megszamlalhato, tartalmazza egy torlodasi pontjat, c-t. Igy ehhez
tarthatunk egy C,-beli (¢;) sorozattal (¢; # c). Itt (f(c;)) korlatos, azaz van konvergens

részsorozata, s igy L¢(c) nem lehet iires. Ez ellentmondas, tehat C' megszamlalhato. O

Azt allitjuk, hogy mindezen sziikséges feltételek mar elégségesek is egyuttal, azaz:

Tétel 4.2. Eqy T C I x R halmazhoz pontosan akkor létezik f : I — R, Baire-2 osztdalyi
figgvény, amire Ly =T, ha

o T zart,

e T'(x) eqy megszamldlhats C' C I halmaz elemeitdl eltekintve nemiires, amennyiben

rel.

Bizonyitds. A bizonyitas menete analog lesz a korldtos esetével. Most is egy fy fiiggvény

definialasaval kezdiink, amirél be fogjuk latni, hogy Baire-1 osztaly.

Mindezt megel6zden a kovetkezd észrevételt tessziik: C' egy Gs halmaz. Legyen ugyanis

c € C tetsz6leges. Mivel T' zart, ennek minden n € N esetén létezik B, , kornyezete, amire



minden ¢-t6l eltér§ « € B.,, esetén T'(x) minden elemének abszolutértéke nagyobb, mint
n. Csak igy lehet ugyanis T'(c) iires. Ekkor adott n-re B, = Uqec Be, egy C-t tartalmazo
nyilt halmaz. Masrészt N2, B, = C, hiszen ebben a metszetben pontosan azon z-ek
vannak, amelyekre T'(z) minden eleme legalabb n abszolutértékd minden n esetén. Ez

viszont épp {z € I : T(x) = 0}, azaz C. Tehéat C valoban egy G5 halmaz.

Most méar hozzalatunk a fiiggvénykonstrukcionkhoz. ElGszor C-n definialjuk fo-t. Ehhez
vegyiik a megszamlalhato C egy felsorolasat: C' = {c1,cq,...}. Ezt kivetSen legyen
fo(cn) = n minden egyes n esetén. Az [\ C-n valo hozzarendelés ezuttal viszont nem
torténhet olyan kézenfekvé modon, mint a korlatos esetnél, minthogy egyéltalan nem
biztos, hogy minden 7T'(x)-nek van maximuma. Ezért 6vatosabban kell eljarnunk.

Definialjuk minden n természetes szamra a kovetkez6 halmazt:

(4.2) Upy=Azel:3reT(z)|rl <n}.

Ekkor mivel T' zart, konnyen meggondolhatoan a U,, halmazok mindegyike is zart. Fennall
tovabba, hogy U, C U,1, valamint hogy U2 U, = I \ C. Tehat minden x € I\ C-re
létezik egy legkisebb n,, amire x € U, . Ezt felhasznalva legyen fo(z) a T'(x) legnagyobb
olyan eleme, aminek abszolut értéke legfeljebb n,. Ez értelmes, mivel van ilyen elem és
T(x) zart. Teljesiil tovabba, hogy n, —1 < |fo(x)| < n,, hiszen egyébként x mar valamely
m < ng-re Uy-beli lenne. (Illetve n, = 1 esetén 0 =n, — 1 < |fo(z)| < n, = 1.)

Ezzel minden [-beli helyen definidltuk az fy-t, az ACP-tétel segitségével szeretnénk
belatni, hogy ez egy Baire-1 osztalyu fliggvény. Ehhez fogjuk megkonstrualni az .S, nyilt
szalagokat, illetve ezt megel6zGen a grafikonpontok e, ,, sugara koérnyezeteinek uni6jabol
allo S/ nyilt halmazokat. Az iméntihez hasonléan most is minden esetben fel fogjuk
tenni, hogy e,, < %, s hogy €, < €;,—1 minden n > 2-re. Ugyanakkor, minthogy az
fo-t ezuttal kiillonbozben definidltuk az egyes esetekben, a tovabbiakban is esetspecifikus
feltételeket fogunk megfogalmazni: kiilon-kiilon tekintjiik &t azon eseteket, amikor x € C|

s amikor x € I\ C.
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(1)

x € C. Ekkor x = ¢ valamely k természetes szamra. A C feletti grafikonpontok
koriil definialt S!-be tartozo kérnyezetek unidja legyen F,, s az E, vetiilete az
x tengelyre F,,. Valasszuk meg ezen kornyezeteket gy, hogy N2, F, = C. Ez
lehetséges, mivel C' egy G5 halmaz. Ezentil azt is feltessziik, hogy a B(cy,ec,.n) @
1, ..., c, pontok koziil csak a cx-t tartalmazhatja. Fzt szintén megtehetjiik, mivel
ez egy véges halmaz. Megjegyezziik, hogy mindebbdl kovetkezik, hogy N>, E,
éppen az fo|C grafikonja.

x € I\ C. Tegyiink el6szor néhany észrevételt ezzel a komplementerhalmazzal
kapcsolatban. Legyen Vi = Uj, n > 2 esetén pedig V,, = U, \ U,_1. Itt a
V., halmazok mindegyike F}, mint zart halmazok kiilonbsége. Tehat minden n-re
valaszthatok agy V,,; zart halmazok, ahol ¢ a természetes szamokon fut végig, hogy
Vi = U2, V,,;. Ekkor a V,,; halmazok megszamlalhato sokan vannak, igy vehetd
egy Wi, Wy, ... felsorolasuk. Legyen most x € Vj. Ekkor ¢, ,-nel kapcsolatban
elGszor is elvarjuk, hogy B(z,e,,) ne tartalmazza a ci, ca, ..., ¢, pontokat. Ez még
egy trivialis feltétel. Ezentil azt is kikotjiik, hogy a Wy, W, ..., W, halmazok koziil
csak azokat metszhesse, amikben benne van z. Ez lehetséges, mivel ez véges sok
zart halmaz. Utolso feltételiink egy specialis belelogasi feltétel lesz, nevezetesen,
hogy minden r € B(z,e,,,) N Vi-ra fo(r) — fo(z) < . Ennek a kielégithetdsege
hasonloéan igazolhat6, mint a korlatos esetben. Arra érdemes kitérni, hogy a-
mennyiben fy(z) negativ, akkor elképzelhetd, hogy més I \ C feletti grafikonbeli
pontokkal (z, —(k —1))-hez tudunk tartani. Ez viszont lehetetlen: ekkor a zartsag
miatt (z,—(k —1)) € T, azon beliill z € Uy_1, azaz x ¢ V}.

Ezzel megkonstrudltuk az S/ nyilt halmazt. A korlatos esetben tett lépésiinkkel analog
modon eljarva alkotjuk meg ebbdl az S, nyilt szalagot, amelyre minden x € I esetén
Sp(z) = (inf(S(x)),sup(S) (x))). Legyen NS, = S, s hasonloan N2 ,S! = S’. Ahhoz,
hogy az ACP-tételt alkalmazhassuk, belatjuk, hogy S = Gy. Az egyik irdnya tartalmazés

nyilvanvalo, koncentraljunk hat arra, hogy S C Gg, azaz hogy S-nek nincs olyan pontja,
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amely nem Gy-beli. Ezt minden z € I esetén kiilon vizsgaljuk, azaz S(z) C Go(z)-t

fogjuk igazolni. A korabbi esetszétvalasztast kovetjiik:

(1)

r € C. Ekkor z = ¢ valamely k természetes szamra. Tekintsiik az S (x) hal-
mazt. Amennyiben n > k, az S/ -t kiad6 nyilt kornyezetek koziil definici6 szerint
minddssze 1 metszheti v,-et: az (x, fo(z)) koriil felvett kornyezet. Igy kell6en nagy
n-re S;(r) = S,(z), s ez az S| (v) egyetlen nyilt intervallumbdl all, melynek sugara
legfeljebb % Igy n-nel végtelenbe tartva adodik, hogy S(x) egyetlen eleme fo(x),
azaz S(x) C Gy(x). Ezzel az esettel készen vagyunk.

x € I\ C. Ekkor z € Vi és © € W, valamely k és m természetes szamokra.
Tekintsiikk S) (x)-t. A kérdés az, mely grafikonpontok korili B((r, fo(r)),&rn)
kornyezetek metszhetik v,-et. Az vilagos, hogy kellGen nagy n esetén a (¢;, fo(c;))
koriili kérnyezet nem metszheti, hiszen az ilyen nyilt kornyezetek metszete pon-
tosan az fo|C grafikonjabol all. Teljesiil tovabb4a az is, hogy amennyiben n > m,
v-et kizarolag olyan r-re metszheti az (r, fo(r)) koriil felvett kornyezet, ame-
lyre r € W,,. Ezt ugyanis kikotottiik az ilyen kornyezetek véalasztasanal, hogy
B(r,e.n) a Wy, Wy, ..., W,, halmazok koziil csak az r-et tartalmazoakat metszhesse.
Tehat 0sszegezve, amennyiben n elég nagy, v,-et kizarolag olyan r-re metszheti az
(r, fo(r)) koriili kérnyezet, amelyre r € W,,. Csak ezek a helyek relevansak S(x)
szempontjabol. De mi is ez a W,,? A Vj, egy részhalmaza. Igy az itteni fiigg-
vényértékre is k — 1 < [fo(r)| < k, illetve k = 1 esetén k — 1 < |fo(r)| < k.
Szamunkra azonban csak az a fontos, hogy ekkor itt az f, fiiggvény korlatos, és
minden W,,-beli elemben fy(z) = max(7Ty(z)), ahol Ty, = (I x [—k,k])NT, mint a
torlodasi lemménal. Tehat az S(z) szempontjabol relevans helyeken pontosan ugy
definidltuk fo-t és az S/ -t alkot6 kornyezeteinket, mint az el6z6 tételben tettiik
volna, ha T helyett T}j-t tekintjiik. K&vetkezésképp ebben az esetben is pontosan
tigy fejezhets be S(x) C Go(x) bizonyitasa, mint akkor. Igy ezzel az esettel is

készen vagyunk.
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Innen pedig a befejezés a kordbban latottak alapjan trivialis. Egyszeriien most is a tor-
l6dasi lemma segitségével megvaltoztatjuk a fiiggvényt egy megszamlalhatéo A halmazon,
ugy, hogy az eredményiil kapott f fliggvényre L; = T. Ez ekkor nyilvin egy Baire-2
osztalyu fliggvény. Ezzel a tételt bizonyitottuk.

O

Ezzel a Baire-2 osztélyu fiiggvények ilyetén karakteriziciojat befejeztiik. Mésrészt a le-
vezetések arra is ravilagitottak, hogy 2-nél nagyobb « rendszam esetén a Baire-a osztalyt
fiiggvények ezzel a kérdéssel kapcsolatban nem tartogatnak Gjdonsagokat. Masképp fogal-
mazva, egy Baire-a osztalyu fiiggvény grafikonjdnak torlodasi halmaza mar egy Baire-2
osztalyu fiiggvény torlodasi halmazaként elGéll. Ez a magyarazata annak, hogy ebben a

dolgozatban miért csak a Baire-1 és a Baire-2 osztallyal foglalkozunk.

5. BAIRE-1 0SZTALYU FUGGVENYEK

Els6ként ezuttal is a korlatos esetre koncentralunk. Annak érdekében, hogy jobban
atlassuk a szituaciot, elgszor most is meggondoljuk, milyen sziikséges feltételek fogal-
mazhatok meg T-re vonatkozoélag. Mint latni fogjuk, a kordbbiakat kévetGen ez nem

jelent nagy nehézséget.

Tekintettel arra, hogy a Baire-1 osztalyud fliggvények egyszersmind Baire-2 osztélytak
is, az ott latott feltételek erre az esetre is atoroklédnek: 7' kompakt és a T'(z) sosem iires,
amennyiben x € I. Ugyanakkor vildgos, hogy ez nem elég. Nevezetesen ha L; =T, s egy

adott z-re a T'(z) tobbelemi, ott f-nek szakadési helye van. Viszont egy Baire-1 oszta-

cs

F, halmaz. Tehat ha D = {z : #(T(x)) > 1}, akkor D els6 kategoriaju F, halmaz.
Mint azt latni fogjuk, ennél tobb ezuttal sem kell. Miel6tt azonban a tételiinket kimon-
danank, vegyiik észre, hogy ha mar egyszer kikotjiik, hogy T' zart, akkor tautologikus
lenne kikotniink, hogy F, halmaz a D. Legyen ugyanis minden n természetes szimra

D, = {z : diam(T'(z)) > 1}. Ekkor kénny latni, hogy ezen D,, halmazok mindegyike
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zéart, és uniojuk épp a D. (Ebbdl az is kovetkezik, hogy tetszdleges n-re D, sehol sem stirt,
hiszen egyébként tartalmazna intervallumot, méarpedig D els6 kategoriaju). Igy T zart-
sagabol valoban kovetkezik, hogy a D halmaz F,. Tehat a kovetkezd tétel fogalmazhato

meg:

Tétel 5.1. Egy T' C I x R halmazhoz pontosan akkor létezik f : I — R, Baire-1 osztdlyi,

korldatos fiiggvény, amire Ly =T, ha

o 1" kompakt,
e minden x € [-re T'(x) nemiires,

e ha D ={z:#(T(x)) > 1}, akkor D elsé kategoridji halmaz.

Bizonyitds. Kezdjiik a bizonyitast f konstrukcidjaval: elGszor a torlodési lemma segit-
ségével definialjuk f-et ugy egy megszamlalhato A halmazon, hogy mar f|A grafikonja-
nak torlodasi pontjai kiadjak a T-t. Kénnyedén meggondolhato6, hogy ez megtehets tgy,
hogy az A halmaz diszjunkt legyen D-t6l. Ehhez annyi sziikséges ugyanis, hogy minden
x € I tetsz6leges kornyezetében legyen végtelen sok pont, ami I \ D-be esik, marpedig
ez nyilvan teljesiil, mivel D elsd kategoriaju. Masrészt I\ A-n definidljuk f-et ugy, mint
a korlatos Baire-2 esetben tettiik: legyen f(z) = max(T(x)). Ekkor L; = T legalabbis
fennéll, s nyilvan az is, hogy f korlatos.

Az igy definidlt f-re szeretnénk alkalmazni az ACP-tételt. A mar megszokott médon
most is el6bb a grafikonpontok e, ,, nyilt kérnyezeteinek uniojabol allo S; nyilt halma-
zokat adjuk meg, majd ezt egészitjiik ki nyilt szalagokka. S/, definicidja a szokasos méret-

feltételektsl eltekintve ezuttal is esetspecifikus lesz.

(1) z € A. Mivel A megszamlalhato, igy vehets egy {ai,as, ...} felsorolasa. Ekkor
x = ai valamely k£ természetes szdmra. Ekkor e, ,-nel kapcsolatban el6szor is
kikotjiik, hogy B(z,e,,) az ai,as,...,a, pontok koziil kizardlag az ai-t tartal-
mazhatja. A masik kikétésiink a D-be vald belelogéassal lesz kapcsolatos. Mivel

D elsé kategoriaju F, halmaz, léteznek Dy, D, ... sehol sem stri zart halmazok,

amelyekre D = U, D,,. Ezek koziil rdadasul egyik sem tartalmazza z-et, mivel
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(2)

x € A és az A halmaz diszjunkt a D-t6l. Igy kielégithets a "B(x, ¢,.,,) nem metszi
P Di-t" feltétel.

x € I'\A. Eloszor is az A halmaz elkeriilése végett B(z,e.,) az ay,as,...,ap

pontok egyikét se tartalmazhatja. Masrészt felidézziik a korlatos Baire-2 eset

belelogasi feltételét: ha r € B(x,e,,) \ A, akkor f(r) — f(z) < +.

Ezzel az S], halmazt definidltuk. Ezt a szokott médon - minden v, mentén az infimumot

és szuprémumot véve - egészitjiik ki az S, nyilt szalagga. Célunk igazolni, hogy ezen

Sp-ek S metszete éppen a G. A kihivast természetesen az jelenti, hogy S-nek minden

pontja G-beli. Ehhez tekintsiik S(z)-et minden x esetén. Héarom esetet kiilonboztetiink

meg x jellegébdl fakadoan:

(1)

x € A, azaz v = ai. Ekkor ha n > k, akkor az S/ -t kiadé kornyezetek koziil

kizarolag az (z, f(x)) koriili metszi v,-et. Ennélfogva S,,(x) = S) (z), és

5.(6) = (/(0) ~ 2 f(0) + 20) € (10 = 1, 1(0) + 1)

n

Ebbdl azonnal adodik, hogy S(z) kizarolag f(z)-et tartalmazhatja, tehét ezzel az
esettel készen vagyunk.

x € D. Ekkor valamely k természetes szamra x € D,. Ebben az esetben ha
n > k, akkor A feletti grafikonpontok koriil felvett kornyezetek nem metszhetik v,-
et. Tehat kell6en nagy n esetén kizarolag az I\ A pontjaival kell foglalkoznunk, ha
S, (z)-re vagyunk kivancsiak. Igy S(z) vizsgalataban is, amennyiben z € D, csak
ezen helyek lesznek relevansak. Ezeken a helyeken viszont pontosan tgy definidltuk
f-et és és az S) -t alkot6 kdrnyezeteinket, mint a korlatos Baire-2 esetben tekintett
fo-t és S/ -t. Ebbél adédoan az ott adott bizonyitasunk arra, hogy egy tetszéleges
x € I-re S(x) = Go(x), helytall itt is, amennyiben célunk S(z) = G(x) bizonyitasa.
Igy ezt az esetet is tisztaztuk.

x € I\ (AU D). Indirekt tegyiik fel, hogy S(x) tartalmaz f(z)-t6l eltérd y pontot.
Ekkor S/ (x)-nek minden n esetén van olyan z, pontja, amelyikre |f(z) — z,| >

|f(x) — yl|, azaz z, legalabb olyan tavol esik f(x)-t6l, mint y. Definicié alapjan
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G korlatos, igy nyilvan létezik olyan K € R, hogy barmelyik n és x esetén az
S! (z)-nek nincs K-nal nagyobb eleme. Ebbdl azonnal adédik, hogy a (z,) sorozat
korlatos. Igy van egy konvergens részsorozata, melynek hatarértéke z € R. Ekkor
nyilvan erre a z-re |f(x) — z| > |f(x) — y|, tehat f(x) # 2. Ugyanakkor mivel
(x, z,)-t6l legfeljebb % tavolsagra esik egy a G-beli pontok koziil, ezért (z,z2) a
G-nek is egy torlodasi pontja, azaz (x,z) € Ly. Ez viszont ellentmondas. Az f-re
ugyanis Ly = T, marpedig ebben az esetben T'(z) kizarolag f(x)-et tartalmazza,
Ls(z) pedig a most latottak alapjan z-t is. Tehat végss soron ezzel az esettel is

készen vagyunk.

Tehat S = G, az ACP-tétel ennélfogva alkalmazhat6. Azaz f olyan korlatos Baire-1
osztalyu fiiggvény, amelyre Ly = T.
O

Minthogy a korlatos esetet tisztaztuk, a tovibbiakban ratérhetiink az ezen dolgozatban
tekintett problémék koziil a legnehezebben kezelhetére: a nem feltétleniil korlatos Baire-
1 osztalyn fliggvények torlodasi halmazainak karakterizalasara. Ugyanakkor, mint latni
fogjuk, rendre a kordbbi 6tletek fognak visszakoszénni a bizonyitas soran. Az eddigiekben
megszokott sémat kdvetve ezittal is elGszor azon toprengiink el, milyen sziikséges feltételek

adhatoak meg T-vel kapcsolatban.

Az altalanos Baire-2 osztalyu fiiggvénygrafikonok torlodasi halmazaval kapcsolatos fel-
tételeink nyilvan itt is megjelennek: T zart halmaz, amelyre teljesiil, hogy T(x) = 0
kizarélag I egy megszamlalhatéo C' részhalmazan. Mivel T' zart, ez a részhalmaz ekkor is
Gs. Mindennél természetesen a korlatos Baire-1 eset mintajara tobb is sziikséges. Ezuttal
halmaztol eltekintve mindeniitt folytonos, s ezeken a folytonossagi helyeken #(L(z)) = 1,
s igy #(T(z)) = 1. Ovatosnak kell azonban lenniink. A korlatos esetben ugyanis

#(Ls(x)) = 1 mar garantalta, hogy a fliggvényiink z-ben vagy folytonos, vagy megsziinte-

1

thets szakadasa van. Itt azonban ez mar kordntsem igaz: példdnak okaért ha f(z) = 5,
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amennyiben z > %, és f(z) = 0, ha < 1, akkor habar L; (5) = {0}, hibés az a
kovetkeztetés, hogy %—ben f folytonos vagy megsziintethetéen szakad. Altalanosabban fo-
galmazva tigyelniink kell a végtelenbeli hatarértékekre. Tehat ha T-t bedgyazzuk [0, 1] x R-
be, és ebben lezarjuk, igy képezvén T-t, akkor erre is teljesiilnie kell, hogy a kiterjesztett
halmaz felett lehetnek tobbelemtiek. Természetesen az F, tulajdonsag kiilon kikotése itt

is felesleges: ha most minden n természetes szamra D, = {z : diam(T(z)) > 1}, akkor

ezen halmazokra teljesiil, hogy zértak, sehol sem stirtiek, s uniojuk D. Tehat most is elég

C s

Ha mindezen észrevételeinket kikotjiik, a korabban megszokottnal bonyolultabb feltétel-

rendszerhez jutunk. Allitjuk, hogy ez mar elégséges. A tétel precizen kimondva a kovetkezs:

Tétel 5.2. Fgy T C I x R halmazhoz pontosan akkor létezik f - I — R, Baire-1 osztdalyi
figgvény, amire Ly =T, ha
o T zart,

o T'(x) egy megszamldlhato C' halmaztdl eltekintve nemiires,

e ha D = {z: #(T(x)) > 1}, akkor D els¢ kategdridji halmaz.

Bizonyitds. Definidlni fogjuk egy megszamlalhato A halmazon f-et gy, hogy mar f|A
grafikonjanak torlodasi pontjai kiadjak a T-t. Ezt a torlodasi lemmaéaban el6irt modon
tessziik, hogy hasznalhassuk majd az azaltal adott erGsebb eredményt. Ez kétségkiviil
lehetséges. S6t, ez a 1épés most is megtehetd gy, hogy A diszjunkt legyen mind C-t6l,
mind D-t6l. Ezzel egy A halmazon definidltuk f-et. Térjiink most at I\ A-ra. Ttt
azt az eljarast fogjuk kovetni, amit az altalanos Baire-2 osztalyu fiiggvényekre vonatkozo
tételben adott konstrukcional. Egyrészt ha C' = {cy, ¢y, ...}, akkor f(c,) = n minden n
természetes szamra. Masrészt definialjuk most is az U, halmazokat, pontosan gy, mint
(4.2)-ben. Ezek ekkor is zart halmazok, persze lehetséges, hogy metszik A-t. Mindenesetre
az. A-ba nem belees§ helyeken f-et adjuk meg ugy, mint abban az esetben: ha x € U, \ A4,
legyen fo(x) a T'(z) legnagyobb olyan eleme, aminek abszolut értéke legfeljebb n. Ezzel
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f-et definidltuk I-n, s nyilvan teljesiil, hogy Ly = T: A-n ugyanis éppen igy definialtuk,

tovabba a végtelen sok C feletti grafikonpontot tartalmazé sorozatok nem konvergalnak,

az I\ (AU Q) feletti grafikonpontok pedig T-beliek. Tehat G minden torlédasi pontja

egyszersmind A feletti grafikonpontoknak is torlodasi pontja, s azok épp T-t adjék ki.

(Megjegyezziik, hogy C' metszheti D-t, erre egy helyiitt tigyelniink is kell majd.)

Az igy definidlt f-re szeretnénk alkalmazni az ACP-tételt a grafikonpontok e, , nyilt

kérnyezeteinek unidjabol allé S/ nyilt halmazokat megadva, majd ezeket nyilt szalagokka

kiegészitve. S definicioja a szokasos méretfeltételektdl eltekintve ezuttal is esetspecifikus

lesz, ugyanakkor tobb izben a korabbi feltételek analogonjai fognak megjelenni, ezért

nem fogunk mindent ismét kirészletezni. Atvessziik tovabba a korabbi jeloléseinket: A =

{a1,as,...}, C ={c1,co, ...}, valamint D = U2, D,,, ahol a D,, sehol sem stirti zart halmaz

minden n esetén.

(1)

x € U, x = ¢. Itt rendkiviil kényelmesen definidlhatjuk a e, , sugart kornyezete-
ket, jelesiil egy az egyben atvehetGk az altalanos Baire-2-es eset kikotései. Tehat
ha E, a C feletti grafikonpontok koriil definialt S)-be tartozé kérnyezetek unidja,
s az I, vetiilete az x tengelyre F},, akkor valasszuk meg ezen kornyezeteket gy,
hogy N | F,, = C. Tegyiik fel tovabba, hogy B(ck,ee,.n) a ci1, ..., ¢, pontok koziil
csak a ¢,-t tartalmazhatja. Az egyszertiség kedvéért végil kossiik ki, hogy ¢,-nak
ez a nyilt kérnyezete aq, ..., a,-t se tartalmazza. Itt is megjegyezziik, hogy ekkor
N> E, éppen az fo|C grafikonja.

x € A. Ttt elszor is a korlatos Baire-1 eset idevagd feltételét érdemes fel-
idézni. Tehat a B(z,e,,,) nem metszi a Dy, Do, ..., D,, zart halmazokat, valamint
az ap,as, ...,a, pontok koziil csak az x-et tartalmazhatja. Ezt a feltételt még
kiegészitjuk azzal, hogy ezek a kornyezetek a C-t is kertiljék el, azaz ez a kornyezet
a ¢y, Co, ..., ¢, pontokat sem tartalmazza.

x e\ (AUC). Az altalanos Baire-2 eset idevago feltételrendszerét fogjuk szinte
egy az egyben atiiltetni ide. Ehhez definidljuk a V,, és W, halmazokat gy, mint
ott: Vi = Uy, n > 2 esetén pedig V,, = U, \ U,_1. Ekkor a V,, halmazok F,
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halmazok. Az Gket kiadd zart halmazok egy felsorolasa legyen Wi, W, .... Most
ha z € Vi, a B(x,e,,) kornyezettsl azt koveteljiik meg, hogy ne tartalmazza
a cq,Co, ..., Cc, pontokat, a Wy, Wy, ..., W, halmazok koziil pedig csak azokat met-
szhesse, amikben x benne van. Ezentil természetesen kikotiink még egy belelogasi
feltételt: minden r € B(x,&,,) N Viera fo(r) — fo(z) < L. Ezek eddig a Baire-2
esetben megfogalmazott feltételek, ezt egészitjiik ki még azzal, hogy ez a B(x, e,.,)

kérnyezet az aq,as, ..., a, pontokat sem tartalmazza.

Ezzel az S! halmazt definidltuk. Ezt a szokott modon egészitjuk ki az S, nyilt szalagga.

Célunk igazolni, hogy ezen S,,-ek S metszete éppen a G. A kihivast ismét az jelenti, hogy

S-nek nincs G-n kiviil es§ pontja. Ehhez tekintsiik S(x)-et, illetve S’(x)-et minden x

esetén.

Tobb esetet kiilonboztetiink meg x jellegébdl fakadoan, ezek konkrét kezelése is

jorészt mar kordbban latott gondolatokon alapul.

(1)

x € C, x = ¢ Ez az eset trividlis: k-nal nem kisebb n-re S/ (x) kizardlag az
(z, f(z)) koriili kérnyezet v,-szel vett metszetébdl all, igy S,(z) is. Ennélfogva
Sn(z) egy legfeljebb 2 atmeérdjd intervallum, amely tartalmazza f(z)-et. Igy S(z)
egyetlen eleme f(x), s épp ezt akartuk megmutatni.

x € A, x = ai. Tekintettel arra, hogy A is egy megszamlalhatd halmaz, és az
S/ -t add nyilt kornyezetek feltételrendszere ugyanigy viszonyult az A-hoz, mint
a C-hez, az imént latott gondolatmenet itt is mikodik. Igy ekkor S(x) most is
kizarolag f(x)-bol &l

z € D\ C. Ekkor valamely k természetes szdmra x € Dy. Ebben az esetben ha
n > k, akkor az A feletti grafikonpontok koriil felvett B((x, f(x)), £2.n) kOrnyezetek
nem metszhetik v,-et. Fennall tovabba, hogy kell6en nagy n-re C' feletti grafikon-
pontok koriil felvett kornyezetek se metszhetik v,-et, hiszen az ilyen koérnyezetek
egymasba skatulyazottak és metszetiik kizarolag f|C grafikonjabol all. Tehat ha
Sy (z)-re vagyunk kivancsiak, kell6en nagy n esetén pusztan az I \ (AU C) pont-
jaival kell foglalkoznunk. Igy S(x) vizsgalataban is, amennyiben 2 € D\ C, csak
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ezen helyek lesznek relevansak. Ezeken a helyeken viszont pontosan tgy definial-
tuk az f-et és az S) -t alkoto kornyezeteinket, mint a nem korlatos Baire-2 esetben
tekintett fo-t és az S/-t alkot6 kérnyezeteket. Ebbdl adoddan az ott adott bi-
zonyitasunk arra, hogy egy tetszéleges © € I-re S(x) = Gy(z), helytall itt is,
amennyiben célunk S(x) = G(x) bizonyitasa. Igy ezt az esetet is tisztaztuk.

(4) z € I\ (AUC U D). Indirekt tegyiik most fel, hogy S(z) tartalmaz f(x)-t6l eltérd
y pontot. Ekkor S/ (z)-nek minden n esetén valaszthato egy olyan z, pontja, ame-
lyre |f(x) — z,| > | f(x) —y|, azaz z, legalabb olyan tavol esik f(z)-t6l, mint y. Ha
n kell6en nagy, akkor ez az (z, z,,) pont egy olyan grafikonpont koriili kérnyezetbdl
keriil ki, ami I \ C felett van. Ugyanis elég nagy n-re a C feletti grafikonpontok
koriil felvett kornyezetek nem metszhetik v,-et a feltételeink alapjan.

Ekkor a (z,) sorozatnak R-ben van egy z torlodési pontja. Ekkor nyilvan erre a z-re
is |f(x)—z| > |f(z) —y|, tehat f(x) # 2. Ugyanakkor kellen nagy n-re (x, z,)-t6l
legfeljebb % tavolsagra esik egy nem C feletti G-beli pont. Kovetkezésképp (z, z)-
hez tudunk konvergélni olyan (p,) grafikonpontokkal, amelyek I\ C' felett vannak.
Feltehetd, hogy ezen grafikonpontok mind eltéréek. Ekkor ezek vagy T-beliek,
vagy A felettiek. Ugyanakkor adott € > O-ra kell6en nagy n esetén egy A-beli p,
grafikonpont is legfeljebb € tavolsagra esik egy T-beli ponttdl, mint arra a torlédasi
lemma bizonyitasat kévetGen felhivtuk a figyelmet. Ebb6l azonnal latszik, hogy
T-nek is pontja (z,2). Bz viszont ellentmondas. Ugyanis T'(z) az esetfeltételbol
adododan kizarolag f(x)-et tartalmazza. Tehat végss soron ezzel az esettel is készen

vagyunk.

Tehat S = G, igy az ACP-tétel alkalmazhat6. Azaz f olyan Baire-1 osztalyu fiiggvény,
amelyre Ly = T. Mi épp egy ilyen fliggvény létezését ohajtottuk igazolni, ezzel a tétel
bizonyitasat befejeztiik.

O
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6. EGY KIS KITERO

Ezen tételeket kovetSen idekivankozik egy megjegyzés. Nevezetesen az utolso tétel
feltételei kozott szerepelt egy kikotés T-re vonatkozolag. Ugyanakkor az altalunk adott

konstrukciora az nem feltétleniil 4ll fenn, hogy T = L.

Legyen példaul T' a kovetkezs zart halmaz: legyen C' = {% :n € N}U{0}, ¢; =0,
valamint n > 2 esetén ¢, = —. Legyen minden C-n kiviil es6 « pontra T'(z) = {—d(x;m},
ahol d(z,C) az x pont C-t8l valo tavolsiga. Ekkor erre a T-re kénnyen atlathatoan
teljesiilnek a tétel feltételei. Az is igaz, hogy T(0) = {—oo}. Tekintsiik most f-et,
konkrétan L;(0)-t. Emlékeztetiink, hogy a konstrukciénkban f(c,) = n. Nem nehéz
meggondolni, hogy ekkor L;(0) = {—o0,+00}. Tehat habar L;(0) = T(0) = 0, azaz az

eddig vizsgilt halmazaink egyeznek, de T(0) # L(0).

Ez tehat felvet két djabb kérdést: igaz-e az altalanos, azaz nem feltétleniil korlatos
Baire-1 és Baire-2 osztalyu fiiggvényekre vonatkozo tételeink egy olyan erdsebb valtozata,
miszerint olyan f is létezik ugyanazon feltételek mellett, ami egyidejtleg kielégiti az Ly =
T és az L_f = T feltételeket. Ezen kérdések azonban egyszertien megvalaszolhatéak.
Az vilagos, hogy a megadott konstukciokban T C L_f Valoban, 7" minden pontjihoz
van tetszélegesen kozel G-beli pont, igy ha tekintjiikk T egy (x,00) alaku pontjat, akkor
ehhez is tarthatunk G-beli pontokkal. Tehat ha L_f £ T, az azt jelenti, hogy T valodi
részhalmaza L_f—nek.

A bizonyitasokbol jol latszik, hogy csak C' feletti grafikonpontokkal tarthatunk egy
olyan L_f—beli ponthoz, ami nem T-beli. Nevezetesen ha tekintjiik grafikonpontok olyan
I xR-ben konvergens (p, ) sorozatit, ami csak véges sok C feletti grafikonpontot tartalmaz,
akkor ennek egy id6 utdn mar csak A feletti vagy T-beli elemei vannak. Viszont az A feletti
pn-ek is elég nagy n esetén mar tetszélegesen kozel vannak egy T-beli ponthoz (feltéve
a torlodasi lemma erGsebb valtozatat), igy L_f olyan pontjai, amikhez ilyen grafikonbeli

sorozat konvergél, egyszersmind T-beliek is. Tehat ha van L_f—nek olyan P pontja, ami
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nem 7T-beli, akkor ehhez létezik kizarolag C' feletti grafikonpontokbol all6 sorozat, ami
P-hez konvergal.

Ez viszont konnyedén orvosolhato: ha C' = {¢y, co, ...}, akkor legyen | f(c,)| = n minden
n természetes szamra. A konkrét elGjel attol fiigg, hogy T-nek a (c,, +00) vagy (c,, —00)
jelenik meg a végtelenbeli pontjai kozott. Ha mindkettd eléfordul, akkor mondjuk legyen
f(cn) = n. Haigy adunk értéket a C-beli pontokban, az az Ls-et nyilvan nem véltoztatja
meg, s igy tovabbra is Ly = T". Valoban, hiszen ha C feletti grafikonpontok egy sorozata
konvergal egy [0, 1] x R-beli ponthoz, akkor az vagy (z, +-00), vagy (r, —oo) alaki. Tegyiik
fel, hogy az elébbi 4ll fenn, a két eset 1ényegében szimmetrikus. Tehat egy (c,, ) soroza-
tra (cn,, f (cn,)) tart (z,+00)-hez, azaz (c,,) tart x-hez, (f (c,,)) tart +oo-hez. Ekkor
feltehetS, hogy minden f (c,, ) pozitiv: a negativ tagokat kidobhatjuk, hiszen csak véges
sokan lehetnek. Ekkor definicié alapjan c,, -nak az n—lk sugaru kérnyezetében vélaszthato
olyan ay, amire T'(ay)-nak van az ng-nal nagyobb eleme. Legyen ez a T-beli pont tj.
Ekkor minden k-ra ezt a t;-t kivalasztva nyilvan egy olyan T-beli elemekbdl 4116 sorozatot
kapunk, ami szintén (z, +00)-hez tart. Tehat minden L_f—beli elem egyszersmind T-ben is

benne van. Ezzel ezt a kérdést is tisztaztuk.
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1. Fiiggelék

A témavezetémhoz én fordultam azzal a kérdéssel, hogy a dolgozatban &attekintett
torlodasi halmazok karakterizdlva vannak-e mar. Miutan ravilagitott arra, hogy ez a
kérdés tetszGleges fliggvény megengedése mellett igen egyszert, azt javasolta, koncentral-
jak inkabb specialis fiiggvényosztalyokra. Igy dontottem a Baire-1 és Baire-2 osztalyu
fiiggvények vizsgalata mellett.

A bizonyitasok két részre tagolodnak: egy fliggvénykonstrukciora, illetve a megfelelGen
megkonstrualt fliggvény Baire-osztalyanak vizsgéalatara. Ezek két tétel alkalmazasan ala-
pulnak: ezek az Agronsky, Ceder és Pearson &ltal adott Baire-1 fliggvényekre vonatkozo
karakterizacio, illetve egy, a témaban bevezetG kérdést lekezel§ tigynevezett torlodasi
lemma, melyet az itt valo alkalmazasra én dolgoztam ki. (Bar nincs kétségem azzal kapcso-
latban, hogy ez mar korabban is 1étezd eredmény volt valamilyen formaban.) Ezen tételek
szerepe a kutatasban elvitathatatlan: a torlédasi lemma a konstrukciok kulcslépése, az
Agronsky-Ceder-Pearson-féle karakterizacié pedig rendkiviil hasznos, ha egy alapvetGen
grafikonjaval definialt fliggvényrsl akarjuk igazolni, hogy Baire-1 osztalyd. Minthogy
ezen eszkozok mindegyike elemi, az ezeken tilmutato gondolatmenetek is jorészt egyszert

otleteket alkalmazo, igaz, olykor hosszadalmas és tobb 1épésbdl 4ll6 manipuléciok.
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