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VALÓS FÜGGVÉNYGRAFIKONOK TORLÓDÁSI PONTJAI A SÍKON

MAGA BALÁZS

Tartalmi kivonat. Az elmúlt évtizedekben E. S. Thomas, S. J. Agronsky, J. G. Ceder,

és T. L. Pearson a valós Baire-1 osztályú függvényeket gra�konjuk alapján karakter-

izálta. Ebben a dolgozatban ezen eredmények felhasználásával a következ® problémával

foglalkozunk: legyen T adott halmaz [0, 1] × R-ben. Mikor létezik olyan f : [0, 1] → R

függvény, mely gra�konjának torlódási pontjai épp T -t adják ki? Megmutatjuk, hogy ha

egy halmaz el®áll egy függvény gra�konjának torlódási halmazaként, akkor létezik ilyen

Baire-2 osztályú függvény is. Külön-külön karakterizáljuk a korlátos, illetve a nem kor-

látos Baire-2 osztályú függvényeknél fellép® T halmazokat. Ezt követ®en megvizsgáljuk

az analóg kérdést Baire-1 osztályú függvények esetén is.
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1. Bevezetés

Az utóbbi hatvan évben több olyan eredmény is született, ami bizonyos valós függ-

vényosztályokat a hozzájuk tartozó függvények gra�konjainak leírásával karakterizált. A

Baire-1 osztályú függvények esetében ezek közül E. S. Thomas 1967-es, valamint Agron-

sky, Ceder és Pearson 1998-as cikkét érdemes megemlíteni (lásd [1] és [2]): az el®bbi a

korlátos Baire-1 függvényekre fogalmazott meg egy ekvivalens de�níciót, az utóbbiban ezt

az eredményt általánosították a nem feltétlenül korlátos esetre. Ezen dolgozatban szintén

egy olyan kérdéssel fogunk foglalkozni, amely Baire-1 és Baire-2 osztályú függvényeket a

gra�konjuk egy bizonyos tulajdonsága alapján vizsgál. Nevezetesen arra leszünk kívánc-

siak, hogy egy adott T ⊆ [0, 1] × R halmazhoz mikor létezik olyan megfelel® osztályú

f : [0, 1]→ R függvény, amire az f gra�konjának torlódási pontjai épp a T -t adják ki.

Ezen kérdésekre fogunk az elkövetkez®kben választ adni, mégpedig mindkét szituációban

két lépésben: a problémakör tárgyalását egyszer¶síti, ha el®bb arra az esetre koncen-

trálunk, amikor f korlátosságát is kikötjük, s ezt követ®en térünk át az általános esetre.

2. Jelölések

A dolgozatban a következ® jelöléseket fogjuk használni: az f valós függvény gra�konját

a síkon G jelöli. Az f0 függvényét analóg módon G0. Az f valós függvényhez tartozó G

gra�kon torlódási pontjainak halmaza legyen Lf . Az x = r egyenlet¶ függ®legest vr jelöli.

Ha H síkbeli halmaz, r pedig valós szám, H-nak a vr függ®leges egyenessel való metszete

H(r). Amennyiben ennek eleme egy (r, y) pont, azt az egyszer¶ség kedvéért y ∈ H(r)-

rel jelöljük. Az r pont ε sugarú nyílt környezete B(r, ε). Ezalatt valamikor egy R-beli

pont egydimenziós környezetét, máskor egy R2-beli pont kétdimenziós környezetét értjük.

Hogy konkrétan melyiket, azt az adott esetben mindig azzal tesszük világossá, hogy a

középpont egy R-beli pont vagy egy R2-beli pont. A [0, 1] intervallumot a továbbiak-

ban I intervallumnak nevezzük. A H halmaz számosságára a #(H) jelölést alkalmazzuk

az átláthatóság megkönnyítése érdekében. A H halmaz átmér®je diam(H). Végül, ha
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A ⊆ I, f értelmezve van az A-n és a ∈ A, akkor esetenként (a, f(a))-ra, mint A feletti

gra�konpontra hivatkozunk.

3. El®zmények és el®készületek

A bevezet®ben már említettük Thomas, illetve Agronsky, Ceder és Pearson eredményét.

Az utóbbi az el®bbi általánosítása. Ennek nagy hasznát fogjuk venni a levezetéseink

folyamán, így mindenképp idekívánkozik ezen tétel kimondása. Ehhez el®ször is szük-

ségünk lesz egy de�nícióra.

De�níció 3.1. Egy S ⊆ I×R nyílt halmazt nyílt szalagnak nevezünk, amennyiben minden

r ∈ I-re S(r) nyílt intervallum.

Ezen de�níció segítségével adták meg [2, Theorem 2.2]-ben a Baire-1 osztályú függvények

következ® karakterizációját:

Állítás 3.1. Egy f : I → R függvény pontosan akkor Baire-1 osztályú, ha létezik (Sn)

nyílt szalagok végtelen sorozata, amire ∩∞n=1Sn = G.

A továbbiakban erre a tételre ACP-tétel néven fogunk hivatkozni. Mint azt látni fogjuk, ez

a tétel egy rendkívül jól alkalmazható eszközt nyújt nekünk, amennyiben célunk bizonyos

függvények Baire-1 tulajdonságának igazolása. Emellett fel fogunk használni alapvet®

klasszikus eredményeket Baire-1 osztályú függvényekkel kapcsolatban, melyek például

[3]-ban említésre kerülnek. Ezentúl minden esetben alkalmazni fogjuk a következ® úg-

ynevezett torlódási lemmát, ami az eredeti problémánk egy variánsával foglalkozik:

Lemma 3.1. Amennyiben T ⊆ I × R zárt halmaz, akkor létezik olyan A ⊆ I megszám-

lálható halmaz, amire létezik f : A→ R függvény, hogy Lf = T .

Bizonyítás. Bontsuk fel T -t a következ®képp: legyen Ti = (I × [−i, i]) ∩ T minden i

természetes számra. Ekkor minden Ti kompakt, hiszen egy zárt és egy kompakt halmaz

metszete. Vegyünk fel T1 minden pontja körül egy 1 sugarú környezetet. Ekkor ezek

közül kiválasztható T1-nek egy véges nyílt fedése. Vegyünk fel az összes, ezen fedésbe
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beletartozó környezetben egy pontot úgy, hogy ezek x koordinátái mind különböz®ek

legyenek. Ez induktívan nyilván megtehet®, mivel minden környezetben végtelen sok x

koordináta közül választhatunk. Jelölje az ezen lépésben felvett síkbeli pontok halmazát

H1, a pontok x koordinátáinak halmazát pedig A1.

Most hasonlóan vegyünk fel 1
2
sugarú környezeteket T2 minden pontja körül, válasszuk

ki ezekb®l T2 egy véges fedését, majd az így kiválasztott környezetekben vegyünk fel pon-

tokat. Számossági okoskodás miatt ez ezúttal is megtehet® úgy, hogy a korábban felvett

pontok x koordinátáival se legyen összeesés. Itt az iméntivel analóg módon de�niáljuk

a H2 és az A2 halmazt. A továbbiakban ezt induktívan folytatjuk, az n. lépésben Tn-

beli pontok körül 1
n
sugarú környezeteket véve veszünk fel a korábbiaktól és egymástól is

különböz® x koordinátájú pontokat, és de�niálunk egy véges Hn és An halmazt.

Legyen most A = ∪∞n=1An, valamint H = ∪∞n=1Hn. Ekkor ezek megszámlálható halma-

zok. Legyen f az a függvény, ami minden x ∈ A-hoz az x felett az iménti eljárás során

felvett pont y koordinátáját rendeli. Ez a gra�konpont ekkor H-beli. Azt szeretnénk

belátni, hogy erre az f -re fennáll, hogy Lf = T . Ezt két tartalmazás igazolásával tesszük

meg.

(1) T ⊆ Lf . Valóban, tekintsünk ugyanis tetsz®leges T -beli P pontot. Ekkor megfelel®

k-ra P ∈ Tk. Ekkor minden k-nál nagyobb n-re léteznek xn ∈ An eltér® pontok,

amikre az (xn, f(xn)) pont P -t®l vett távolsága kisebb, mint 1
n
. Így létezik P -t®l

különböz® G-beli pontok sorozata, ami P -hez tart, azaz T ⊆ Lf . Ezzel az iránnyal

tehát készen vagyunk.

(2) Lf ⊆ T . Vegyünk tetsz®leges Lf -beli P pontot. Mivel ez G torlódási pontja,

létezik G-beli pontok egy olyan (pn) sorozata, ami P -hez konvergál, és minden

elemét egyszer tartalmazza. Ekkor ha k adott, elég nagy n-re pn egy olyan Hm-b®l

kerül ki, amirem ≥ k. Ez azt jelenti, hogy a pn pont 1
k
-nál közelebb esik egy T -beli

ponthoz. Tehát a (pn) sorozatot tetsz®legesen megközelíthetjük T -beli pontokkal,

amib®l következik, hogy (pn) határértéke benne van a zárt T halmazban, azaz

P ∈ T . Tehát Lf ⊆ T , így ezt a tartalmazást is igazoltuk.

4



Ezzel a lemma bizonyítását befejeztük.

�

Vegyük észre, hogy igazából többet bizonyítottunk, mint azt állítottuk: A és f nem

pusztán azzal a tulajdonsággal rendelkezik, hogy Lf = T , hanem azzal is, hogy csak véges

sok olyan gra�konpont létezik, amelynek távolsága T -t®l nagyobb, mint egy adott ε > 0.

A kés®bbiekben lesz olyan eset, amikor ezt az er®sebb eredményt fogjuk felhasználni.

4. Baire-2 osztályú függvények

A korábban beharangozottakhoz h¶en els®ként a korlátos esettel fogunk foglalkozni.

El®ször néhány T -re vonatkozó szükséges feltételt fogalmazunk meg.

Nyilvánvaló, hogy amennyiben Lf = T fennáll, T -nek kompakt halmaznak kell lennie:

mint G torlódási pontjainak halmaza, zárt, s mivel f , s így G korlátos, T is az. Van

továbbá egy másik könnyedén végiggondolható feltétel: T (x) sosem üres, ha x ∈ I. Amint

ugyanis (xn) egy tetsz®leges x-hez tartó sorozat (xn 6= x), az (xn, f(xn)) pontokból álló

R2-beli sorozat korlátos, s így van konvergens részsorozata. Ez viszont ekkor nyilván egy

olyan ponthoz tart, melynek els® koordinátája x, s így T zártsága miatt ez is T -beli.

Tehát valóban, T (x) sosem üres.

Vegyük észre, hogy ezen szükséges feltételek felírásánál még sehol nem használtuk ki,

hogy f -nek Baire-2 osztályú függvénynek kell lennie. Ennek ellenére, mint azt látni fogjuk,

ezen feltételek elégségesek, tehát ha egy halmaz el®áll egy korlátos függvény gra�konjának

torlódási halmazaként, akkor létezik hozzátorlódó korlátos Baire-2 osztályú függvény is.

Azaz:

Tétel 4.1. Egy T ⊆ I×R halmazhoz pontosan akkor létezik f : I → R, Baire-2 osztályú,

korlátos függvény, amire Lf = T , ha

• T kompakt,

• T (x) sosem üres, amennyiben x ∈ I.
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Bizonyítás. Miel®tt hozzálátnánk a tényleges bizonyításhoz, egy rövid vázlatot adunk.

El®ször felveszünk egy f0 függvényt úgy, hogy minden x ∈ I-re f0(x) ∈ T (x). Ezt

a lépést követ®en az ACP-tétel segítségével igazoljuk, hogy f0 Baire-1 osztályú függ-

vény. Végezetül a torlódási lemma alkalmazásával f0-t egy megszámlálható A halmazon

megváltoztatva egy Baire-2 osztályú f függvényt készítünk, amelyre Lf = T . (Az így

kapott f függvény korlátossága T korlátossága miatt triviális.)

De�niáljuk f0-t a következ®képpen: minden x ∈ I esetén legyen f0(x) = max(T (x)).

Minthogy T (x) sosem üres és T kompakt, ez a de�níció kétségkívül értelmes. Állítjuk,

hogy ez egy Baire-1 osztályú függvény. Ha egy kicsit átgondoljuk a dolgot, észrevehetjük,

hogy ez egy jólismert tény, hiszen az így felírt függvény nyilván felülr®l félig folytonos, s

így Baire-1 osztályú. Mitöbb, ez az állítás ekvivalens azzal, hogy a felülr®l félig folytonos

függvények Baire-1 osztályúak. Ugyanakkor az ACP-tétel m¶ködésének jobb megértése

érdekében célszer¶ végiggondolni, hogyan lehet bizonyítani ezt az állítást az ACP-tétellel.

Minden n ∈ N-re meg fogunk adni egy Sn nyílt szalagot, mégpedig úgy, hogy e szalagok

sorozata egymásba skatulyázott legyen. Ennek elvi többletjelentése nincs, de a leírás

egyszer¶ségének szempontjából hasznát fogjuk venni. El®ször Sn egy S ′n részhalmazát

de�niáljuk, amely (x, f0(x)) pontok környezeteinek uniójából áll. Legyen ezen környezet

sugara adott x ∈ I és n esetén εx,n, ahol εx,n a következ® három feltételnek tesz eleget:

egyrészt lesz két egyszer¶ méretfeltételünk, εx,n ≤ 1
n
és εx,n ≤ εx,n−1 minden n ≥ 2-

re. Ez nyilván lehetséges. Másrészt lesz egy kissé bonyolultabb úgynevezett "belelógási

feltételünk", ami ezen környezet x tengelyre való vetületével kapcsolatos. Nevezetesen:

∀x ∈ I,∀n ∈ N,∀r ∈ R, r ∈ B(x, εx,n)-re f0(r)− f0(x) <
1

n

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az (x, f0(x)) körüli környezet nem lóghat be olyan r

fölé, ahol kell®en nagyobb a függvényérték. Miért lehetséges ez? T zártsága miatt. Ha

ugyanis nem létezik ilyen környezete x-nek, ahol ez fennáll, vehet® egy x-hez konvergáló
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(xk) sorozat, amire minden k esetén f0(xk) ≥ f0(x) +
1
n
. Ekkor (f0(xk))-nak, mint kor-

látos sorozatnak, van egy konvergens részsorozata. Ekkor viszont az (xk, f0(xk)) pontok-

nak lesz egy torlódási pontja a síkon, melynek az els® koordinátája x, a második pedig

legalább 1
n
-nel nagyobb, mint f0(x) = max(T (x)). Viszont T zárt, így ez nyilvánvalóan

ellentmondás, tehát valóban választhatóak az εx,n-ek úgy, hogy mindhárom feltételünknek

eleget tegyünk. Ezen környezetek unióját véve tehát minden n-re adódik egy S ′n nyílt hal-

maz, ami tartalmazza f0 gra�konját, s S ′n ⊆ S ′n−1 minden n ≥ 2 esetén, hiszen S ′n azonos

középpontú, kisebb sugarú környezetek uniójából áll. Nekünk ez a nyíltság azonban még

nem elég: mi nyílt szalagokat szeretnénk legyártani. Van azonban egy egyszer¶ módja

annak, hogy egy tetsz®leges H ′ nyílt halmazt egy H nyílt szalaggá b®vítsünk: legyen

minden x-re H(x) = (inf(H ′(x)), sup(H ′(x)). Az ábra is egy ilyen b®vítést mutat abban

az esetben, ha H ′ például néhány nyílt körlapból áll: az ehhez rendelt H a szaggatott

vonallal határolt nyílt halmaz. Könnyen látható, hogy az így kapott H valóban minden

esetben egy H ′-t tartalmazó nyílt szalag. Ezzel az eljárással készítjük hát el S ′n(x)-b®l

Sn(x)-et. Az Sn ⊆ Sn−1 feltétel ekkor nyilván örökl®dik.

Ahhoz, hogy az ACP-tételt alkalmazhassuk, be kell látnunk, hogy S = ∩∞n=1Sn = G0.

Az világos, hogy S tartalmazza G0-t, hiszen S ′n minden n-re tartalmazta G0 minden

pontját, így ez Sn-re is igaz. Amit meg kell gondolnunk, hogy más pontja nincs S-nek.
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Indirekt tegyük fel, hogy létezik olyan x ∈ I és y 6= f0(x), amire (x, y) ∈ S. Két esetet

különböztetünk meg.

(1) y > f0(x). Mivel (x, y) ∈ Sn minden n esetén, minden n-re létezik S ′n-nek olyan

(x, zn) pontja, amire zn > y. Ezen (zn) sorozat nyilván korlátos, s így van egy

z ≥ y torlódási pontja. Az S ′n azonban G0 ⊆ T -beli pontok legfeljebb 1
n
sugarú

környezeteib®l áll, így ebb®l következik, hogy (x, z) ∈ T , mivel T zárt. Tehát

T -nek van olyan x feletti pontja, melynek második koordinátája nagyobb, mint

f0(x) = max(T (x)). Ez ellentmondás, így ezzel az esettel készen vagyunk.

(2) y < f0(x). Hasonlóan okoskodva arra a megállapításra juthatunk, hogy minden

n-re létezik Sn-nek olyan (x, zn) pontja, amire zn < y. Legyen k ∈ N olyan, hogy

y < f0(x) − 1
k
. Ekkor ha n ≥ 2k, az S ′n-t alkotó nyílt környezetek között van

olyan, ami metszi vx-et, s egy olyan (xn, f0(xn)) pont körül lett felvéve, amire

f0(xn) < f0(x) − 1
2k
. Ez viszont de�níció alapján nem lehetséges: az (xn, f0(xn))

körüli környezet ugyanis a belelógási feltétel miatt úgy lett megválasztva, hogy ne

lóghasson be x fölé, lévén ott több, mint 1
2k
-val nagyobb a függvényérték. Ezzel

tehát ebben az esetben is ellentmondásra jutottunk. Így mindkét esetben készen

vagyunk, igazoltuk, hogy f0 Baire-1 osztályú függvény.

Ezzel viszont gyakorlatilag a tétel bizonyításával készen vagyunk: a torlódási lemma segít-

ségével egy megszámlálható A halmazon változtassuk meg f0-t úgy, hogy az A feletti

gra�konpontok halmazának torlódási pontjai már épp kiadják T -t. Jelölje az így kapott

függvényt f , ekkor ez korlátos és Baire-2 osztályú. Ugyanakkor most az egész függvényt

tekintve Lf = T , hiszen minden I \A feletti pont T -beli, így egyéb torlódási pontok nem

jelenhetnek meg. Ezzel a bizonyítást befejeztük.

�

A következ®kben áttérünk tetsz®leges, azaz nem feltétlenül korlátos Baire-2 osztályú

függvényekre. Mint látni fogjuk, ebben az esetben a feltételek is komplikáltabbak, és

a bizonyítás is némileg nehézkesebb. Mindazonáltal hasonló általánosságú tételt fogunk

megfogalmazni.

8



Ezúttal is a szükséges feltételek kigy¶jtésével közelítjük meg a problémát, amihez most

is kizárólag azt a tényt használjuk fel, hogy f : I → R függvény. Az most is nyilvánvaló,

hogy amennyiben Lf = T , akkor T zárt. Viszont az már korántsem igaz, hogy minden

x ∈ I-re T (x)-nek nemüresnek kell lennie. Legyen például f az a függvény, ami 0-ban 0-t,

minden egyéb x-ben pedig 1
x
-et vesz fel. Ekkor Lf (0) üres. Ugyanakkor az is sejthet®,

hogy Lf (x), s így T (x) nem lehet akármilyen C halmazon üres. A következ® lemmát

fogalmazhatjuk meg:

Lemma 4.1. Legyen f : I → R függvény. Ekkor ha C = {x ∈ I : Lf (x) = ∅}, akkor C

egy megszámlálható halmaz.

Bizonyítás. Indirekten fogjuk bizonyítani az állítást, tegyük fel, hogy C nem megszám-

lálható. Legyen minden n természetes számra Cn = {x ∈ C : |f(x)| < n}. Ekkor C =

∪∞n=1Cn, s így a számosságok egyenl®sége miatt létezik n, amire Cn nem megszámlálható.

Mivel azonban Cn nem megszámlálható, tartalmazza egy torlódási pontját, c-t. Így ehhez

tarthatunk egy Cn-beli (ci) sorozattal (ci 6= c). Itt (f(ci)) korlátos, azaz van konvergens

részsorozata, s így Lf (c) nem lehet üres. Ez ellentmondás, tehát C megszámlálható. �

Azt állítjuk, hogy mindezen szükséges feltételek már elégségesek is egyúttal, azaz:

Tétel 4.2. Egy T ⊆ I ×R halmazhoz pontosan akkor létezik f : I → R, Baire-2 osztályú

függvény, amire Lf = T , ha

• T zárt,

• T (x) egy megszámlálható C ⊆ I halmaz elemeit®l eltekintve nemüres, amennyiben

x ∈ I.

Bizonyítás. A bizonyítás menete analóg lesz a korlátos esetével. Most is egy f0 függvény

de�niálásával kezdünk, amir®l be fogjuk látni, hogy Baire-1 osztályú.

Mindezt megel®z®en a következ® észrevételt tesszük: C egy Gδ halmaz. Legyen ugyanis

c ∈ C tetsz®leges. Mivel T zárt, ennek minden n ∈ N esetén létezik Bc,n környezete, amire
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minden c-t®l eltér® x ∈ Bc,n esetén T (x) minden elemének abszolútértéke nagyobb, mint

n. Csak így lehet ugyanis T (c) üres. Ekkor adott n-re Bn = ∪c∈CBc,n egy C-t tartalmazó

nyílt halmaz. Másrészt ∩∞n=1Bn = C, hiszen ebben a metszetben pontosan azon x-ek

vannak, amelyekre T (x) minden eleme legalább n abszolútérték¶ minden n esetén. Ez

viszont épp {x ∈ I : T (x) = ∅}, azaz C. Tehát C valóban egy Gδ halmaz.

Most már hozzálátunk a függvénykonstrukciónkhoz. El®ször C-n de�niáljuk f0-t. Ehhez

vegyük a megszámlálható C egy felsorolását: C = {c1, c2, ...}. Ezt követ®en legyen

f0(cn) = n minden egyes n esetén. Az I \ C-n való hozzárendelés ezúttal viszont nem

történhet olyan kézenfekv® módon, mint a korlátos esetnél, minthogy egyáltalán nem

biztos, hogy minden T (x)-nek van maximuma. Ezért óvatosabban kell eljárnunk.

De�niáljuk minden n természetes számra a következ® halmazt:

(4.2) Un = {x ∈ I : ∃r ∈ T (x), |r| ≤ n}.

Ekkor mivel T zárt, könnyen meggondolhatóan a Un halmazok mindegyike is zárt. Fennáll

továbbá, hogy Un ⊆ Un+1, valamint hogy ∪∞n=1Un = I \ C. Tehát minden x ∈ I \ C-re

létezik egy legkisebb nx, amire x ∈ Unx . Ezt felhasználva legyen f0(x) a T (x) legnagyobb

olyan eleme, aminek abszolút értéke legfeljebb nx. Ez értelmes, mivel van ilyen elem és

T (x) zárt. Teljesül továbbá, hogy nx−1 < |f0(x)| ≤ nx, hiszen egyébként x már valamely

m < nx-re Um-beli lenne. (Illetve nx = 1 esetén 0 = nx − 1 ≤ |f0(x)| ≤ nx = 1.)

Ezzel minden I-beli helyen de�niáltuk az f0-t, az ACP-tétel segítségével szeretnénk

belátni, hogy ez egy Baire-1 osztályú függvény. Ehhez fogjuk megkonstruálni az Sn nyílt

szalagokat, illetve ezt megel®z®en a gra�konpontok εx,n sugarú környezeteinek uniójából

álló S ′n nyílt halmazokat. Az iméntihez hasonlóan most is minden esetben fel fogjuk

tenni, hogy εx,n ≤ 1
n
, s hogy εx,n ≤ εx,n−1 minden n ≥ 2-re. Ugyanakkor, minthogy az

f0-t ezúttal különböz®en de�niáltuk az egyes esetekben, a továbbiakban is esetspeci�kus

feltételeket fogunk megfogalmazni: külön-külön tekintjük át azon eseteket, amikor x ∈ C,

s amikor x ∈ I \ C.
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(1) x ∈ C. Ekkor x = ck valamely k természetes számra. A C feletti gra�konpontok

körül de�niált S ′n-be tartozó környezetek uniója legyen En, s az En vetülete az

x tengelyre Fn. Válasszuk meg ezen környezeteket úgy, hogy ∩∞n=1Fn = C. Ez

lehetséges, mivel C egy Gδ halmaz. Ezentúl azt is feltesszük, hogy a B(ck, εck,n) a

c1, ..., cn pontok közül csak a ck-t tartalmazhatja. Ezt szintén megtehetjük, mivel

ez egy véges halmaz. Megjegyezzük, hogy mindebb®l következik, hogy ∩∞n=1En

éppen az f0|C gra�konja.

(2) x ∈ I \ C. Tegyünk el®ször néhány észrevételt ezzel a komplementerhalmazzal

kapcsolatban. Legyen V1 = U1, n ≥ 2 esetén pedig Vn = Un \ Un−1. Itt a

Vn halmazok mindegyike Fσ, mint zárt halmazok különbsége. Tehát minden n-re

választhatók úgy Vn,i zárt halmazok, ahol i a természetes számokon fut végig, hogy

Vn = ∪∞i=1Vn,i. Ekkor a Vn,i halmazok megszámlálható sokan vannak, így vehet®

egy W1,W2, ... felsorolásuk. Legyen most x ∈ Vk. Ekkor εx,n-nel kapcsolatban

el®ször is elvárjuk, hogy B(x, εx,n) ne tartalmazza a c1, c2, ..., cn pontokat. Ez még

egy triviális feltétel. Ezentúl azt is kikötjük, hogy aW1,W2, ...,Wn halmazok közül

csak azokat metszhesse, amikben benne van x. Ez lehetséges, mivel ez véges sok

zárt halmaz. Utolsó feltételünk egy speciális belelógási feltétel lesz, nevezetesen,

hogy minden r ∈ B(x, εx,n) ∩ Vk-ra f0(r) − f0(x) < 1
n
. Ennek a kielégíthet®sége

hasonlóan igazolható, mint a korlátos esetben. Arra érdemes kitérni, hogy a-

mennyiben f0(x) negatív, akkor elképzelhet®, hogy más I \ C feletti gra�konbeli

pontokkal (x,−(k−1))-hez tudunk tartani. Ez viszont lehetetlen: ekkor a zártság

miatt (x,−(k − 1)) ∈ T , azon belül x ∈ Uk−1, azaz x /∈ Vk.

Ezzel megkonstruáltuk az S ′n nyílt halmazt. A korlátos esetben tett lépésünkkel analóg

módon eljárva alkotjuk meg ebb®l az Sn nyílt szalagot, amelyre minden x ∈ I esetén

Sn(x) = (inf(S ′n(x)), sup(S
′
n(x))). Legyen ∩∞n=1Sn = S, s hasonlóan ∩∞n=1S

′
n = S ′. Ahhoz,

hogy az ACP-tételt alkalmazhassuk, belátjuk, hogy S = G0. Az egyik irányú tartalmazás

nyilvánvaló, koncentráljunk hát arra, hogy S ⊆ G0, azaz hogy S-nek nincs olyan pontja,
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amely nem G0-beli. Ezt minden x ∈ I esetén külön vizsgáljuk, azaz S(x) ⊆ G0(x)-t

fogjuk igazolni. A korábbi esetszétválasztást követjük:

(1) x ∈ C. Ekkor x = ck valamely k természetes számra. Tekintsük az S ′n(x) hal-

mazt. Amennyiben n ≥ k, az S ′n-t kiadó nyílt környezetek közül de�níció szerint

mindössze 1 metszheti vx-et: az (x, f0(x)) körül felvett környezet. Így kell®en nagy

n-re S ′n(x) = Sn(x), s ez az S ′n(x) egyetlen nyílt intervallumból áll, melynek sugara

legfeljebb 1
n
. Így n-nel végtelenbe tartva adódik, hogy S(x) egyetlen eleme f0(x),

azaz S(x) ⊆ G0(x). Ezzel az esettel készen vagyunk.

(2) x ∈ I \ C. Ekkor x ∈ Vk és x ∈ Wm valamely k és m természetes számokra.

Tekintsük S ′n(x)-t. A kérdés az, mely gra�konpontok körüli B((r, f0(r)), εr,n)

környezetek metszhetik vx-et. Az világos, hogy kell®en nagy n esetén a (ci, f0(ci))

körüli környezet nem metszheti, hiszen az ilyen nyílt környezetek metszete pon-

tosan az f0|C gra�konjából áll. Teljesül továbbá az is, hogy amennyiben n ≥ m,

vx-et kizárólag olyan r-re metszheti az (r, f0(r)) körül felvett környezet, ame-

lyre r ∈ Wm. Ezt ugyanis kikötöttük az ilyen környezetek választásánál, hogy

B(r, εr,n) aW1,W2, ...,Wn halmazok közül csak az r-et tartalmazóakat metszhesse.

Tehát összegezve, amennyiben n elég nagy, vx-et kizárólag olyan r-re metszheti az

(r, f0(r)) körüli környezet, amelyre r ∈ Wm. Csak ezek a helyek relevánsak S(x)

szempontjából. De mi is ez a Wm? A Vk egy részhalmaza. Így az itteni függ-

vényértékre is k − 1 < |f0(r)| ≤ k, illetve k = 1 esetén k − 1 ≤ |f0(r)| ≤ k.

Számunkra azonban csak az a fontos, hogy ekkor itt az f0 függvény korlátos, és

minden Wm-beli elemben f0(x) = max(Tk(x)), ahol Tk = (I × [−k, k])∩ T , mint a

torlódási lemmánál. Tehát az S(x) szempontjából releváns helyeken pontosan úgy

de�niáltuk f0-t és az S ′n-t alkotó környezeteinket, mint az el®z® tételben tettük

volna, ha T helyett Tk-t tekintjük. Következésképp ebben az esetben is pontosan

úgy fejezhet® be S(x) ⊆ G0(x) bizonyítása, mint akkor. Így ezzel az esettel is

készen vagyunk.
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Innen pedig a befejezés a korábban látottak alapján triviális. Egyszer¶en most is a tor-

lódási lemma segítségével megváltoztatjuk a függvényt egy megszámlálható A halmazon,

úgy, hogy az eredményül kapott f függvényre Lf = T . Ez ekkor nyilván egy Baire-2

osztályú függvény. Ezzel a tételt bizonyítottuk.

�

Ezzel a Baire-2 osztályú függvények ilyetén karakterizációját befejeztük. Másrészt a le-

vezetések arra is rávilágítottak, hogy 2-nél nagyobb α rendszám esetén a Baire-α osztályú

függvények ezzel a kérdéssel kapcsolatban nem tartogatnak újdonságokat. Másképp fogal-

mazva, egy Baire-α osztályú függvény gra�konjának torlódási halmaza már egy Baire-2

osztályú függvény torlódási halmazaként el®áll. Ez a magyarázata annak, hogy ebben a

dolgozatban miért csak a Baire-1 és a Baire-2 osztállyal foglalkozunk.

5. Baire-1 osztályú függvények

Els®ként ezúttal is a korlátos esetre koncentrálunk. Annak érdekében, hogy jobban

átlássuk a szituációt, el®ször most is meggondoljuk, milyen szükséges feltételek fogal-

mazhatók meg T -re vonatkozólag. Mint látni fogjuk, a korábbiakat követ®en ez nem

jelent nagy nehézséget.

Tekintettel arra, hogy a Baire-1 osztályú függvények egyszersmind Baire-2 osztályúak

is, az ott látott feltételek erre az esetre is átörökl®dnek: T kompakt és a T (x) sosem üres,

amennyiben x ∈ I. Ugyanakkor világos, hogy ez nem elég. Nevezetesen ha Lf = T , s egy

adott x-re a T (x) többelem¶, ott f -nek szakadási helye van. Viszont egy Baire-1 osztá-

lyú függvény nem szakadhat akárhol: szakadási helyeinek halmaza egy els® kategóriájú

Fσ halmaz. Tehát ha D = {x : #(T (x)) > 1}, akkor D els® kategóriájú Fσ halmaz.

Mint azt látni fogjuk, ennél több ezúttal sem kell. Miel®tt azonban a tételünket kimon-

danánk, vegyük észre, hogy ha már egyszer kikötjük, hogy T zárt, akkor tautologikus

lenne kikötnünk, hogy Fσ halmaz a D. Legyen ugyanis minden n természetes számra

Dn = {x : diam(T (x)) ≥ 1
n
}. Ekkor könny¶ látni, hogy ezen Dn halmazok mindegyike
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zárt, és uniójuk épp a D. (Ebb®l az is következik, hogy tetsz®leges n-re Dn sehol sem s¶r¶,

hiszen egyébként tartalmazna intervallumot, márpedig D els® kategóriájú). Így T zárt-

ságából valóban következik, hogy a D halmaz Fσ. Tehát a következ® tétel fogalmazható

meg:

Tétel 5.1. Egy T ⊆ I×R halmazhoz pontosan akkor létezik f : I → R, Baire-1 osztályú,

korlátos függvény, amire Lf = T , ha

• T kompakt,

• minden x ∈ I-re T (x) nemüres,

• ha D = {x : #(T (x)) > 1}, akkor D els® kategóriájú halmaz.

Bizonyítás. Kezdjük a bizonyítást f konstrukciójával: el®ször a torlódási lemma segít-

ségével de�niáljuk f -et úgy egy megszámlálható A halmazon, hogy már f |A gra�konjá-

nak torlódási pontjai kiadják a T -t. Könnyedén meggondolható, hogy ez megtehet® úgy,

hogy az A halmaz diszjunkt legyen D-t®l. Ehhez annyi szükséges ugyanis, hogy minden

x ∈ I tetsz®leges környezetében legyen végtelen sok pont, ami I \ D-be esik, márpedig

ez nyilván teljesül, mivel D els® kategóriájú. Másrészt I \ A-n de�niáljuk f -et úgy, mint

a korlátos Baire-2 esetben tettük: legyen f(x) = max(T (x)). Ekkor Lf = T legalábbis

fennáll, s nyilván az is, hogy f korlátos.

Az így de�niált f -re szeretnénk alkalmazni az ACP-tételt. A már megszokott módon

most is el®bb a gra�konpontok εx,n nyílt környezeteinek uniójából álló S ′n nyílt halma-

zokat adjuk meg, majd ezt egészítjük ki nyílt szalagokká. S ′n de�níciója a szokásos méret-

feltételekt®l eltekintve ezúttal is esetspeci�kus lesz.

(1) x ∈ A. Mivel A megszámlálható, így vehet® egy {a1, a2, ...} felsorolása. Ekkor

x = ak valamely k természetes számra. Ekkor εx,n-nel kapcsolatban el®ször is

kikötjük, hogy B(x, εx,n) az a1, a2, ..., an pontok közül kizárólag az ak-t tartal-

mazhatja. A másik kikötésünk a D-be való belelógással lesz kapcsolatos. Mivel

D els® kategóriájú Fσ halmaz, léteznek D1, D2, ... sehol sem s¶r¶ zárt halmazok,

amelyekre D = ∪∞n=1Dn. Ezek közül ráadásul egyik sem tartalmazza x-et, mivel
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x ∈ A és az A halmaz diszjunkt a D-t®l. Így kielégíthet® a "B(x, εx,n) nem metszi

∪ni=1Di-t" feltétel.

(2) x ∈ I \ A. El®ször is az A halmaz elkerülése végett B(x, εx,n) az a1, a2, ..., an

pontok egyikét se tartalmazhatja. Másrészt felidézzük a korlátos Baire-2 eset

belelógási feltételét: ha r ∈ B(x, εx,n) \ A, akkor f(r)− f(x) < 1
n
.

Ezzel az S ′n halmazt de�niáltuk. Ezt a szokott módon - minden vx mentén az in�mumot

és szuprémumot véve - egészítjük ki az Sn nyílt szalaggá. Célunk igazolni, hogy ezen

Sn-ek S metszete éppen a G. A kihívást természetesen az jelenti, hogy S-nek minden

pontja G-beli. Ehhez tekintsük S(x)-et minden x esetén. Három esetet különböztetünk

meg x jellegéb®l fakadóan:

(1) x ∈ A, azaz x = ak. Ekkor ha n ≥ k, akkor az S ′n-t kiadó környezetek közül

kizárólag az (x, f(x)) körüli metszi vx-et. Ennélfogva Sn(x) = S ′n(x), és

Sn(x) = (f(x)− εx,n, f(x) + εx,n) ⊆
(
f(x)− 1

n
, f(x) +

1

n

)
Ebb®l azonnal adódik, hogy S(x) kizárólag f(x)-et tartalmazhatja, tehát ezzel az

esettel készen vagyunk.

(2) x ∈ D. Ekkor valamely k természetes számra x ∈ Dk. Ebben az esetben ha

n ≥ k, akkor A feletti gra�konpontok körül felvett környezetek nem metszhetik vx-

et. Tehát kell®en nagy n esetén kizárólag az I \A pontjaival kell foglalkoznunk, ha

Sn(x)-re vagyunk kíváncsiak. Így S(x) vizsgálatában is, amennyiben x ∈ D, csak

ezen helyek lesznek relevánsak. Ezeken a helyeken viszont pontosan úgy de�niáltuk

f -et és és az S ′n-t alkotó környezeteinket, mint a korlátos Baire-2 esetben tekintett

f0-t és S ′n-t. Ebb®l adódóan az ott adott bizonyításunk arra, hogy egy tetsz®leges

x ∈ I-re S(x) = G0(x), helytáll itt is, amennyiben célunk S(x) = G(x) bizonyítása.

Így ezt az esetet is tisztáztuk.

(3) x ∈ I \ (A ∪D). Indirekt tegyük fel, hogy S(x) tartalmaz f(x)-t®l eltér® y pontot.

Ekkor S ′n(x)-nek minden n esetén van olyan zn pontja, amelyikre |f(x) − zn| ≥

|f(x) − y|, azaz zn legalább olyan távol esik f(x)-t®l, mint y. De�níció alapján
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G korlátos, így nyilván létezik olyan K ∈ R, hogy bármelyik n és x esetén az

S ′n(x)-nek nincs K-nál nagyobb eleme. Ebb®l azonnal adódik, hogy a (zn) sorozat

korlátos. Így van egy konvergens részsorozata, melynek határértéke z ∈ R. Ekkor

nyilván erre a z-re |f(x) − z| ≥ |f(x) − y|, tehát f(x) 6= z. Ugyanakkor mivel

(x, zn)-t®l legfeljebb 1
n
távolságra esik egy a G-beli pontok közül, ezért (x, z) a

G-nek is egy torlódási pontja, azaz (x, z) ∈ Lf . Ez viszont ellentmondás. Az f -re

ugyanis Lf = T , márpedig ebben az esetben T (x) kizárólag f(x)-et tartalmazza,

Lf (x) pedig a most látottak alapján z-t is. Tehát végs® soron ezzel az esettel is

készen vagyunk.

Tehát S = G, az ACP-tétel ennélfogva alkalmazható. Azaz f olyan korlátos Baire-1

osztályú függvény, amelyre Lf = T .

�

Minthogy a korlátos esetet tisztáztuk, a továbbiakban rátérhetünk az ezen dolgozatban

tekintett problémák közül a legnehezebben kezelhet®re: a nem feltétlenül korlátos Baire-

1 osztályú függvények torlódási halmazainak karakterizálására. Ugyanakkor, mint látni

fogjuk, rendre a korábbi ötletek fognak visszaköszönni a bizonyítás során. Az eddigiekben

megszokott sémát követve ezúttal is el®ször azon töprengünk el, milyen szükséges feltételek

adhatóak meg T -vel kapcsolatban.

Az általános Baire-2 osztályú függvénygra�konok torlódási halmazával kapcsolatos fel-

tételeink nyilván itt is megjelennek: T zárt halmaz, amelyre teljesül, hogy T (x) = ∅

kizárólag I egy megszámlálható C részhalmazán. Mivel T zárt, ez a részhalmaz ekkor is

Gδ. Mindennél természetesen a korlátos Baire-1 eset mintájára több is szükséges. Ezúttal

is �gyelembe kell vennünk, hogy egy Baire-1 osztályú f függvény egy els® kategóriájú Fσ

halmaztól eltekintve mindenütt folytonos, s ezeken a folytonossági helyeken#(Lf (x)) = 1,

s így #(T (x)) = 1. Óvatosnak kell azonban lennünk. A korlátos esetben ugyanis

#(Lf (x)) = 1 már garantálta, hogy a függvényünk x-ben vagy folytonos, vagy megszünte-

thet® szakadása van. Itt azonban ez már korántsem igaz: példának okáért ha f(x) = 1
2x−1 ,
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amennyiben x > 1
2
, és f(x) = 0, ha x ≤ 1

2
, akkor habár Lf

(
1
2

)
= {0}, hibás az a

következtetés, hogy 1
2
-ben f folytonos vagy megszüntethet®en szakad. Áltálánosabban fo-

galmazva ügyelnünk kell a végtelenbeli határértékekre. Tehát ha T -t beágyazzuk [0, 1]×R-

be, és ebben lezárjuk, így képezvén T -t, akkor erre is teljesülnie kell, hogy a kiterjesztett

függ®legesekkel vett metszetei, amit most T (x)-szel jelölünk, csak egy els® kategóriájú Fσ

halmaz felett lehetnek többelem¶ek. Természetesen az Fσ tulajdonság külön kikötése itt

is felesleges: ha most minden n természetes számra Dn = {x : diam(T (x)) ≥ 1
n
}, akkor

ezen halmazokra teljesül, hogy zártak, sehol sem s¶r¶ek, s uniójuk D. Tehát most is elég

D-r®l kikötni, hogy els® kategóriájú.

Ha mindezen észrevételeinket kikötjük, a korábban megszokottnál bonyolultabb feltétel-

rendszerhez jutunk. Állítjuk, hogy ez már elégséges. A tétel precízen kimondva a következ®:

Tétel 5.2. Egy T ⊆ I ×R halmazhoz pontosan akkor létezik f : I → R, Baire-1 osztályú

függvény, amire Lf = T , ha

• T zárt,

• T (x) egy megszámlálható C halmaztól eltekintve nemüres,

• ha D = {x : #(T (x)) > 1}, akkor D els® kategóriájú halmaz.

Bizonyítás. De�niálni fogjuk egy megszámlálható A halmazon f -et úgy, hogy már f |A

gra�konjának torlódási pontjai kiadják a T -t. Ezt a torlódási lemmában el®írt módon

tesszük, hogy használhassuk majd az azáltal adott er®sebb eredményt. Ez kétségkívül

lehetséges. S®t, ez a lépés most is megtehet® úgy, hogy A diszjunkt legyen mind C-t®l,

mind D-t®l. Ezzel egy A halmazon de�niáltuk f -et. Térjünk most át I \ A-ra. Itt

azt az eljárást fogjuk követni, amit az általános Baire-2 osztályú függvényekre vonatkozó

tételben adott konstrukciónál. Egyrészt ha C = {c1, c2, ...}, akkor f(cn) = n minden n

természetes számra. Másrészt de�niáljuk most is az Un halmazokat, pontosan úgy, mint

(4.2)-ben. Ezek ekkor is zárt halmazok, persze lehetséges, hogy metszik A-t. Mindenesetre

az A-ba nem belees® helyeken f -et adjuk meg úgy, mint abban az esetben: ha x ∈ Un \A,

legyen f0(x) a T (x) legnagyobb olyan eleme, aminek abszolút értéke legfeljebb n. Ezzel
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f -et de�niáltuk I-n, s nyilván teljesül, hogy Lf = T : A-n ugyanis éppen így de�niáltuk,

továbbá a végtelen sok C feletti gra�konpontot tartalmazó sorozatok nem konvergálnak,

az I \ (A ∪ C) feletti gra�konpontok pedig T -beliek. Tehát G minden torlódási pontja

egyszersmind A feletti gra�konpontoknak is torlódási pontja, s azok épp T -t adják ki.

(Megjegyezzük, hogy C metszheti D-t, erre egy helyütt ügyelnünk is kell majd.)

Az így de�niált f -re szeretnénk alkalmazni az ACP-tételt a gra�konpontok εx,n nyílt

környezeteinek uniójából álló S ′n nyílt halmazokat megadva, majd ezeket nyílt szalagokká

kiegészítve. S ′n de�níciója a szokásos méretfeltételekt®l eltekintve ezúttal is esetspeci�kus

lesz, ugyanakkor több ízben a korábbi feltételek analogonjai fognak megjelenni, ezért

nem fogunk mindent ismét kirészletezni. Átvesszük továbbá a korábbi jelöléseinket: A =

{a1, a2, ...}, C = {c1, c2, ...}, valamint D = ∪∞n=1Dn, ahol a Dn sehol sem s¶r¶ zárt halmaz

minden n esetén.

(1) x ∈ C, x = ck. Itt rendkívül kényelmesen de�niálhatjuk a εx,n sugarú környezete-

ket, jelesül egy az egyben átvehet®k az általános Baire-2-es eset kikötései. Tehát

ha En a C feletti gra�konpontok körül de�niált S ′n-be tartozó környezetek uniója,

s az En vetülete az x tengelyre Fn, akkor válasszuk meg ezen környezeteket úgy,

hogy ∩∞n=1Fn = C. Tegyük fel továbbá, hogy B(ck, εck,n) a c1, ..., cn pontok közül

csak a ck-t tartalmazhatja. Az egyszer¶ség kedvéért végül kössük ki, hogy ck-nak

ez a nyílt környezete a1, ..., an-t se tartalmazza. Itt is megjegyezzük, hogy ekkor

∩∞n=1En éppen az f0|C gra�konja.

(2) x ∈ A. Itt el®ször is a korlátos Baire-1 eset idevágó feltételét érdemes fel-

idézni. Tehát a B(x, εx,n) nem metszi a D1, D2, ..., Dn zárt halmazokat, valamint

az a1, a2, ..., an pontok közül csak az x-et tartalmazhatja. Ezt a feltételt még

kiegészítjuk azzal, hogy ezek a környezetek a C-t is kerüljék el, azaz ez a környezet

a c1, c2, ..., cn pontokat sem tartalmazza.

(3) x ∈ I \ (A ∪ C). Az általános Baire-2 eset idevágó feltételrendszerét fogjuk szinte

egy az egyben átültetni ide. Ehhez de�niáljuk a Vn és Wn halmazokat úgy, mint

ott: V1 = U1, n ≥ 2 esetén pedig Vn = Un \ Un−1. Ekkor a Vn halmazok Fσ
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halmazok. Az ®ket kiadó zárt halmazok egy felsorolása legyen W1,W2, .... Most

ha x ∈ Vk, a B(x, εx,n) környezett®l azt követeljük meg, hogy ne tartalmazza

a c1, c2, ..., cn pontokat, a W1,W2, ...,Wn halmazok közül pedig csak azokat met-

szhesse, amikben x benne van. Ezentúl természetesen kikötünk még egy belelógási

feltételt: minden r ∈ B(x, εx,n) ∩ Vk-ra f0(r)− f0(x) < 1
n
. Ezek eddig a Baire-2

esetben megfogalmazott feltételek, ezt egészítjük ki még azzal, hogy ez a B(x, εx,n)

környezet az a1, a2, ..., an pontokat sem tartalmazza.

Ezzel az S ′n halmazt de�niáltuk. Ezt a szokott módon egészítjuk ki az Sn nyílt szalaggá.

Célunk igazolni, hogy ezen Sn-ek S metszete éppen a G. A kihívást ismét az jelenti, hogy

S-nek nincs G-n kívül es® pontja. Ehhez tekintsük S(x)-et, illetve S ′(x)-et minden x

esetén. Több esetet különböztetünk meg x jellegéb®l fakadóan, ezek konkrét kezelése is

jórészt már korábban látott gondolatokon alapul.

(1) x ∈ C, x = ck. Ez az eset triviális: k-nál nem kisebb n-re S ′n(x) kizárólag az

(x, f(x)) körüli környezet vx-szel vett metszetéb®l áll, így Sn(x) is. Ennélfogva

Sn(x) egy legfeljebb 2
n
átmér®j¶ intervallum, amely tartalmazza f(x)-et. Így S(x)

egyetlen eleme f(x), s épp ezt akartuk megmutatni.

(2) x ∈ A, x = ak. Tekintettel arra, hogy A is egy megszámlálható halmaz, és az

S ′n-t adó nyílt környezetek feltételrendszere ugyanúgy viszonyult az A-hoz, mint

a C-hez, az imént látott gondolatmenet itt is m¶ködik. Így ekkor S(x) most is

kizárólag f(x)-b®l áll.

(3) x ∈ D \ C. Ekkor valamely k természetes számra x ∈ Dk. Ebben az esetben ha

n ≥ k, akkor az A feletti gra�konpontok körül felvett B((x, f(x)), εx,n) környezetek

nem metszhetik vx-et. Fennáll továbbá, hogy kell®en nagy n-re C feletti gra�kon-

pontok körül felvett környezetek se metszhetik vx-et, hiszen az ilyen környezetek

egymásba skatulyázottak és metszetük kizárólag f |C gra�konjából áll. Tehát ha

Sn(x)-re vagyunk kíváncsiak, kell®en nagy n esetén pusztán az I \ (A ∪ C) pont-

jaival kell foglalkoznunk. Így S(x) vizsgálatában is, amennyiben x ∈ D \ C, csak
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ezen helyek lesznek relevánsak. Ezeken a helyeken viszont pontosan úgy de�niál-

tuk az f -et és az S ′n-t alkotó környezeteinket, mint a nem korlátos Baire-2 esetben

tekintett f0-t és az S ′n-t alkotó környezeteket. Ebb®l adódóan az ott adott bi-

zonyításunk arra, hogy egy tetsz®leges x ∈ I-re S(x) = G0(x), helytáll itt is,

amennyiben célunk S(x) = G(x) bizonyítása. Így ezt az esetet is tisztáztuk.

(4) x ∈ I \ (A ∪ C ∪D). Indirekt tegyük most fel, hogy S(x) tartalmaz f(x)-t®l eltér®

y pontot. Ekkor S ′n(x)-nek minden n esetén választható egy olyan zn pontja, ame-

lyre |f(x)−zn| ≥ |f(x)−y|, azaz zn legalább olyan távol esik f(x)-t®l, mint y. Ha

n kell®en nagy, akkor ez az (x, zn) pont egy olyan gra�konpont körüli környezetb®l

kerül ki, ami I \ C felett van. Ugyanis elég nagy n-re a C feletti gra�konpontok

körül felvett környezetek nem metszhetik vx-et a feltételeink alapján.

Ekkor a (zn) sorozatnak R-ben van egy z torlódási pontja. Ekkor nyilván erre a z-re

is |f(x)−z| ≥ |f(x)−y|, tehát f(x) 6= z. Ugyanakkor kell®en nagy n-re (x, zn)-t®l

legfeljebb 1
n
távolságra esik egy nem C feletti G-beli pont. Következésképp (x, z)-

hez tudunk konvergálni olyan (pn) gra�konpontokkal, amelyek I \C felett vannak.

Feltehet®, hogy ezen gra�konpontok mind eltér®ek. Ekkor ezek vagy T -beliek,

vagy A felettiek. Ugyanakkor adott ε > 0-ra kell®en nagy n esetén egy A-beli pn

gra�konpont is legfeljebb ε távolságra esik egy T -beli ponttól, mint arra a torlódási

lemma bizonyítását követ®en felhívtuk a �gyelmet. Ebb®l azonnal látszik, hogy

T -nek is pontja (x, z). Ez viszont ellentmondás. Ugyanis T (x) az esetfeltételb®l

adódóan kizárólag f(x)-et tartalmazza. Tehát végs® soron ezzel az esettel is készen

vagyunk.

Tehát S = G, így az ACP-tétel alkalmazható. Azaz f olyan Baire-1 osztályú függvény,

amelyre Lf = T . Mi épp egy ilyen függvény létezését óhajtottuk igazolni, ezzel a tétel

bizonyítását befejeztük.

�
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6. Egy kis kitér®

Ezen tételeket követ®en idekívánkozik egy megjegyzés. Nevezetesen az utolsó tétel

feltételei között szerepelt egy kikötés T -re vonatkozólag. Ugyanakkor az általunk adott

konstrukcióra az nem feltétlenül áll fenn, hogy T = Lf .

Legyen például T a következ® zárt halmaz: legyen C = { 1
n
: n ∈ N} ∪ {0}, c1 = 0,

valamint n ≥ 2 esetén cn = 1
n−1 . Legyen minden C-n kívül es® x pontra T (x) = {− 1

d(x,C)
},

ahol d(x,C) az x pont C-t®l való távolsága. Ekkor erre a T -re könnyen átláthatóan

teljesülnek a tétel feltételei. Az is igaz, hogy T (0) = {−∞}. Tekintsük most f -et,

konkrétan Lf (0)-t. Emlékeztetünk, hogy a konstrukciónkban f(cn) = n. Nem nehéz

meggondolni, hogy ekkor Lf (0) = {−∞,+∞}. Tehát habár Lf (0) = T (0) = ∅, azaz az

eddig vizsgált halmazaink egyeznek, de T (0) 6= Lf (0).

Ez tehát felvet két újabb kérdést: igaz-e az általános, azaz nem feltétlenül korlátos

Baire-1 és Baire-2 osztályú függvényekre vonatkozó tételeink egy olyan er®sebb változata,

miszerint olyan f is létezik ugyanazon feltételek mellett, ami egyidej¶leg kielégíti az Lf =

T és az Lf = T feltételeket. Ezen kérdések azonban egyszer¶en megválaszolhatóak.

Az világos, hogy a megadott konstukciókban T ⊆ Lf . Valóban, T minden pontjához

van tetsz®legesen közel G-beli pont, így ha tekintjük T egy (x,∞) alakú pontját, akkor

ehhez is tarthatunk G-beli pontokkal. Tehát ha Lf 6= T , az azt jelenti, hogy T valódi

részhalmaza Lf -nek.

A bizonyításokból jól látszik, hogy csak C feletti gra�konpontokkal tarthatunk egy

olyan Lf -beli ponthoz, ami nem T -beli. Nevezetesen ha tekintjük gra�konpontok olyan

I×R-ben konvergens (pn) sorozatát, ami csak véges sok C feletti gra�konpontot tartalmaz,

akkor ennek egy id® után már csak A feletti vagy T -beli elemei vannak. Viszont az A feletti

pn-ek is elég nagy n esetén már tetsz®legesen közel vannak egy T -beli ponthoz (feltéve

a torlódási lemma er®sebb változatát), így Lf olyan pontjai, amikhez ilyen gra�konbeli

sorozat konvergál, egyszersmind T -beliek is. Tehát ha van Lf -nek olyan P pontja, ami
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nem T -beli, akkor ehhez létezik kizárólag C feletti gra�konpontokból álló sorozat, ami

P -hez konvergál.

Ez viszont könnyedén orvosolható: ha C = {c1, c2, ...}, akkor legyen |f(cn)| = n minden

n természetes számra. A konkrét el®jel attól függ, hogy T -nek a (cn,+∞) vagy (cn,−∞)

jelenik meg a végtelenbeli pontjai közott. Ha mindkett® el®fordul, akkor mondjuk legyen

f(cn) = n. Ha így adunk értéket a C-beli pontokban, az az Lf -et nyilván nem változtatja

meg, s így továbbra is Lf = T . Valóban, hiszen ha C feletti gra�konpontok egy sorozata

konvergál egy [0, 1]×R-beli ponthoz, akkor az vagy (x,+∞), vagy (x,−∞) alakú. Tegyük

fel, hogy az el®bbi áll fenn, a két eset lényegében szimmetrikus. Tehát egy (cnk
) soroza-

tra (cnk
, f (cnk

)) tart (x,+∞)-hez, azaz (cnk
) tart x-hez, (f (cnk

)) tart +∞-hez. Ekkor

feltehet®, hogy minden f (cnk
) pozitív: a negatív tagokat kidobhatjuk, hiszen csak véges

sokan lehetnek. Ekkor de�níció alapján cnk
-nak az 1

nk
sugarú környezetében választható

olyan ak, amire T (ak)-nak van az nk-nál nagyobb eleme. Legyen ez a T -beli pont tk.

Ekkor minden k-ra ezt a tk-t kiválasztva nyilván egy olyan T -beli elemekb®l álló sorozatot

kapunk, ami szintén (x,+∞)-hez tart. Tehát minden Lf -beli elem egyszersmind T -ben is

benne van. Ezzel ezt a kérdést is tisztáztuk.
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1. Függelék

A témavezet®mhöz én fordultam azzal a kérdéssel, hogy a dolgozatban áttekintett

torlódási halmazok karakterizálva vannak-e már. Miután rávilágított arra, hogy ez a

kérdés tetsz®leges függvény megengedése mellett igen egyszer¶, azt javasolta, koncentrál-

jak inkább speciális függvényosztályokra. Így döntottem a Baire-1 és Baire-2 osztályú

függvények vizsgálata mellett.

A bizonyítások két részre tagolódnak: egy függvénykonstrukcióra, illetve a megfelel®en

megkonstruált függvény Baire-osztályának vizsgálatára. Ezek két tétel alkalmazásán ala-

pulnak: ezek az Agronsky, Ceder és Pearson által adott Baire-1 függvényekre vonatkozó

karakterizáció, illetve egy, a témában bevezet® kérdést lekezel® úgynevezett torlódási

lemma, melyet az itt való alkalmazásra én dolgoztam ki. (Bár nincs kétségem azzal kapcso-

latban, hogy ez már korábban is létez® eredmény volt valamilyen formában.) Ezen tételek

szerepe a kutatásban elvitathatatlan: a torlódási lemma a konstrukciók kulcslépése, az

Agronsky-Ceder-Pearson-féle karakterizáció pedig rendkívül hasznos, ha egy alapvet®en

gra�konjával de�niált függvényr®l akarjuk igazolni, hogy Baire-1 osztályú. Minthogy

ezen eszközök mindegyike elemi, az ezeken túlmutató gondolatmenetek is jórészt egyszer¶

ötleteket alkalmazó, igaz, olykor hosszadalmas és több lépésb®l álló manipulációk.
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