Haromszogszamok és négyzetszamok Osszegérdl

Maga Balazs és Torok Mihaly

1 Bevezeto

Az alabbiakban azzal fogunk foglalkozni, hogy mely szidmok allnak el két négyzetszam Gsszegeként, illetve
melyek két haromszogszam Gsszegeként. Az el6bbi jobban ismert téma, de azért roviden felvazoljuk. Az
utobbi ehhez szorosan kapcsolodik, mint latni fogjuk. Emellett foglalkozunk a két kisebb négyzetszam
Osszegeként elGallé négyzetszdmokkal, valamint a két kisebb héaromszogszdm Osszegeként elGallo hérom-
szogszamokkal. Végezetiil eme négy szamhalmaznak egyfajta stirtiségével fogunk foglalkozni 1j definiciok
alapjan.

2 Szamok két négyzetszam Osszegeként

Kiindulasi pontunk az a tény lesz, hogy ez a tulajdonsag multiplikativ, azaz ha n; és no felirhatd két
négyzetszam Osszegeként, akkor nins is. Ez kénnyen lathato:

ny = a3 +b?
no = a3 + b3
ning = (a% + b%)(a% + b%) = a%a% + a%bg + b%a% + b%b% = (a1as + b1b2)2 + (a1be — biraz)?

Igy ha bizonyos primekrdl belatjuk, hogy elGallnak két négyzetszam Osszegeként, akkor tetszéleges olyan
szam, amit csak ezen primek osztanak, nyilvan elGall hasonl6 médon. Meg fogjuk hét vizsgalni, mely primek
allnak el6 két négyzetszam Osszegeként.

Ha p primre p = a? + b2, akkor nyilvdn sem a, sem b nem oszthat6 p-vel. Elgszor tehét vizsgaljuk azt a
gyengébb allitast, hogy egyaltalan mely primeknek van olyan tobbszorosiik, ami felirhaté ezen primmel nem
oszthat6 négyzetszamok Gsszegeként. Ekkor tehat a® = —b* mod p. b*-tel leosztva (¢)? = —1 mod p. Tehét
az a kérdés, mely primekhez van olyan négyzetszam, hogy annak p-s maradéka -1, szakszeriibben fogalmazva
mely primekre kvadratikus maradék a -1. 4k+3 alakt primekre nem lehet. Valasszunk ki ugyanis mod 4k+3
egy tetszbleges nemkvadratikus maradékot, m-et. Ilyen maradék nyilvan létezik, mivel 4k + 2 0-t6l eltérd
maradék van, és mivel m? = (—m)?, igy minden maradéknak és ellentettjének ugyanaz a négyzete, azaz a
nemnulla maradékok fele biztosan nemkvadratikus. Tekintsiik most m?**1-t. Ez m***2-nek a négyzetgyoke,
ami a Kis Fermat-tétel alapjan p-vel osztva 1-et ad maradékul, tehat m?*+! = /1 mod p. Hany gydke van az
1-nek mod p, illetve altalaban egy kvadratikus maradék hany kiilonb6z6 maradék négyzeteként johet létre, ez
az, amire most kivancsiak vagyunk. Tegyiik fel hat, hogy a? = b?> mod p. Rendezve (a —b)(a+b) = 0 mod p.
Mivel p prim, ezért ha a szorzatot osztja, valamelyik tényezsjét is osztja. Azaz vagy a = bmod p, vagy a = —b
mod p. Ennélfogva egy kvadratikus maradéknak altaldban, s igy az 1-nek is két gyoke van. Az 1 esetén ezek

ismertek: az 1 és a -1. Tehat m** 1 =1 vagy m**™! = —1 mod p. Ha az elobbi teljesiil, akkor m = (-1)?
mod p, azaz m kvadratikus maradék, ami ellentmond a kiindulasi feltételiinknek. Tehat m?**! = —1 mod p.

Ha —1 = 22, azaz a -1 kvadratikus maradék mod p, akkor m = (ﬁ)Q, s ugyanugy ellentmondasra jutunk,

mint az imént. Tehat a -1 nemkvadratikus maradék mod p, ha p egy 4k + 3 alaki prim. Tehat ha egy n
szam két négyzetszam Osszege, és oszthatd 4k + 3-mal, azaz (4k + 3)n; = a? + b%, akkor a és b is oszthato
4k + 3-mal, azaz a = (4k + 3)a, b = (4k + 3)b;. Behelyettesitve (4k + 3)n; = (4k + 3)2a? + (4k + 3)%b3.
4k + 3-mal leosztva a jobb oldal tovabbra is oszthato lesz 4k + 3-mal, tehét a bal oldalnak is oszthatonak kell



lennie. Ennélfogva n = (4k + 3)n; = (4k + 3)?n,. Ezt behelyettesitve az iménti egyenletiinkbe leoszthatunk
(4k + 3)%-nel, s az eredmény ny = a? + b3. Amennyiben ns is oszthaté 4k + 3-mal, akkor ismét elvégezhetd
az el6bb latott lépes. Tehét mo is oszthatd (4k + 3)2-nel. Ezt az algoritmust folytathatjuk addig, amig a
(4k + 3)%-nel val6 osztasok eredményeképp egy olyan szdmot kapunk, ami nem oszthaté 4k + 3-mal. Azaz
ha n felirhato két négyzetszam Osszegeként, és primtényezds felbontasiban van 4k + 3 alaka prim, akkor az
paros kitevon szerepel. Masrészt (4k + 3)>™ = ((4k + 3)™)? + 02, igy a multiplikicié alapjan ez elégséges
feltétel n egy 4k + 3 alaku primosztdjaval kapcsolatban.

p = 2re a -1 kvadratikus maradék: 12 = 1 = —1 mod 2. Mér csak a 4k + 1 alakd primeket kell
megvizsgalni. Ekkor a Wilson-tétel alapjan:

—l=(p-—D= k) =1%2% .. %2k (—2k) % (=2k + 1) % ... % (=2) % (=1) = (1% 2% ... x 2k)? % (—1)?*

Tehat a -1 két négyzetszam szorzata mod 4k + 1, azaz & maga is kvadratikus maradék. Tehéat a 2-nek és a
4k + 1 alakt primeknek van olyan tobbszorosiik, ami elgall két, p-vel nem oszthaté négyzetszam Gsszegeként.
p = 2 esetén trivialis, hogy konkrétan p is elGall: 2 = 12 + 12. Igy mar csak p = 4k + 1-re kell belatnunk
ugyanezt. Ezt kétféleképpen fogjuk megtenni: skatulyaelvvel és végtelen leszallassal.

1. Bizonyitds. Azt hasznaljuk ki, hogy létezik i maradékosztéaly mod p, amire i> = —1 mod p. Vizsgaljuk
az z + yi kifejezést minden olyan x,y egészekbdl &ll6 szdmparra, ahol 0 < z,y < ,/p. Tehét Osszesen
(lvp] + 1)? kifejezést vizsgdlunk. Minthogy /P egy prim négyzetgydke, bizonyosan nem egész. Tehat
lv/p] +1 > /b, kovetkezésképp a vizsgalt kifejezések szama nagyobb, mint p. Tehat van ketts, ami
azonos maradékot ad p-vel osztva:

T1 + Y1t = T2 + Yol

Rendezve, majd négyzetre emelve:

(z1 — 22)* = —=i*(y2 — 1n)°
Kihasznélva, hogy i2 = —1 mod p:

(1 = 22)* + (g2 —11)* =0

Legyen X = |z1 — 23|, Y = |y2 —y1|. Ekkor az X, Y szdmok legalabb egyike eltér 0-t6l, hiszen ellenkezs
esetben az x1,y1 és az T2, Yo szdmparok egyeznének. Ugyanakkor X,Y < ,/p. Tehat 0 < X24Y? < 2p,
és p| X% +Y? hiszen X2+Y? = (x1 —22)? + (y2 — 1)? = 0 mod p. Ennélfogva X2+ Y? = p, s nyilvan
nem oszthaté X és Y is p-vel, hiszen ekkor négyzetdsszegiik oszthato lenne p?-tel. Tehéat ha p egy 4k+1
alakt prim, akkor két hozza relativ prim egész négyzetének Gsszege, amit bizonyitani akartunk. O

2. Bizonyitds. Annyit hasznalunk fel, hogy létezik ¢, a, b, hogy qp = a®+b?, ahol ¢ > 1 egész (¢ = 1 esetén
ugyebar készen vagyunk), és sem a, sem b nem oszthato p-vel. Azt nyilvan feltehetjiik, hogy a,b < p,
hiszen csak a? és b? p — s maradéka szamit, ami a-t vagy b-t p-vel arrébb léptetve nyilvan valtozatlan.
Ennél azonban tobb is feltehets: nevezetesen hogy a,b < §. Ugyanis £ és p kozott ugyanazok a
kvadratikus maradékok fordulnak el6, mint 0 és & kozott, tekintettel arra, hogyha 0 < x < £, akkor
E<p—x<p,és 22 = (p — x)? mod p. Ebbdl kovetkezik, hogy 0 < gp = a® + b* < % < p?, tehat
0 < ¢q < p, azaz (¢,p) = 1. Most mar ezt is tudjuk. A tovabbiakban legyen A = a, B = b mod g,
mégpedig gy, hogy mind A, mind B abszolit érteke a lehets legkisebb legyen. Ekkor |A[,|B| < 4,

kovetkezésképp A% 4+ B? < % < ¢?. Ekkor teljesiilnek a kovetkezd kongruencidk mod g¢:
aA+bB=ad2+b2=0
aB—bA=ab—ba=0

Tehat az (%)2 és az (%)2 szamok egészek. Masrészt Osszegiiknek van szdmunkra két igen
kedves tulajdonsaga, ami a kovetkez§ felirasbol latszik:

(a,4+b3>2+ <aB —bA>2 (ad)’ + (bB)* + (aB)’ + (bA)* _ A*+ B*

_ A%+ B?
q q q?

(a®+b?) = e




Mivel (g,p) = 1, az utolso kifejezésbol kovetkezik, hogy ez a négyzetsszeg is oszthato p-vel. Masreszt
viszont kisebb, mint gp, ugyanis gp-t egy 1-nél kisebb szdmmal szorozzuk (ugyanakkor nyilvan pozitiv).
Tehat létezik 0 < ¢’ < ¢, amire ¢'p felirhaté két négyzetszam oOsszegeként. Ha most ¢/ = 1 akkor
készen vagyunk. Ha nem, akkor megismételhets ¢'p-re a fenti lépes, s ezéltal p egyiitthatdja tovabb
csOkkenthet. Mivel ez az egyiitthato legfeljebb p — 1 volt eredetileg, és a tovabbiakban is pozitiv egész
marad, legfeljebb p — 2 1épésben eléri az 1-et. Tehat ha p egy 4k + 1 alakd prim, akkor két hozza relativ
prim szam négyzetének Osszege, amit bizonyitani akartunk. O

Tehat a 2 és a 4k + 1 alaka primek felithatdak két négyzetszam Osszegeként. Az eddigiekbdl kovetkezik,
hogy &altalaban mely szamoknak van meg ez a tulajdonsaga: pontosan azoknak, melyek primtényezés felbon-
tasadban minden 4k + 3 alaka prim péros kitevén szerepel.

Két négyzetszam 0Osszegeként elGallé primekrdl mutatunk be még egy kevésbé ismert tételt.

Allitas 1. Ha egy prim felirhaté két négyzétszam osszegeként, akkor ez a felirds egyértelm.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy nem egyértelmd a feliras egy bizonyos p primre. Ekkor p = a? + b? = ¢ + d?,
ahol a, b, ¢, d pozitiv egészek, és a # ¢, a # d. Ekkor:

(ad + be)(ad — be) = a*d* — b2c? = a®d® 4+ V?d? — b*d® — b*c® = (a® 4+ b*)d* — (¢* + d?)b* = p(d* — b?)

Tehat p|(ad + be)(ad — be). Tehat plad + be vagy plad — be. A feltételekbdl egyértelmien adodik, hogy
0 <a,b,c,d < /p. Tehét ha p|ad+ be, akkor ad+be = p, ha p|ad — be, akkor ad —be = 0. Ezeket kiilon-kiilon
vizsgaljuk meg.

Ha ad — bc = 0, akkor ad = bc. al|bc, masrészt (a,b) = 1, tehat ¢ = ma. Eszerint d = mb, tehat
p=c?+d? = (ma)®+ (mb)? = a®> + b*. Tehat m =1, a = ¢, b = d, ellentmondéasra jutottunk.

Ha ad + bc = p, akkor p?> = (a® + b?)(c? + d?) = (ad + be)? + (ac — bd)? = p? + (ac — bd)?. Tehat
ac — bd = 0, azaz ac = bd. Igy azonban ellentmondasra jutunk, hiszen ez lényegileg azonos az imént taglalt
ellentmondésra vezetd ad = bc egyenlGséggel, ugyanis a szimmetrikus szerepi c, d véltozokat cseréltiik fel.
Ezzel készen vagyunk. O

A téma zarasaképp egy egyszerd lemmat kozliink és igazolunk:
Allitas 2. Mind 4k + 1, mind 4k + 3 alakid primbél végtelen sok van.

Bizonyitds. Els6ként a 4k + 3 alaka primek végtelen szamossigat bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy csak véges
sok ilyen prim van: pi, po, ..., p,. Tekintsik az N = 2p1ps...p, + 1 szdmot. Ez egyrészt 3 maradékot ad
4-gyel osztva, mivel 2pyps...p, egy paratlan szdm 2-szerese, igy 4-es maradéka 2. Tehat N-nek nem lehetnek
kizardlag 4k+1 alaki osztéi, mivel azok szorzata csak 1 maradékot adhat 4-gyel osztva. Masrészt viszont sem
2-vel, sem a 4k + 3 alaka primekkel nem oszthaté N, mivel az 6sszessel 1 maradékot ad, ami ellentmondés.
Tehéat 4k + 3 alaku primbdl valéban végtelen sok van. Most tegyiik fel, hogy 4k + 1 alaka primbdél csak véges
sok van: qi, go, ..., ¢, Tekintsiik az M = (2¢1¢2...g,)? + 1 szamot. Ennek nem lehetnek 4k + 3 alakti oszt6i,
hiszen két négyzetszam Osszege, és egyik tagnak sincs 4k + 3 alakt osztéja. Ugyanakkor sem 2-vel, sem a
4k + 1 alaku primekkel nem oszthat6é, mivel az Osszessel 1 maradékot ad, ami ellentmondas. Tehat 4k + 1
alaku primbél is végtelen sok van, amit bizonyitani akartunk. O

Megjegyzés: ezen lemméban Aallitottak a Dirichlet-tételnek specidlis esetei, miszerint minden szamtani
sorozat végtelen sok primet tartalmaz, ha kezddétagja és differencidja relativ prim. Az érdekl6ds Szalay
Mihély: Szamelmélet cimi konyvében talalhat ra bizonyitast.

3 Neégyzetszamok két kisebb négyzetszam 6sszegeként

Allitas 3. Egy négyzetszam, jelolje n?, pontosan akkor irhato fel két kisebb négyzetszdm Gsszegeként, ha n
primtényezds felbontdsdban van 4k + 1 alakd prim.



Bizonyitds. ElGszor azt az irdnyt igazoljuk, hogy ha n primtényezés felbontasaban van 4k + 1 alakd prim,
akkor n? két kisebb négyzetszam 6sszege. Ekkor n felirhat a kovetkez&képpen: n = pxm, ahol p ez a bizonyos
4k + 1 alakt prim, m pedig egy egész szam. Tehat n? = p? * m2. Az el6z6 részben attekintettek alapjan
léteznek a,b pozitiv egészek, amikre p = a? + b2, ahol tovdbba bizonyosan a # b, mivel négyzetdsszegiik
paratlan. Igy a multiplikicios tulajdonsagot kihasznalva:

p? = (a®> 4+ %) = (a® — b*)? + (2ab)?
Azaz p? is pozitiv szamok négyzetdsszege. Tehdt o’ = a? — b2, b’ = 2ab helyettesitést alkalmazva:
TL2 —_ (a/Q + b/2) " m2 — (a/m)Q 4 (b/m>2

Mivel az a’,b’',m szamok mindegyike pozitiv, ezért ez a feliras n? két kisebb négyzetszam Osszegére vald
bontasa. Tehat valoban, ha n primtényezss felbontasaban van 4k + 1 alakd prim, akkor n? felirhaté két
kisebb négyzetszam Osszegeként. Ezzel az egyik irdnnyal készen vagyunk, kovetkezzék a mésik. Indirekte
tegyiik fel, hogy n primtényezds felbontasaban kizarolag a 2 és 4k + 3 alakt primek szerepelnek, s n? mégis
el6all két kisebb négyzetszam Osszegeként. Tehat n? = a? + b2, ahol a, b pozitiv egészek. Vegyiik a legkisebb,
ezen feltételeknek megfelel§ pozitiv n-t. Valasszuk ki n egy tetsz6leges p primosztojat. Ekkor p a-t és b-t
is kénytelen osztani: ha p egy 4k + 3 alaku prim, akkor a mar korabban latottak miatt, nevezetesen hogy
a -1 nem kvadratikus maradék mod p, igy két négyzetszam Osszege csak akkor oszthaté 4k + 3-mal, ha
mindkét tag oszthatd 4k + 3-mal; ha pedig p = 2, akkor n? oszthat6 4-gyel, marpedig mod 4 csak a 0 és az 1
kvadratikus maradék, igy a? +b? csak akkor lehet oszthaté 4-gyel, ha a? = b? = 0 mod 4, azaz a = b = 0 mod
2. Tehét ha p|n, akkor pla,b, igy ha n = pN, a = pA, b = pB, akkor ezt a jelolésrendszert alkalmazva p>-tel
leosztva az egyenlséget N2 = A2 + B2-t kapunk. Ekkor N-nek csak olyan primosztéi lehetnek, amik n-t is
osztottak, azaz N-nek sincs 4k + 1 alakd primosztdja. Masrészt, mivel p > 1, 0 < N < n. Mindezek alapjan
ellentmondésra jutottunk azon feltételiinkkel, hogy az n a legkisebb olyan pozitiv egész, aminek nincs 4k + 1
alakii primosztéja, s n? felirhato két kisebb négyzetszam Osszegeként. Ezzel igazoltuk a masik iranyt is. [J

Ennek a téménak geometriai vonatkozéasa is van. A Pitagorasz-tétel alapjan ugyanis egy derékszogi
haromszdgben, ha az atfogd hosszat c, a befogokét pedig a és b jeldli, akkor ¢ = a? + b2, és forditva, azaz
ha ¢ = a? + b2, akkor az a, b, ¢ oldalhosszokkal derékszdgt hiromszdg szerkeszthetd. Tehat az imént azon
egészeket kerestiik meg, amik lehetnek egész oldalu derékszogi haromszog atfogdi. A fentieket masképp
fogalmazva azon szamok ilyenek, amelyek két pozitiv szdm négyzetOsszegének tObbszordsei, azaz ha n =
(a® + b*)m. Lehetséges egész befogohosszokat jelent az (a? — b%)m, 2abm szampar, hiszen:

((a® = b*)m)? + (2abm)? = (a* + 2a°0* + bY)m? = ((a* + b*)m)? = n?

4 Szamok két haromszogszam oOsszegeként

Definicié 4.1. Legyen n nemnegativ egész szaim. Az n. hdromszogszamot jelélje h,,. FEkkor h, =0+1+2+

..+ n. A hdromszigszam elnevezés abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy h, darab pontbdl eqy hdromszig rakhato

ki, mégpedig gy, hogy az ujabb sorokba mindig eggyel tobb pontot tesziink. FErtékik expliciten is megadhato
n(n+1)

a jol ismert képlettel az elsé n szdm dsszegére: h, = ——5—.

Allitas 4. Tetszbleges n pozitiv egész akkor és csak akkor dll elé két haromszigszim osszegeként, ha 4n + 1
primtényezds felbontdisdban a 4k + 3 alaki primek pdros kitevdn szerepelnek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy n el6all két haromszogszam Osszegeként. Formélisan:

ala+1) bb+1)
2 + 2

Szorozzunk fel 4-gyel, és adjunk 1-et mindkét oldalhoz:

n=nhg+ hy, =

dn+1=2a>+2a+20> +20+1=(a+b+1)?+ (a—b)?



Tehat ha n felirhato két haromszogszam Osszegeként, akkor 4n + 1 felirhato két négyzetszam Osszegeként,
azaz primtényezGs felbontdsaban a 4k + 3 alaka primek péros kitevén szerepelnek. Ezzel az egyik iranyt
bizonyitottuk. Most johet a masik irany: tegyiik fel, hogy 4n + 1 primtényezds felbontasaban a 4k + 3 alakt
primek péaros kitevén szerepelnek. Ekkor elGall két négyzetszam Gsszegeként. A kvadratikus maradékok mod
4 a0ésaz 1. Tehat ha egy 4n + 1 alaki szam el6all két négyzetszam Osszegeként, az csak ugy lehetséges,
ha az egyik 4-gyel osztva 0, a masik pedig 1 maradékot ad, azaz az egyik egy péaros szdm négyzete, a masik
egy paratlané. Tehat:
dn+ 1= (2p)* + (2¢ + 1)?

Itt most p és ¢ egymashoz mért viszonyatol fiiggden vilasztunk a-t és b-t, mi ugyanis nemnegativ a-t és b-t
szeretnénk (p és ¢ nemnegativitasa trivialisan elérhets). Legyen tehat a = p + ¢, és legyen b =p — (¢ + 1),
hag <p-1,b=¢q—p, ha g > p. Ezzel garantaltuk, hogy a és b nemnegativak (ez a hozzarendelés nem
csak p, g-hoz rendel egyértelmiien a, b-t, minden a, b csak egyszer fordulhat el6, mivel az egyik esetben a + b
paratlan, a mésikban péros, igy nem lehet egyezés). Ez alapjan az egyik esetben 2p = a+b+1, 2¢+1 = a—b,
a méasikban pedig épp forditva, 2p = a — b, 2g + 1 = a + b+ 1. Behelyettesitve azonban mindenképp:

dn+1=(a+b+1)?+ (a—0b)*=2a>+2a+2b>+2b+1

1-et levonva és 4-gyel osztva:
+1 b(b+1
n__a(a2 )+ (2 )——ha+hb

Tehat n felirhat6é két haromszogszam Osszegeként. Készen vagyunk. O

Ennek nyilvanvaloé kovetkezménye, hogy végtelen sok pozitiv egész van, ami nem 4ll el két harom-
sz0gszam Osszegeként, tovabbé olyanbdl is végtelen sok van, ami elgall. Elgbbire végtelen sok példat jelent
két kiilonboz6 4k + 3 alaka prim szorzataként kapott 4n + 1 alakd szambol generélt n, utébbira pedig 4k + 3
alaku primek négyzeteként kapott 4n + 1 alaki szdmbol generalt n.

5 Haromszogszamok két kisebb haromszogszam osszegeként

Orommel adnank explicit formulat arra, hogy mely haromszogszamok allnak el6 két haromszogszam sszegeként,
ez azonban meglehetGsen nehéz feladat: mint azt latni fogjuk, egyszertibbnek tiing kérdések is megvalaszo-
latlanok még.

Allitas 5. Végtelen sok hdromszigszam elddll két, ndla kisebb hdromszogszam dsszegeként.

Bizonyitds. Explicit formulat adunk két maradékosztalyra is mod 5. Ez nyilvan elegends, mar egy is elég
lenne, egy késbbi eredmény érdekében adunk meg kett6t. A kovetkezs egyenl@ségek konnyen ellendrizhetGek
a zardjelek felbontasaval:

(5k+1)(5k+2) _ (4k+1)(dk+2)  3k(3k +1)

2 2 2

hsi+1 = hag1 + hsg
(Gh+3)(Gh+4) _ (4k+2)(4k+3)  (3h+2)(3k+3)

2 2 2
hsk13 = hagio + hapi2

Tehat az 5k + 1. és az 5k + 3. haromszogszamok egy apréd kivételtsl eltekintve felirhatéak két kisebb
haromszogszam Osszegeként. Ezt az aprd kivételt az els§ haromszogszam jelenti, ami ezen explicit feliras
szerint a 0. és az els§ haromszogszam Osszege. Egyébként viszont nem iitkoziink ilyen problémaba. O



Koénnyen meggondolhato, ebbdl kovetkezik, hogy 3 egymast kovetd haromszogszambol legaldbb egy
mindig felirhat6 kisebb haromszdgszamok Gsszegeként.

Természetes s talan egyszerd kérdésnék hat ezek utan, hogy vajon létezik-e végtelen sok olyan harom-
szOgszam, ami nem irhatd fel két pozitiv hdromszogszam Gsszegeként. Ez a kérdés itt nem valaszoltatik meg:
mind a mai napig megoldatlan probléma. Egyfajta elinduldst azonban mutatunk, sziikséges és elégséges
feltételt adunk arra, hogy egy haromszogszam elGalljon két kisebb haromszogszam Gsszegeként Tegyiik fel,
hogy az n. haromszdgszam felirhaté két pozitiv haromszogszam osszegeként. Ekkor:

hp = he + hy

Itt a,b > 0. Kifejtve:

2 2 2
Alkalmazzuk az imént is hasznos triikkkdt: szorozzunk fel 4-gyel és adjunk hozza mindkét oldalhoz 1-et.

nn+1) ala+1) n b(b+1)

2n% +2n 4+ 1 = 2a% + 2a + 26 + 20 + 1
Mindkét oldal felirhatd négyzetszamok Gsszegeként:
n?+n+1)2%=(a+b+1)*+ (a—0b)?

Tehat a 2n% + 2n + 1 egy olyan szdm, ami legalabb kétféleképpen felirhaté két négyzetszam Osszegeként.
Konnyen lathatd, hogy ez elégséges feltétel is egyuttal: ekkor ugyanis az egyik lehetséges feliras nyilvan a
n? + (n + 1)%, s ha létezik egy masik is, az 4-es maradék alapjan (2n + 2n + 1 = 1 mod 4) egy paratlan és
egy paros szam négyzetének az Gsszege. Tehat:

2n? +2n+1=4m+1=(2p)* + (2¢+1)?
Ez éppen az az alak, amit mar lattunk az 1. allitas bizonyitasanél, tehat megfelel§ helyettésitéssel:
2?2+ 2n+1=dm+1=(a+b+1)%+ (a—0)? =2a*+2a+2b* +2b+ 1

Azaz:
nn+1) ala+1)  bb+1)
> 2 3
Ami éppen azt jelenti, hogy h,, = hq + hy.

Jol latszik, hogy éppen akkor forog ki az n? + (n + 1)? eset, amikor b = 0. Tehét az n. haromszdgszam
pontosan akkor irhat6 fel két pozitiv haromszogszam Osszegeként, ha 2n2 + 2n + 1 a triviélis n? + (n + 1)?
feliras mellett masképpen is felirhat6 két négyzetszam Osszegeként.

Mi arra vagyunk tehat kivancsiak, hogy van-e végtelen sok 2n2+2n+1 alaki szam, ami csak egyféleképpen
irhat6 fel két négyzetszam Osszegeként. Milyen primtényezsi lehetnek 2n? + 2n + 1-nek? A 2 nyilvan nem.
Tegyiik fel, hogy van 4k + 3 alaki osztoja. Tehét n?+ (n+1)? = 0 mod 4k +3. Masképp n? = (—1)*(n+1)?
mod 4k + 3. Ez csak ugy lehetséges, ha n és n + 1 is oszthaté 4k + 3-mal, ugyanis a -1 nem kvadratikus
maradék mod 4k + 3, tehat egy négyzetszam -1-szerese nem lehet négyzetszam, csak abban az esetben, ha
mindketts 0. Viszont n? és (n+1)? relativ primek, nem oszthatja mindkett6t 4k + 3. Tehat n? + (n+1)2-nek
kizardlag 4k + 1 alaka primosztéi vannak.

Allitas 6. : Nem feltétleniil kiilonbozs, legaldbb két darab 4k + 1 alakid prim szorzata legaldbb kétféleképpen
felirhato két négyzetszdm dsszegeként, ha a 0-t haszndlatdt is megengedyiik.

Bizonyitds. ElGszor vizsgaljuk egy 4k + 1 alaka prim hatvanyait. p = a? + b%. Itt a # b, mivel p paratlan, s
egyikiik sem 0, mivel p nem négyzetszam. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd hat, hogy a > b > 0.
Tegyiik fel, hogy p" = a2 + b2, ahol sem a,, sem b, nem 0. Itt, az iméntiekhez hasonléan, feltehets, hogy
an > b, > 0. Ekkor, a négyzetszamosszeg mar a koraiakban targyalt multiplikativ tulajdonsagat kihasznalva:

p" Tt = (a® +b*)(a? +b2) = (aa, + bb,)? + (ab, — ba,)? = (aa, — bby)* + (ab, + ba,)?



Még azt szeretnénk latni, hogy ez valoban két kiilonbo6zé felirds. Ehhez elegendd azt igazolni, hogy |aa,, +
bby,| # |aan, — bby| és |aa, + bb,| # |ab, + bay,|. Az el6bbi teljesiil, hiszen egyrészt b és b,, pozitivitasa miatt
aa, +bb, # aa, — bb,, méasrészt a és a,, pozitivitasa miatt aa,, —bb, # —(aa, +bb,). Az utdbbi teljesiilése is
magatol értet6dd, hiszen ha nem igy lenne, rendezve azt kapnank, hogy (a—b)a,, = (b—a)b,, s itt a bal oldal
pozitiv, a jobb oldal meg negativ. Tehat ha p™ felirhato ugy két négyzetszam Osszegeként, hogy egyik sem
0, akkor p"*! felirhaté kétféleképpen. Ebbél kovetkezik, hogy minden primhatvany, ahol a kitevd legalabb
2, felirhat6 igy, ugyanis ennek kovetkeztében a p? nyilvan felirhaté kétfeleképpen, s ha egy hatvany felirhato
kétfeléképpen, akkor a 2-bdl az egyik moéd nyilvan nem haszndal 0-t, igy innentél kezdve mindig megtehetd a
tovabblépés.

Ha a vizsgélt szam primtényezGs felbontasdban vannak kiilonb6z6 4k 4+ 1 alaku primek, akkor teljes
indukcioval bizonyitunk, a 4k + 1 alakd primosztok szaméra vonatkozoan.

Elgszor legyen N = pI' «pd?, ahol p; és po 4k + 1 alaka primek. Ekkor léteznek a; > by és as > by pozitiv
egeészek, amikre pi' = a? + b?, p¥?* = a3 + b3. Ekkor ez iméntiekhez hasonléan:

N = (alag + b1b2)2 —+ (a1b2 — b1a2)2 = (a1a2 — blbg)z —+ (albg —+ b1a2)2

Ezen felirdsok most is kiilonbozdek, a bizonyitas analoég az iméntivel, mivel csak annyit hasznalunk ki, hogy
az ay, as, by, by szamok egyike sem 0. Ennélfogva ha egy szamnak csak két kiilonboz6 4k + 1 alaka osztdja
van, akkor felithat6 két négyzetszam 6sszegeként kétféleképpen. Tegyiik fel hat, hogy N = pI* x pI* x .. x pdr
r = i-re mindig felirhaté kétfelékeppen négyzetszamok Osszegeként. Nézzikk r = ¢ 4+ 1l-re. Ekkor N =
(pI**pd2%..p7" ) (pdr) = Ny*Ny. Ekkor N; bizonyosan felirhat6 kétfelékeppen négyzetszamok dsszegeként,
kovetkezésképp van olyan felirds, ami nem hasznal 0-t. No-nek is nyilvan van ilyen felirdsa. Tehat Ny = a3+b?

valamely a; > b; > O-ra, Ny = a% + b% valamely as > by > O-ra. igy:
N =N{Ny = (a1a2 + b1b2)2 + (albg — b1a2)2 = (alag — b1b2)2 + (a162 + b1a2)2
ami megintcsak két kiillonbozé felirast jelent. Ezzel a tételt bizonyitottuk. O

Tehat 2n? + 2n + 1 felirdsa négyzetszamok Osszegeként csak akkor egyértelmt, ha 2n? +2n + 1 prim. Az
a kérdés tehat, hogy a 2n? + 2n + 1 polinom felvesz-e végtelen sok egész helyen prim értéket, masképp lesz-e
két szomszédos négyzetszam Osszege végtelen sokszor prim. Ez azonban egy globalisan is megvalaszolatlan
kérdés.

JellemzGen ez polinomfiiggvények esetén igy van, eltekintve olyan polinomoktol, ahol ez trividlisan nem
teljesiil, mint példaul az 22 + x, ami mindig péros értéket vesz fel egész helyen, s legfeljebb 4 helyen prim
(mivel legfeljebb két helyen 2). Igy sok mindent ehhez a kérdéshez mar nem tudunk hozzatenni, a téma
befejezéseképp szerepeljen itt Bunyakovszkij 1857-es sejtése, ami a mar emlitett Dirichlet-tétel altalanositésa.
Eszerint egy egyvaltozos egész egyiitthatds polinom végtelen sok egész helyen vesz fel primértéket amennyiben
teljesiilnek réa a kovetkezdk: a polinom egészek felett irreducibilis, és nincs olyan 1-nél nagyobb egész, ami a
polinom 6sszes pozitiv egész helyen vett értekét osztana. Amennyiben csak pozitiv primeket engediink meg,
ezekhez egy trivialis harmadik feltétel tarsul: a f6egyiitthat6é pozitiv. S hogy miért emeltiik ezt ki? Mert a
2n? 4 2n + 1, azaz a vizsgalt polinom eleget tesz ezen feltételeknek! Egyrészt a pozitiv egész helyeken vett
fiiggvényértekeknek nincs kozos osztoja, hiszen mar rogtén az elsé kettének nincs: 2% 12 +2% 1+ 1 = 5,
2522 4+ 2%2+1 = 13. Masrészt ez a polinom irreducibilis az egészek folétt: ha igy lenne, felbomlana
két elséfoku polinom szorzatara, azaz lenne két gyoke, de egy sincs, hiszen két olyan elséfokd polinom
négyzetosszege, melyeknek nincs azonos helyen gyokiik. Tehéat ha a Bunyakovszkij-sejtés igaz, akkor van
végtelen sok haromszogszam, ami nem all el két kisebb haromszogszam Osszegeként.

6 Rések és tombok

Létrehozunk két fogalmat, amivel szamsorozatok stirtiségét szandékozzuk kézzelfoghatobba tenni.

Definicié 6.1 (Rés, résesség). Legyen A egy nemnegativ egészekbdl dllo végtelen halmaz. k-nagysdgi résnek
neveziink egy olyan, k darab eqymdst kévetd pozitiv egészbdl dllé halmazt, amelynek egyik eleme sem eleme



A-nak. Tovdbbd, A-t k-résesnek mevezzik, ha a legnagyobb rés, ami végtelen sokszor megjelenik A elemei
kézdtt, k nagysdgu, ha létezik ilyen. Jelolése R4 = k. Mds esetben a halmaz tetszélegesen nagy réses.

Definicié 6.2 (Tomb, tombosség). Legyen A egy nemnegativ egészekbdl dllo végtelen halmaz. k-nagysdgi
tombnek nevezink egy olyan, k darab egymdst kévetd pozitiv egészbél dllé halmazt, amelynek minden eleme
eleme A-nak. Tovdbbd, A-t k-témbdsnek nevezziik, ha a legnagyobb témb, ami végtelen sokszor megjelenik
A elemei kézott, k nagysdgu, ha létezik ilyen. Jelolése Ty = k. Mas esetben a halmaz tetszdlegesen nagy
tombas.

Egyszert példakon szemléltetve, példaul a pozitiv paros szamok halmaza egy 1-réses és egyuttal 1-tombds
halmaz. Ugyanakkor a 100-nal nagyobb péros szamok halmaza szintén egy 1-réses, 1-tombds halmaz. A
tovabbiakban a mar eddig vizsgalt halmazok résességet és tombosségét fogjuk vizsgalni.

6.1 Két négyzetszam Osszegeként felirhatd szamok halmaza
Allitas 7. A két négyzetszim osszegeként felirhato szamok Ny halmaza tetszdlegesen nagy réses.

Bizonyitds. Keresni fogunk a halmazban r nagysagu rést. Az elsé r darab 4k + 3 alaku primet jelolje pq,
P2, - pr. A kovetkez6 kongruenciarendszerre fogunk megoldast keresni: z = p; mod p?, z = py — 1 mod
p3, ... * =p,—(r—1) mod p?. Ezek a modulusok relativ primek igy a kinai maradéktétel alapjan ezen
kongruenciarendszernek egyértelmi megoldasa van mod p3p3...p2. Szémunkra azonban csak az a fontos, hogy
van megoldasa. Igy létezik  szam, amire x oszthato pi-gyel, de p3-tel nem, = + 1 oszthatd po-vel, de p2-tel
nem, stb. Ennélfogva az x,  + 1, ..., x + r — 1 szamok egyike sem irhato fel két négyzetszam Osszegeként,
kovetkezésképp a vizsgalt halmazban ezen szamok egy r nagysagu rést képeznek. Minthogy végtelen sok
4k + 3 alaka prim van, igy r tetsz6legesen nagy értéket felvehet, azaz a két négyzetszam Gsszegeként felirhatd
szamok halmaza tetsz6legesen nagy réses. O

Megjegyzés: a kinai maradéktétel bizonyitasa viszonylag egyszertd, Szalay Mihaly: Szamelmélet cimi
kényvében ez is fellelhetd.

Allitas 8. A két négyzetszam Gsszegeként felirhato szamok Ny halmazdra Tn, = 3.

Bizonyitas. Elszor megmutatjuk, hogy T, < 3. Tegyiik fel ugyanis, hogy van Na-ben egy 4-nagysagu tomb.
Ennek ekkor sziikségszertien minden mod 4 maradékosztalybol keriil ki eleme. Tehéat ezen tomb egyik eleme
3 maradékot ad 4-gyel osztva, és eleme No-nek. Azt azonban mar megtargyaltuk, hogy ez nem lehetséges,
hiszen a négyzetszamok 4-es maradéka 0 vagy 1, igy két négyzetszam Gsszege nem adhat 3 maradékot. Tehét
T, < 3. Mér csak az a feladatunk, hogy végtelen sok 3-nagysagu tombot mutassunk. Vegyiink egy pératlan
szamot, ez legyen 2a + 1. Ekkor a (2a? + 2a)?, a (2a® + 2a)? + 1, s a (2a® + 2a)? + 2 szdmok mindegyike
felirhato két négyzetszam Osszegeként: a két el6bbi nyilvan, hiszen egy négyzetszamként deklarélt szdmhoz
adunk 0%-t, illetve 12-t. Ugyanakkor a harmadik is:

(2a% 4 2a)% + 2 = 4a* + 8a® 4 4a® + 2 = (4a* + 8a® —4a + 1) + (4a* + da+ 1) = (2a®> + 24 — 1)* + (22 + 1)?

Igy ahogy a végigfut a pozitiv egészeken, végtelen sok 3-nagysagi tomb gyarthato le. Tehat T, = 3. O

6.2 Két haromszogszam Osszegeként felirhaté szamok halmaza
Allitas 9. A két haromszigszam Gsszegeként felirhatd szamok Ho halmaza tetszélegesen nagy réses.

Bizonyitds. Keresni fogunk a halmazban r nagysagu rést. Az els§ r darab 4k + 3 alaku primet jelolje p1, po,
... pr. A kovetkez$ kongruenciarendszerre fogunk megoldést keresni: z = ”14—’1 mod p?, z = ”%1 — 1 mod
p3, ... ¥ =221 — (r —1) mod p?. Ezek a modulusok relativ primek igy a kinai maradéktétel alapjén ezen
kongruenciarendszernek egyértelmi megoldasa van mod p3p3...p2. Szémunkra azonban csak az a fontos, hogy
van megoldasa. Igy létezik = szdm, amire 4z + 1 oszthato p;-gyel, de p?-tel nem, 4(x + 1) + 1 oszthato po-vel,

de p3-tel nem, stb. Ennélfogva az x +1, x +1, ..., z +r — 1 szdmok egyike sem irhat¢ fel két haromszogszam



Osszegeként, kovetkezésképp a vizsgalt halmazban ezen szadmok egy r nagysagu rést képeznek. Minthogy
végtelen sok 4k + 3 alakd prim van, igy r tetsz6legesen nagy értéket felvehet, azaz a két haromszogszam
Osszegeként felirhaté szamok halmaza tetszélegesen nagy réses. O

Allitas 10. A két haromszigszim Gsszegeként felirhatd szdmok Hy halmazdira Ty, = 5.

Bizonyitas. Elgszor megmutatjuk, hogy Tx, < 5. Tegyiik fel ugyanis, hogy van Hs-ben egy 6-nagysagu
tomb. Ennek ekkor hat szomszédos mod 9 maradékosztalybol keriil ki eleme. Tehat ezen tomb egyik ¢ eleme
5 vagy 8 maradékot ad 9-cel osztva, és eleme Hy-nek. Tehat 4i 4 1 felirhat6 két négyzetszam Osszegeként.
Ez azonban 4 %5+ 1 = 3 vagy 4* 8+ 1 = 6 mod 9, azaz 3-mal oszthato, de 9-cel nem, igy nem irhato fel két
négyzetszam Osszegeként, ami ellentmondas. Tehat Ty, < 5. Mér csak az a feladatunk, hogy végtelen sok
5-nagysagu tombot mutassunk.

Vegyiik az n. haromszogszamot, h,-t. Ekkor h,,, h,+1 és h, +3 nyilvan eleme Hs-nek. Tehat ha végtelen
sok n-et talalunk, amire h,, — 1 és h,, + 2 is eleme Hy-nek, akkor készen vagyunk. h, —1 = h,,_o + 2n — 2,
hp +2 = hy,—1 +n+ 2. Tehat ha végtelen sok olyan n-t talalunk, amire n + 2 és 2n — 2 egyidejileg
haromszogszam, akkor készen vagyunk. Legyen tehat n + 2 = “22"’ 4 2n -2 = #. Az els6 egyenletet
szorozzuk 16-tal, majd adjunk hozza 2-t, a masodik egyenletet szorozzuk fel 8-cal, majd adjunk hozza 1-et.
Eredményul a kiovetkezs egyenleteket kapjuk:

16n 434 = 8a® +8a+2 = 2% (2a + 1)

16n — 15 = 4b” +4b+ 1 = (2b+ 1)?

Legyen 2b+1 = z, 2a+1 = y. Igy az egyenletek kiilonbségét véve az eredmény —49 = 22 —2y%. Ezen diofan-
toszi egyenletre keresiink végtelen sok, paratlan szamokbol allo, megoldast jelents x,y szampéart. Eszreve-
hets, hogy © = x1 = 1, y = y; = 5 feltételeinknek megfelel6 megoldast jelent. Rekurzidval adunk végtelen
sok megoldast. Legyen x;11 = 3x;+4y;, yi+1 = 22;+3y;. « helyébe x;,1-t, y helyébe y; -t irva az eredmény
a rekurziot kihasznalva:

w1 =2yt = (B +4y:)” — 2% (2, +3y,)” = (927 + 24y, +16y7) — (807 + 24w,y +18y7) = 27 —2y7 = —49

Tehat ez a szdmpéar djabb megoldast jelent, mivel az egyenletet kielégiti, nyilvan x; 11 > z; és yir1 > vi,
és konnyen ellendrizhetd, hogyha z;,y; paratlan szamokbol allo szampar, akkor x4 1, yi41 is. Igy végtelen
sok paratlan z,y-t generalhatd, amire —49 = x2 — 2y2. A paratlan szamok négyzetei 1 vagy 9 maradékot
adnak 16-tal osztva, ezek kétszerese pedig 2-t. Tehat 2y?> = 2 mod 16, azaz 16n + 34 = 16(n + 1) + 2
alakba irhat6. Ezen esetekben nyilvan teljesiil az is, hogy 22 = 16n — 15, hiszen x? — 2y? = —49. Tehat az
eredeti 16n + 34 = 22 és 16n — 15 = 22 egyenletek végtelen sok esetben kielégithetSek egyidejtileg, amibél
egyértelmten adodik végtelen sok a, b par. igy végtelen sok esetben {h, — 1, hy, hp +1, hp +2,hy, +3} C Ho,
azaz Ty, = 5. O

Megjegyzés: az x? — dy? = 1 alaku egyenleteket (d pozitiv egész) Pell-egyenleteknek nevezziik. Ezeknek
végtelen sok x,y egészekbdl 4ll6 megoldasa van, ha d nem négyzetszam. Olykor az x2 — dy? = k egyenleteket
is Pell-egyenletnek nevezik. Ezekr6l is érdemes tudni, ha legalabb egy z,y egészekbdl allé6 megoldasuk van,
akkor végtelen sok van. A Pell-egyenletekrsl bGvebben olvashatunk példaul Maurer I. Gyula: Tizedes tortek
és lanctortek cimt konyvében.

6.3 Négyzetszamok két kisebb négyzetszam Gsszegeként

Ha konkrétan ezen szamok halmazat néznénk, akkor abban nyilvan egyre nagyobb rések és csak 1-nagysigu
tombok lennének. Tehat kissé més halmazt vizsgdlunk: n akkor legyen eleme az N, halmaznak, ha n?
felirhat6 két kisebb négyzetszam Osszegeként. Ezeket a jeloléseket alkalmazva 1 < Ry, < 4. Az also6 korlat
azért igaz, mert végtelen sok olyan szam van, aminek primtényezds felbontasaban nincs 4k + 1 alaka prim, a
fels6 pedig azért, mert minden 5-tel oszthat6 szam eleme N,-nak. Ez egy nem tul erds allitas, de a sziikebb
hatarok kozé szoritds meglehet&sen nehéz.



Allitas 11. N, halmaz tetszélegesen nagy témbis.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonloan zajlik két korabban latotthoz is. Keresni fogunk a halmazban ¢ nagysagu

tombot. Az elsé t darab 4k + 1 alaka primet jelolje py, po, ... pi. A kovetkezd kongruenciarendszerre
fogunk megoldast keresni: x = 0 mod p1, = —1 mod ps, ... * = —(¢t — 1) mod p;. Ezek a modulusok

relativ primek igy a kinai maradéktétel alapjan ezen kongruenciarendszernek egyértelmt megoldasa van mod
p1p2...pr. Szamunkra azonban csak az a fontos, hogy van megoldasa. Igy létezik x szam, amire = oszthato
p1-gyel,  + 1 oszthatd po-vel, stb. Ennélfogva az =, x + 1, ..., x +t — 1 szdmok mindegyike eleme N,-nak,
kovetkezésképp a vizsgéalt halmazban ezen szdmok egy ¢ nagysaga tombot képeznek. Minthogy végtelen sok
4k 4 1 alaka prim van, igy ¢ tetszélegesen nagy értéket felvehet, azaz N, tetszélegesen nagy to6mbos. O

6.4 Haromszogszamok két kisebb haromszogszam O6sszegeként

Itt az iméntihez hasonl6 halmazt tekintiink: n akkor eleme H,-nak, ha az n. hdromszogszam elall két kisebb
haromszogszam Osszegeként. Ekkor 0 < Ry < 2, mint azt mar lattuk, s amennyiben a Bunyakovszkij-sejtés
igaz, ez az als6 korlat felvihets 1-re.

Allitas 12. H, halmaz tetszélegesen nagy témbis.

Bizonyitds. Keresni fogunk a halmazban ¢t nagysaga tombot. Ehhez t darab egymas utani olyan n-t keresiink,
amire 2n? +2n+1 nem prim. Az els6 t darab 4k + 1 alaki primet jelolje p1, po, ... ps. Igazolunk egy lemmat,
mégpedig azt, hogy tetszéleges p; primhez van olyan n; maradékosztély, amire p;|2n? + 2n; + 1. Ez ugyanis
ekvivalens azzal, hogy p;|4n? + 4n; + 2, mivel (2,p;) = 1. Tehat p;|(2n; +1)%+ 1. A -1 kvadratikus maradék
mod p;, tehat létezik m, amire m? = —1 mod p;. Igy n; = 25 mod p; esetén p;|(2n;+1)>+1. Ezzel alemmét
bizonyitottuk. Tehat az egyes p;-khez ez alapjan rendelhetiink n;-ket. A kovetkezs kongruenciarendszerre
fogunk megoldést keresni: n = nq mod p1, n = ny — 1 mod pa, ... n =n; — (¢t — 1) mod p;. Ezek a modulusok
relativ primek igy a kinai maradéktétel alapjan ezen kongruenciarendszernek egyértelmid megoldésa van
mod pips...p:- Ennélfogva van tetszélegesen nagy megoldésa, azaz van olyan megoldésa, amire n > py,
kovetkezéskeépp 2n2 + 2n + 1 > p;. Igy létezik n szam, amire 2n? + 2n + 1 oszthaté pi-gyel, de ugyanakkor
nagyobb, mint p;, azaz nem lehet prim, 2(n + 1)? 4+ 2(n + 1) + 1 oszthaté pe-vel, de ugyanakkor nagyobb,
mint po, azaz ez sem lehet prim, stb. Tehat az n, n + 1, ..., n +t — 1 szdmok mindegyike eleme H,-nak,
kovetkezésképp a vizsgéalt halmazban ezen szdmok egy ¢ nagysagu témbot képeznek. Minthogy végtelen sok
4k 4+ 1 alaka prim van, igy ¢ tetszélegesen nagy értéket felvehet, azaz H, is tetsz6legesen nagy témbos. [

7 Forrasok és koszonetnyilvanitas

Ezen cikk mésodik részében taglaltakkal a szerzék alapvetGen a kozépiskolai matematikadrikon talalkoztak.
A kés6bb bemutatésra keriiltek sajat kutatas eredményei. Ezentul csak a 4. részben megjelend megvalas-
zolatlan kérdést "ellendriztiik", hogy vajon globalisan is megvalaszolatlan-e, ahogy azt sejtettiik azok utéan,
hogy a problémérdl belattuk, ekvivalens azzal a kérdéssel, hogy vajon végtelen sok primértéket vesz-e fel
egész helyen a 222 + 22 + 1 fiiggvény. Ez tobb cikkben is megtalalhato, szintén megoldatlan problémaként
behivatkozva, példaul Wactaw Sierpinski: Sur les nombres triangulaires qui sont sommes de deux nombres
triangulaires cimd cikkében, ami fellelhets a gottingeni egyetem digitalis konyvtaraban a http://gdz.sub.uni-
goettingen.de/ cimen.

A kongruenciak kezelése sordn minden magyarazat nélkiil tettiink meg olyan lépéseket, amik korrektsége a
kongruencidkkal végezhets miiveleteket nem ismerék szdmara nem magatoél értet6ds. Emellett mar a cikken
beliil utalast tettiink a Dirichlet-tételre és felhasznaltuk a kinai maradéktételt. Mindezek miatt felhasznalt
irodalomkeént tekinthetiink Szalay Mihaly: Szamélmélet cimd kényvére.

A szerz6k mindemelett koszonetiiket fejezik ki tanaraiknak - elsGsorban Hraskoé Andréasnak, Hegediis Pal-
nak és Kiss Gergelynek - a beléjiik fektetett munkéaért, valamint Tossenberger Tamésnak a cikk lektoralasaért.
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