AZ AFFIN GEOMETRIA ELEMEI 1.
Moussong Gabor, 2009

Az affin geometria lényegében a vektorterek geometridja. Azt vizsgalja, milyen
geometriai fogalmak értelmezhetGk és milyen geometriai Osszefiiggések tarhatok
fel kizarolag a vektortér-tulajdonsagok felhasznéalasaval. Tehat példaul mérték-
viszonyokrol (tavolsagrol, szogrél, térfogatrol) nincsen szo az affin geometriaban.
Vannak viszont olyan geometriai fogalmak, mint példdul a parhuzamossag vagy az
osztoviszony, amelyek szarmaztathatok pusztan a tér linearis struktiarajabol, ezért
ezek az affin geometridhoz tartoznak. Ilyen fogalmakrol lesz sz6 az alabbiakban.
Tételeink egy jo részénél nincs is sziikség bizonyitasra, mert csupan atfogalmazésai
vagy kozvetlen kovetkezményei a linearis algebrabol ismert Osszefiiggéseknek. Fogal-
mainkat tetszGleges test feletti, tetszdleges dimenzidja vektorterek felhasznaldsaval
vezetjliik be. Ehhez motivacido gyanant persze a valos, legfeljebb 3-dimenzios eset,
azaz a klasszikus geometria eszkozei szolgalnak.

1. Affin terek és affin leképezések

1.1. Definicié (Affin tér). Legyen F (kommutativ) test, V vektortér F 6l6tt,
és X egy tetszGleges halmaz. Affin struktiranak (pontosabban, F {6l6tti affin
strukturanak) nevezzitk a ® : X x X — V leképezést, és (F 6l6tti) affin térnek az
(X,V,®) harmast, ha teljesiil:

(1) minden A € X-rea®4: X -V, &4(B) = D(A, B) leképezés bijektiv, és

(2) minden A, B,C € X-re ®(A,B)+ ®(B,C) = ®(A,C).

Gyakran magat X-et nevezziik affin térnek, ha egyértelmi, hogy mely affin struk-
taraval van ellatva. X elemeit pontoknak nevezziik. A leggyakrabban F = R vagy
C, ilyenkor valos, illetve komplex affin térrél beszéliink. A véges testek folotti af-
fin terek érdekes kombinatorikai struktarakhoz vezetnek. A tovabbiakban, hacsak
masként nem hangsulyozzuk, minden vektortér és affin tér ugyanazon F test folott
értendd.

Jelolések, megallapodasok:

o A B e X esetén a ®(A, B) € V vektorra inkabb az AB jelolést hasznaljuk. Ezzel

—_— = -— — — —

(2) az AB + BC = AC alakban irhaté. Rogton adodik AA =0 és BA=—AB
minden A, B € X-re.

e A€ X-re X, jeloli azt a vektorteret, amelynek az alaphalmaza X, és amelyre
®y: Xy — V izomorfizmus. Azt mondjuk, hogy az X 4 vektorteret az X affin
tér ,vektorizalasaval” nyerjiik az A pontban.

e X dimenzidjanak definicié szerint V' dimenziojat tekintjiik (és dim X-szel jelol-
jik). Affin egyenesnek mondjuk az egydimenzios affin tereket, affin siknak a
kétdimenzidsakat.

1.2. Példak

e Ha X a(z axiomatikusan értelmezett) klasszikus euklideszi tér, V az X-beli sza-
bad vektorok alkotta vektortér R f6lott, ® pedig a rendezett pontparokhoz mint
iranyitott szakaszokhoz az ekvivalenciaosztalyukat mint vektort rendeli, akkor
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(X, V,®) haromdimenzios valos affin tér. Barmely rogzitett A € X-re az X4
vektortér az A kezdGpontu helyvektorok tere.

e Vektortér természetes affin struktirdja: Ha V tetszGleges vektortér, akkor az
X =V halmazon a ®(x,y) =y —x (x,y € V) leképezés affin struktarat ad
meg.

e Az F test, mint egydimenzios vektortér, az affin egyenes standard példéja (,szam-
egyenes”). Barmely affin egyenes vektorizacio, majd a keletkezd egydimenzios
vektortérben bazis rogzitése altal azonosithato F-fel. Ez gyakorlatilag a 0 és az
1 testelemek kijelolésével egyenértéki.

e Alterek eltoltjai: Ha V tetszGleges altér egy W vektortérben, tovabba v.e W
tetszbleges rogzitett vektor, akkor az X = V + v halmazon ugyancsak affin
struktuarat definial a @ : X x X -V, &(x,y) =y —x (X,y € V +v) leképezés.

e Direkt szorzat: Ha (X1, Vi, ®1) és (Xa, Vi, ®2) affin terek, akkor (X7 x Xo, V5 X
VQ,(pl X @2) is az.

e Faktortér: Ha adott az (X, V,®) affin tér és a V vektortér egy W altere, akkor
vezessiik be az X halmazon azt a ~ ekvivalenciarelaciot, amelynél az X-beli A és

—
B pontokra A ~ B pontosan akkor teljesiil, ha AB € W. Legyen X' = X/ ~ az
ekvivalenciaosztalyok halmaza és V' a V//W faktortér, ekkor a &’ : X' x X' — V’,
—
®'([A4], [B]) = [AB] leképezés affin struktara az X’ halmazon. Az (X', V', @)

affin teret az X tér W szerinti faktorterének nevezziik.

1.3. Definicié (Affin leképezés). Legyenek (X,V,®) és (X', V' @) affin terek.
Egy f: X — X’ leképezést affin leképezésnek neveziink, ha alkalmas ¢ : V — V'’
linearis leképezéssel barmely A, B € X-re o(®(A,B)) = &' (f(A), f(B)) (azaz
— D —

¢(AB) = f(A) f(B) ) teljesiil.

Nyilvan ¢-t az f affin leképezés egyértelmtien meghatarozza. Ezt a ¢ linearis
leképezést az f linearizaltjanak” (vagy f derivaltjanak) nevezhetjiik. A tovab-
biakban gyakran alkalmazzuk f linearizaltjara az L(f) jelolést.

Eszrevehetjiik, hogy ilyenkor barmely A € X pont kivalasztasaval a

x, -5 X
l‘PA lq’}w
v oMy

diagram kommutativ, azaz <I>’f(A) of = L(f)o®y. Ebbdl rogton adodik az affin
leképezések alabbi jellemzése.

1.4. Allitas. Egy f : X — X' leképezés pontosan akkor affin, ha barmely (vagy
akar csak egyetlen) A € X-re f: X4 — X}(A) linearis. [

1.5. Allitas. Barmely affin tér identikus leképezése és barmely konstans leképezése
affin, affin leképezések kompozicija affin, bijektiv affin leképezés inverze affin. [

1.6. Definici6 (Affin izomorfizmus, affinitas). A bijektiv affin leképezéseket
affin izomorfizmusoknak nevezziik. Két affin tér izomorf, ha van kozottiik affin
izomorfizmus. Egy affin tér sajat magara képezé affin izomorfizmusait affin auto-
morfizmusoknak, vagy réviden affinitasoknak nevezziik. Az X affin tér affinitasai a



kompozicidé miiveletére nézve csoportot alkotnak, ezt a csoportot X affin csoportja-
nak nevezziik és Aff (X)-szel jeloljiik.

Az affinitds fogalmanak segitségével ismét koriilirhatjuk, mi az affin geometria
targya: azokkal a geometriai fogalmakkal és mennyiségekkel foglalkozik, amelyek
affinitdsokkal szemben invaridnsak.

1.7. Allitas. Tetszleges (X, V, ®) affin tér izomorf a természetes affin struktiraval
ellatott V' vektortérrel.

Bizonyitas: Tetszolegesen rogzitett P € X ponttal ®p : X — V affin izomorfizmus,
melyre L(®p) = idy, ugyanis minden A, B € X-re (A, B) = ®(A, P)+®(P,B) =
op(B)—Pp(A). O

Latjuk tehat, hogy az affin tér és a vektortér fogalma nem sokban kiilonbozik;
az eltérés lényegében csak annyi, hogy az affin tér esetében ,elfelejtjiik”, hol van
az origd. Az affin teret barmely pontjanak origoként vald kitiintetése vektortérré
teszi. Ezt a tényt késébbi szdmolésainkban olyan formaban tobbszor is ki fogjuk
hasznalni, hogy barmely affin térrdl feltehetjiik, hogy valamely vektortérbdl kelet-
kezik a természetes affin struktira bevezetésével. Ebbdl rogton kovetkezik példaul,
hogy két (ugyanazon test feletti) affin tér pontosan akkor izomorf, ha a dimenziojuk
egyenld.

Az az eljaras, amelynek soran valamely X affin teret egy P € X origd kivalasztasa-
val az Xp vektortérrel, majd azon keresztiil V-vel azonositunk, nem ,természetes”.
Bar ez az eljaras végrehajthato minden X affin térre, a P pont 6nkényes megvalasz-
tasaval jar, amire nincs ,egységes”, X-t6l fiiggetlen modszer. Ezzel szemben latni
fogjuk majd a 7. szakaszban, hogy barmely X affin tér felfoghato tgy, mint egy az
X-hez természetes modon rendelt X vektortérben egy linearis altér eltoltja. Az itt
hangsilyozott ,természetesség” pontos matematikai jelentését az absztrakt algebra
tisztazza majd a kategoridk és a funktorok fogalméanak segitségével.

1.8. Allitas. Lassuk el a V és W vektortereket természetes affin struktirajukkal.
Egy f :V — W leképezés pontosan akkor affin, ha f(x) = ¢(x) + b alakii, ahol
@ :V — W lineéaris ésb € W.

Bizonyitas: Ha f affin, akkor alkalmas ¢(= L(f)) : V. — W linearis leképezéssel
o(v—u) = f(v) — f(u) minden u,v € V-re; ekkor u = 0, x = v és b = f(0)
valasztassal adodik, hogy f(x) = ¢(x) + b minden x € V-re.

Megforditva, ha f a fenti alaki, akkor a (v —u) = (¢(v) +b) — (p(u) + b) =
f(v) = f(u) egyenlGség mutatja, hogy f affin. O

1.9. Definici6 (Affin koordinatarendszer). Ha X d-dimenziés affin tér az
F test folott, akkor X-beli affin koordinatarendszernek neveziink egy tetszGleges
x : X — F9 affin izomorfizmust. Egy affin koordinatarendszer megadasa egyenér-
téki az origo kijelolésével X-ben és egy bézis rogzitésével V-ben. Ha rogzitjiik az x
affin koordinétarendszert, akkor egy P € X pont affin koordinatain az x(P) € F¢
vektor koordinatait értjiik.

Ha x és y két affin koordinatarendszer X-ben, akkor az yox ™! : F¢ — F? leképezés
affin izomorfizmus, azaz az 1.8. Allitas szerint y = Ax + b, ahol A € GL(d,F) és
b € F". (Itt GL(d,F) az F f6lotti d x d méreti invertalhatdo matrixok csoportjat
jeloli.)
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1.10. Példak, definicidk (Eltolas, homotécia, dilatacid)
e Ha X' az X affin térnek egy W < V altér szerinti faktortere, akkor az X — X’
faktorizalo leképezés affin leképezés. Megforditva, ha f : X — X’ tetszsleges

sziirjektiv affin leképezés, akkor X’ izomorf X faktoraval a Ker L(f) < V altér
szerint.

o f € Aff(X) eltolas, ha L(f) identikus. Az eltolasok részcsoportot alkotnak
Aff (X)-ben. Az L : Aff(X) — GL(V) hozzarendelés csoport-homomorfizmus
(ahol GL(V) a V. — V invertalhato linearis leképezések csoportja); az X affin
tér eltolasainak a csoportja ennek az L homomorfizmusnak a magja.

A természetes affin struktiraval ellatott vektorterek esetében az eltolasok vala-
mely rogzitett vektor hozzdadasat jelentik. Ebbdl rogton lathato, hogy tet-
sz6leges X affin tér eltolasainak a csoportja izomorf a V' vektortérrel, mint additiv
csoporttal.

e Adott P € X és A € F* (= F — {0}) esetén P kozépponttd, A ardnyi X-beli
homotécidnak nevezziik azt a Hp ) : X — X leképezést, amelynél minden A € X
- — 1
pontra P Hpx(A) = APA (azaz Hp,(A) = ®5' (A\®p(A))). Ekkor Hp) €
Aff (X) és L(Hp,x) = A -idy. Nyilvin Hpy o Hp, = Hp ., azaz a rogzitett
kozéppontt homotéciak egy F*-gal (az F test multiplikativ csoportjaval) izomorf
részcsoportot alkotnak Aff (X)-ben.

e Dilatacionak nevezziik azokat az f affinitasokat, amelyekre az L(f) linearis leke-
pezés egy nemzérus skalarral valo szorzés. Az X affin tér dilatacioi részesoportot
alkotnak Aff (X)-ben, hiszen definici6 szerint a dilataciok az L= (F*idy ) halmazt
alkotjak, amely részcsoport, hiszen egy GL(V)-beli részcsoport inverz képe az L
homomorfizmusnal.

Mind az eltolasok, mind a homotécidk egyben dilataciok is.

Az identikus leképezés egyszerre eltolas is és homotécia is (tetszsleges kozép-
ponttal), és csak az identitas ilyen.

1.11. Allitas. Ha egy dilatécio kiilénbézik az identitastol, akkor vagy eltolas, vagy
homotécia.

Bizonyitas: Legyen f € Aff(X), melyre L(f) = A-idy, A # 0,1. Azt kell belatni,
hogy létezik olyan P € X, hogy f = Hp y.

Fixpontot keresiink f szdméara. Feltehetd, hogy X = V a természetes affin struk-
tiraval, ekkor az 1.8. Allitas szerint f(x) = ¢(x) + b alaki, ahol most ¢(x) =
L(f)x = Ax. Az x = Ax + b egyenletnek A # 1 miatt létezik megoldasa, mégpedig
ap=Db/(1l—\) vektor, amely az f (egyetlen) fixpontja. Ezzel f(x) = Ax + b =
p+A(x—p),azaz f = Hp \. O

1.12. Kovetkezmény. A kompozicié miivelete nem vezet ki a homotécidk és el-
tolasok alkotta halmazbol. [

2. Affin alterek

2.1. Definicié (Affin altér). Legyen (X,V,®) affin tér és ¥ C X tetszGleges
részhalmaz. Azt mondjuk, hogy Y affin altér X-ben, ha létezik olyan W < V
linearis altér, hogy az (Y, W, ®|y«y) harmas affin tér. Ilyenkor Y a W alteret
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nyilvan egyértelmiien meghatarozza. W-re idénként az Y jeldlést hasznaljuk. (Igy
ﬁ
példaul V = X )

2.2. Allitas. Az X affin tér tetszéleges Y C X részhalmazéara az alabbi allitasok
ekvivalensek:

(i) Y affin altér;

(ii)) Y # 0 és minden A € Y-ra ®4(Y) <V linearis altér;

(iii) létezik olyan A € Y, hogy ® 4(Y) <V linearis altér;

(iv) létezik olyan W <V linearis altér és olyan A € X, hogy Y = &' (W).
Bizonyitéas: Az (i) = (ii) = (iii) = (iv) implikaciok a definiciokbol rogton adodnak.
A (iv) = (i) kovetkeztetéshez azt kell meggondolni, hogy barmely B,C € Y-ra
—_— —_— - —_— — —_—
BC € W. Viszont Y = &,'(W) miatt AB, AC € W, és igy BC = BA+ AC ¢
w. O

2.3. Példak

e Vektortér természetes affin struktarajara nézve az affin alterek pontosan a line-
aris alterek eltoltjai. (Ez 2.2.(iv)-b6l rogton latszik.)

o Tetszlleges f : X — X' affin leképezés képhalmaza affin altér az X’ affin térben.
(Ez azonnal adédik az 1.8. Allitas alkalmazasaval.) Ha f injektiv, akkor affin
izomorfizmus X és az f(X) affin altér kozott. Ilyenkor azt mondjuk, hogy f affin
beagyazas X-r6l X'-be.

o Tetsz6leges affin térben a 0-dimenzios affin alterek pontosan az egypontii részhal-
mazok (amelyeket azonosnak tekintiink a tér pontjaival). Az 1-dimenzios affin
alterek az affin tér egyenesei, a 2-dimenziosak az affin tér sikjai. Egy d-dimenzios
affin térben, ahol d véges, a (d—1)-dimenzios affin altereket hipersikoknak nevez-
ziik. Tehat pl. egy egyenes pontjai hipersikok az egyenesen, illetve egy sik hiper-
sikjai a benne fekvd egyenesek.

e Az X affin tér pontjai egy rendszerét kollinearisnak nevezziik, ha valamely X-
beli egyenes tartalmazza Gket. Barmely két pont kollinearis, sét, ha A, B € X
két kiilonb6z6 pont, akkor egyértelmten létezik olyan X-beli egyenes, amely A-t
és B-t tartalmazza, mégpedig a q);‘l(F . 1?3) ponthalmaz. Erre az egyenesre
bevezetjiik az (A, B) jelolést.

Vektorterekben a koordinatakban felirt homogén linearis egyenletrendszerek megol-
dashalmazai éppen a linearis alterek. Ennek mint4jara affin terekben az affin alterek
inhomogén linearis egyenletrenszerek megoldéshalmazaiként nyerheték. Ezt a tényt
fogalmazza meg  koordinatamentes” formaban a 2.5. Allitas, amelyet az affin formak
definicigjaval készitiink eld.

Idézziik {6l eldljaroban a linearis forma fogalméat. A V' vektortéren értelmezett
linearis forméan egy tetszGleges V' — F linearis leképezést értiink. A linearis formék
a természetes modon adodd miiveletekkel vektorteret alkotnak F folott, amit V
dudlis terének neveziink és altalaban V*-gal jeloliink.

2.4. Definicié (Affin forma). Az F test feletti X affin téren értelmezett affin
formanak neveziink egy tetszéleges s : X — F affin leképezést. A természetes
(azaz pontonként értelmezett) Gsszeadasra és skalarral valo szorzasra nézve az affin
formak F folott vektorteret alkotnak, amelyre az X* jelolést vezetjiik be.

Barmely affin forma linearizaltja egy V' — F linearis leképezés, azaz a V* duélis
vektortér eleme. Ezaltal kapjuk az L : X®* — V™ lineéris leképezést, amely nyilvan
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sziirjektiv, és amelynek a magja a konstans affin formakbol all. Igy tehat véges
dimenzids X esetében dim X® = dim X + 1. Valamely P € X pont régzitésével
az s — (L(s),s(P)) hozzarendelés izomorfizmus az X*® és a V* @ F vektorterek
kozott. Az affin formék terének ez a direkt felbontasa ugyanolyan értelemben nem
természetes, mint ahogyan X azonositasa a V vektortérrel nem az. Ha viszont
eleve X = V a természetes affin struktarajaval, akkor persze X®* = V* @ F az
s(x) = ¢(x) + b «— (p,b) = (L(s), s(0)) megfeleltetéssel.

Tetszoleges X esetén létezik két kitlintetett affin forma X-en: a konstans 0 és a
konstans 1 értéki fiiggvény; ezeket 0-val, illetve 1-gyel jeloljiik.

Ha s € X* tetszdleges affin forma az X affin téren, akkor Z(s) jeloli s zérohalmazat,
azaz az {A € X : s(A) = 0} halmazt. Peéldaul Z(0) = X és Z(1) = (. Ha
S C X* tetszdleges nemiires részhalmaz, akkor Z(S) jeloli az S-beli affin formak
zérohalmazainak kozos részét: Z(S) = ({Z(s) : s € S}. Nyilvan Z(S) = Z(U),
ahol U az S altal az X*® vektortérben generalt linearis altér.

Ha dim X = d véges és x : X — F? affin koordinatarendszer X-ben, akkor az
1.8. Allitas alkalmazasaval az s € X*® affin forméak altalanos koordinatas alakjat

az sox ' : F4 = F, s(x1,...,74) = a121 + ... + agrg + b inhomogén linearis
fiiggvény adja. Az aq, ..., aq, b € F konstansok tetszéleges megvalasztasa affin

format definial.

A kovetkez§ allitas csupan a lineéris egyenletrendszerekrél szolo szokdsos linearis
algebrai megallapitasok atfogalmazasa az affin geometria nyelvére. ,Hétkéznapi”
tartalma az, hogy egy d-dimenziés affin térben a k-dimenzios affin altereket d — k
darab fiiggetlen inhomogén linearis egyenlet irja le.

2.5. Allitas. Legyen X véges dimenzios affin tér, d = dim X. Egy Y C X nemiires
részhalmaz pontosan akkor k-dimenzios affin altér, ha létezik olyan (d—k)-dimenzios
U < X* lineéris altér, hogy 1 ¢ U és Y = Z(U). Specialisan, ha H C X hipersik,
akkor van olyan s € X* affin forma, hogy H = Z(s), és megforditva, barmely
nemkonstans affin forma zéréhalmaza hipersik. Ha s,t € X®-ra Z(s) = Z(t), akkor
t = \s alkalmas A € F, A # 0-val. [

2.6. Definici6 (Parhuzamossag). Legyenek Y és Z affin alterek az X affin tér-
ben. o

Azt mondjuk, hogy Y és Z parhuzamos (jelben: Y || Z), ha Y = Z. A parhu-
zamossag nyilvan ekvivalenciarelacio X affin alterei halmazan. Parhuzamos affin
alterek dimenzioja egyenld.

Azt mondjuk, hogy Y gyengén parhuzamos Z-vel (jelben: Y (|Z), ha Y < 7. A

gyenge parhuzamossag részben rendezési relacio X affin alterei halmazan. Y (|Z
esetén nyilvan dimY < dim Z.

2.7. Allitas. Barmely X affin tér Y és Z affin altereire érvényesek a kivetkezok.
(1) HaY || Z, akkor Y = Z vagy Y N Z = {).
(2) HaY(|Z, akkor Y C Z vagy Y NZ = ().
(3) Y(|Z akkor és csak akkor all fenn, ha létezik olyan Y' C Z affin altér, hogy

Y'|Y.
(4) Barmely A € X-hez egyértelmiien létezik olyan Y’ affin altér, hogy A € Y' és
Y'|Y.

(5) Ha'Y || Z és Y, Z véges dimenziosak, akkor belefoglalhatok egy legfeljebb
eggyel magasabb dimenziés affin altérbe.
(6) Ha'Y és Z hipersikok és Y NZ =), akkor Y || Z.



Bizonyitas: (1), (2), (3) és (4) kozvetlentil kovetkezik a definiciobol.

Az (5) allitas bizonyitasahoz valasszunk egy A € Y és egy B € Z pontot, legyen
W = ®4(Y) < V. HaU a W és az AB vektor generalta altér V-ben, akkor
S =&, (U) affin altér X-ben, YU Z C S, és dim S < dimY + 1.

A (6) allitas bizonyitasahoz feltessziik, hogy X = V a természetes affin struktaraval,
Y =W+4a, Z =U++b, ahol W és U linearis hipersikok V-ben. Ha indirekt
feltevéssel Y Jr Z, akkor W # U, és igy sziikségképpen W + U = V. Emiatt
talalhato w € W és u € U 1gy, hogy w —u = b —a. Ekkor x = w+a =u+ b,
ahonnan x € Y N Z, ami ellentmond az Y N Z = () feltételnek. [

Megjegyzés. Ha X affin sik, E C X egyenes, P € X — E, akkor (4)-bdl és (5)-
bél kovetkezGen egyértelmtien létezik olyan E' C X egyenes, hogy P € E’ és
E'NE = 0. A parhuzamossagi axioma allitdsa tehat automatikusan érvényes az
affin geometriaban.

2.8. Allitas. Barmely dilatacié minden affin alteret vele parhuzamos affin altérbe
VisZ.

Bizonyitas: Ha f dilatacio, akkor L(f), skalarral valo szorzas lévén, minden V-beli

< = — —
linearis alteret onmagaba visz. Igy tetsz6leges Y affin altérre f(Y) = L(f)(Y)=Y
miatt f(Y) | Y. O

A 2.8. Allitas modot ad dilatacioknal a képpont ,szerkesztéssel” torténd meghata-
rozasara.

2.9. Kovetkezmény. Legyen f tetszéleges dilatacio egy X affin térben, A € X,
A" = f(A) # A, és E jeldlje az (A, A’) egyenest. Legyen B € X tetsz6leges, E-re
nem illeszkedd tovabbi pont. Az ehhez tartozo B’ = f(B) képpont az alabbi F és
G egyenesek metszéspontjaként all eld:

F' az a B-n atfektetett egyenes, amelyet f 6nmagaba képez, azaz ha f homotécia
P kézépponttal, akkor F = (P, B), ha pedig f eltolas, akkor F' az E-vel
parhuzamos egyenes B-n at;

G pedig az az A’-n atmend egyenes, amely parhuzamos az (A, B) egyenessel. [

2.10. Definicié6 (Komplementaritas). Az Y és Z affin alterek komplementer
alterek az X affin térben, ha V = Y @ 7 divekt osszeg. Ilyenkor Y N Z egyetlen
pont. A komplementaritas szimmetrikus relacio X affin alterei halmazan.

Affin alterek parhuzamossagat, illetve komplementaritasat hasznalva affin leképezé-
sek néhany fontos tipusat tudjuk bevezetni.

2.11. Definici6 (Vetités altérre). Legyen Y affin altér az X affin térben, és

H
rogzitsiik az Y <V altér egy U direkt kiegészitGjét a V' vektortérben. Definialjuk
ap:X — Y leképezést a kivetkez6 modon. Tetszdleges A € X-hez egyértelmiien

-

talalhato olyan Z(A) C X affin altér, hogy A € Z(A) és Z(A) = U. Ekkor Z(A)NY
egypontt; legyen p(A) ez a pont. Vektorizalva és linearis algebrara hivatkozva
rogton latszik, hogy p affin leképezés. Nyilvan pop = p. A p leképezést az X affin
tér Y affin altérre torténs U irdnyu vetitésének nevezziik.

2.12. Definici6 (Parhuzamos vetités). Legyen Y és Z két egyenld dimenzioju
affin altér az X affin térben és rogzitsiik az ?, Z < V alterek egy U kozos di-
rekt kiegészitGjét a V vektortérben. Ekkor a 2.11-beli p leképezés Z-re torténd
lesziikitése affin izomorfizmus Z és Y kozott. Ezt a p|z leképezést a Z altér Y-ra
torténd U irdnyd parhuzamos vetitésének nevezziik.



2.13. Definici6 (Affin szimmetria). Legyen Y affin altér az X affin térben és
legyen p: X — Y a tér U iranyu vetitése Y-ra. Barmely A € X-hez egyértelmtien
letezik olyan 7(A) € X pont, melyre p(A)7(A) = Ap(A). Ekkor 7 € Aff(X)
és ToT = idx. Ezt a 7 leképezést az Y affin altérre vonatkozé U iranya affin
szimmetrianak nevezziik. Meggondolhato, hogy ha char F #£ 2, akkor Y pontosan
a 7 fixpontjaibol all. A pontokra (azaz 0-dimenzios affin alterekre) vonatkozé affin
szimmetridkat kozéppontos szimmetridknak is nevezziik, ezek éppen a —1 aranyu
homotéciak.

3. Affin kombinacidk, fiiggetlenség, affin bazis

Vektortérben affin kombinédciénak szokas nevezni az olyan linearis kombinaciokat,
amelyekben az egyiitthatok osszege 1. Ilyen fajta kombinaciokat vektorok helyett
egy affin tér pontjaibol is képezhetiink.

3.1. Definicié (Affin kombinaci6). Legyenek Ay, As, ..., Ax pontok az X affin

térben, legyenek tovabba adva a A1, Ao, ..., A\ € F elemek, melyekre Zle A= 1.
Azt mondjuk, hogy a B pont az A; pontok \; egyiitthatés affin kombinécidja, ha

valamely O € X-re OB =) \;OA,.
. — k —_—
Vegyiik észre, hogy ilyenkor barmely O’ € X-re O'B = Y ._; \;O’A; ugyancsak
A 1 / / 5 k / k —_— k 7 ?
fennall, hiszen O'B = O'O+0B = (37, X)O'O+>"7_ MOA; =37 X\ (0'0+
OAi) = > .1 MO'A;. Specidlisan, O' = B valasztassal 0 = ) | \;BA; teljesiil.
Nyilvan ez az utobbi egyenlGség is alkalmas a B pont definidlaséara.

Ha X = V a természetes affin strukturaval és az A;, B pontok V-beli a;, b vek-

torokkal vannak azonositva, akkor O = 0 valasztéssal lathato, hogy az affin kom-

binacid fogalma valoban az 1 Osszegii egyiitthatokkal vett linearis kombinéciot je-
.. k

lenti: ilyenkor b =", A\;a;.

3.2. Allitas. Az affin leképezések felcserélheték az affin kombindciok képzésével.
Azaz: ha f : X — Y affin leképezés és X-ben a B pont az Aq, As, ..., Ax pontok
valamely affin kombinacidja, akkor Y -ban az f(B) pont az f(A1), f(As2), ..., f(Ax)
pontok ugyanilyen egyiitthatos affin kombinacidja.

Bizonyitas: Az 1.4. Allitast és a fenti észrevételt felhasznalva rogton adodik. O

3.3. Allitas. Az X affin tér egy nemiires Y részhalmaza pontosan akkor affin al-

tér, ha zart az affin kombinaciok képzésére, azaz ha tetszéleges Ay, Aa, ... A €Y,
A, Aoy oo, A\ €F, Zle Ai = 1 esetén az A; pontok \; egytitthatos affin kombina-

ciéja is eleme Y -nak.

Bizonyitas: Feltessziik, hogy X =V a természetes affin struktaraval.

Ha Y affin altér, azaz Y = W + a valamilyen W < V-vel és a € Y-nal, tovabba
a;, = x; + a, ahol x; € W, akkor Zle \a; = 2?21 Ni(x; +a) = (Zle Aixi) +
(Zle Ai)aeW+a=Y.

Megforditva, tegyiik fel, hogy Y zart az affin kombinaciok képzésére és valasszunk
egy tetszdbleges a € Y elemet. Megmutatjuk, hogy az Y — a halmaz linearis altér
V-ben. Legyenek x; = a; —a € Y — a tetszGleges elemek és \; € F tetszbleges
egyiitthatok (¢ = 1,... k). Belatjuk, hogy az x; vektorok \; egyiitthatos linearis
kombinacioja is Y —a-ban van. Legyen A\ 1 =1 — Zle i, ezzel a+ Zle \iX; =



9

Agr1a+ Zle()\ia + Aix;) = Agr1a+ 2?21 A;a;, ami az Y-beli a és a; elemek egy
affin kombinacioja, tehat Y-beli. [

3.4. Kovetkezmény. Ha affin alterek egy tetszéleges rendszerének a metszete nem
az lires halmaz, akkor affin altér. []

3.5. Kovetkezmény. Barmely nemiires S C X részhalmazhoz létezik legsziikebb,
S-et tartalmazo affin altér. [J

3.6. Definicié (Affin burok). A nemiires S C X részhalmazt tartalmazo legszii-
kebb affin alteret az S halmaz affin burkédnak nevezziik és (S)-sel jel6ljiik. Ilyenkor
tgy is fogalmazhatunk, hogy az S halmaz affin generatorrendszer az (S) affin al-
térben. Ha S, ..., Sk az X részhalmazainak vagy pontjainak (nemiires egyesitésii)
listaja, akkor (S1,...,Sk) jeloli az egyesitésiik affin burkat.

3.7. Allitas. Tetsz6leges nemiires S C X részhalmazra az S affin burka pontosan
az S-beli elemek affin kombinaci6éibol all.

Bizonyitas: Jeloljik C(S)-sel az S-beli elemek affin kombinacioibol all6 ponthal-
mazt. Belatjuk, hogy (S) = C(S).

Az (S) D C(S) tartalmazas fennall, hiszen (S) affin altér, és igy zart az affin
kombinaciok képzésére (3.3. Allitas).

Az (S) C C(S) tartalmazashoz (ismét a 3.3. Allitas felhasznilasaval) elég azt
belatni, hogy affin kombinéciok affin kombinécioja a kiindulasi pontoknak is affin
kombinacioja. Valoban, tekintsiik az x = Zle A;x; affin kombinaciot a V' vek-
tortérben, és tegyiik f6l, hogy mindegyik x; vektor maga is egy x; = 25;1 WijYij
affin kombinéci6é. Ekkor x — Zf:l )\z 251:1 HijYi; = Z?:l 251:1 )\Zuwyw az Yij
vektorok affin kombinécioja, hiszen az egyiitthatok Osszege Zle Zle Niflij =

k ki k
Doz Ai Zj:l pij =i A =1. O

3.8. Példak. Barmely A € X pontra (A) = {A}. Ha A,B € X, A # B, akkor a
2.3-ban bevezetett jelléssel 6sszhangban (A, B) az A-n és B-n atfektetett egyenes.
Ha X =V és A=a, B=b eV, akkor (A,B) ={ta+ (1 —t)b : t € F}.

3.9. Allitas. Tegyiik fel, hogy char F # 2. Az X affin tér egy nemiires Y részhal-
maza pontosan akkor affin altér, ha barmely A,B € Y-ra (A,B) CY.

Bizonyitas: Affin alterekre a feltétel a 3.3. Allitas specialis eseteként teljesiil. A
forditott iranyhoz feltehets, hogy X = V és 0 € Y; azt kell bebizonyitani, hogy
Y linearis altér V-ben. Valoban, skalarral vald szorzasra zart, mert x € Y-ra
Fx = (0,x) C Y, és Osszegre zart, mert X,y € Y-ra erTy € (x,y) CY és igy
x+y€(0,X¥)Cy. O

Az affin alterek fenti jellemzése nyilvanvaloan nem érvényes a kételemii test feletti
(legalabb kétdimenzios) affin terekben, hiszen az egyenesek kételemiiek, és igy a
3.9. Allitasban szerepld feltétel semmit sem kovetel Y-rol. Meggondolhato viszont,
hogy a 3.9. Allitas olyan formaban is igaz, hogy a char F # 2 kikotés helyett csak
azt tessziik fel, hogy F legaldbb haromelemi.

3.10. Allitas. Legyen Y véges dimenzios affin altér az X affin térben és A € X.
Ekkor dim(Y, A) < dimY + 1, és itt egyenldség pontosan akkor all fenn, ha A ¢ Y.

Bizonyitas: Feltehet6, hogy X =V és 0 € Y, ezzel linearis algebrabol jol ismert
tényre vezettiik vissza az allitast. [
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3.11. Kovetkezmény. Barmely affin tér tetszéleges k + 1 elemii S részhalmazara
dim(S) < k teljesiil.

Bizonyitas: Koézvetleniil adodik a 3.10. allitasbol k szerinti teljes indukcioval. [
3.12. Allitas. Az X affin tér tetszéleges Ay, A1, ..., A, € X pontjaira az alabbi

feltételek ekvivalensek:
(1) d1m<A07 A17 s 7Ak> = k;

(ll) Al ¢ <A0, . 7Ai—17 Ai_|_1, ce. ,Ak> minden 1 = O, 1, ce. ,k—ra;
—_— s — -
(iii) ApAi, AoAs, ..., AoAy linearisan fiiggetlen vektorok V-ben;
—
(iv) haO € X, Ao, A ..., e € F, Y N =065 Y8 MOA; = 0, akkor
A=A =...= ), =0.

Bizonyitas: (i), (ii) és (iii) ekvivalenciaja a 3.10. Allitas bizonyitasahoz hasonloéan
jol ismert linearis algebrai tulajdonsagokboél adodik.

(iii)=(iv): o0 Midod; = S5 Mi(Ag0 + OA;) = =20 400 + (—A0A) = 0,
ahonnan az m vektorok lineéris fiiggetlensége miatt \; = ... = A\ = 0, és igy
Ao = 0.

(iv)=-(iii): Tegyiik fel, hogy Zle A AgA; = 0. Legyen Ao = — Zle Ai s O = Ay,
ekkor > - (ANOA; =50 AMAoA; =0, igy (iv) felhasznalasaval (Ao =)\ = ... =
A =0. O

3.13. Definici6 (Fiiggetlenség). Azt mondjuk, hogy Ag, Aq,..., A, € X fiig-
getlen pontok az X affin térben, ha teljesitik a 3.12. allitasban szereplé feltételek
valamelyikét (és igy mindegyiket).

Példaul egyetlen pont mindig fiiggetlen, két pont akkor és csak akkor fiiggetlen, ha
kiilonb6z6, harom pont akkor és csak akkor fiiggetlen, ha nem kollineéris.

3.14. Definicié (Affin bazis). Az X véges dimenzios affin térben affin bazisnak
neveziink egy Ag, A1, ..., A pontrendszert, ha az AgA1, AgAa, ..., AgAy vektorok
bazist alkotnak a V = X vektortérben.

Ilyenkor £ = dim V' = d, azaz egy affin bazis sziikségképpen d + 1 pontbol all. Az
affin bézisok alabbi jellemzése kozvetleniil adodik a definiciokbol.

3.15. Allitas. Legyen X véges dimenzios affin tér, d = dim X. Egy X-beli pont-
rendszer pontosan akkor affin bazis X-ben, ha fiiggetlen és (d + 1) elemii, illetve
akkor, ha affin generatorrendszer és (d + 1) elemid. [

3.16. Allitas. Legyen X véges dimenzios affin tér, ekkor barmely X -beli fiiggetlen
pontrendszer kiegészithetd affin bazissa X -ben.

Bizonyitas: 3.12.(iii)-ra hivatkozva az allitas rogton kovetkezik a linearisan fiig-
getlen vektorrendszerek bazissa vald kibGvithetGségersl szolo linearis algebrai alap-
tételbsl. O

Megjegyzés. Végtelen dimenzids affin terekben léteznek olyan végtelen pontrend-
szerek, amelyek barmely (nemiires) véges részrendszere fiiggetlen. Az ilyen pont-
rendszereket is kézenfekve fliggetlennek nevezni. Affin béazisnak ezek utan a ma-
ximalis fliggetlen pontrendszereket, illetve ezzel egyenértékd modon a minimaélis
affin generatorrendszereket tekinthetjiik. A geometria szempontjabol elsGsorban a
véges dimenzios affin terek fontosak, ezért szoritkoztunk a fiiggetlenség és az affin
béazis fentebbi definiciojaban a véges esetre. Transzfinit eszkozoket felhasznélva a
3.16. Allitas végtelen dimenzios analogonja is bebizonyithat6 volna.
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3.17. Definici6 (Affin bazishoz csatolt affin koordinatarendszer). Ha az
Ag, Ay, ..., Ag pontok affin bazist alkotnak X-ben, akkor tetszGleges P € X-re az
AP = 2?21 N Ao A, elallitasban szerepld egyiitthatokat tekintsiik egy x(P) € F?
vektor koordinatainak. Ezzel egy x : X — F? affin izomorfizmust definidltunk, ame-
lyet az Ag, A1, ..., Ag affin bazishoz csatolt affin koordinatarendszernek neveziink.

Nyilvan barmely x affin koordindtarendszer ilyen moédon keletkezik, mégpedig az
Ag = x1(0) és A; = x71(e;) (i = 1,...,d) pontok alkotta affin bazisbol. (Itt
e;=(0,...,1,...,0) € F* az i-edik standard bazisvektor.)

3.18. Tétel. Rogzitsiink egy Ao, A1, ..., Aq affin bazist az X affin térben. Ekkor
barmely P € X pont el6allithato az Ag, A1, ..., Ag pontok affin kombinaciéjaként,

tovabba az ehhez sziikséges egyiitthatokat a P pont egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitas: Legyenek Aq,...,\; € F az adott affin bazishoz csatolt affin ko-
—_— —_—
ordinatarendszerben a P pont koordinatai, azaz AgP = Z?:l A AgA;. Ekkor a

d . , -3 d s :
Ao = 1—=7>_1 A jelolest hasznalva az AgP = ) ., AiApA; egyenlGség mutatja,

hogy P az Ag, A1, ..., Ag pontok Ao, A1, ..., A\g egyiitthatos affin kombinécioja.
Ha P valamely pg, p1,...,p1q € F egyiitthatokkal is elGall, mint az Ag, Aq, ...,

Ay pontok affin kombinacioja, akkor egy tetszéleges O € X kezdGpontot rogzitve
OP = Z?:O /\z‘O—A; = Z?:o ,uiO—A; és 2?21 A = 2?21 w; = 1 fennall. Ekkor
Z?:o()\i — /ULZ)O—AZ =0 és Z?zl()\i — ;) =0, igy az affin fiiggetlenség 3.12.(iv)-beli
tulajdonsagat felhasznalva A\; = p; (i1 =0,...,d). O

3.19. Allitas. Legyen Ag, A1, ..., Aq affin bazis az X affin térben. Régzitett
t=0,1,...,d mellett rendeljiik hozza mindegyik P € X ponthoz a 3.18. Tételbeli
elsallitasban szerepld, A;-hez tartozo \; egyiitthatot. Ekkor ez az s; : X — F,
P — )\; fiiggvény affin forma X-en. Az igy nyert sg, s1, ... ,Sq affin formak bazist
alkotnak az X*® vektortérben.

Bizonyitas: Vektorizaljuk X-et az Ay pontban, azonositsuk V-vel az X4, vek-

—
torteret, és legyen a V-beli AgA4; (i = 1,...,d) bazishoz tartozo duélis bazis
pi € V* (i =1,...,d). Ekkor a 3.18. Tétel bizonyitasa szerint ¢ = 1,...,d-re
S;i = ;68 sp =1 —(s1+ ...+ sq). Emiatt sg,s1,...,8q generatorrendszer az

X*® =V*@®F vektortérben, és mivel a dimenzi6 d 4 1, bazis is. [

3.20. Definicié (Dualis affin formak). A 3.19. Allitasban szerepls sg, 51, ...,
sq € X* affin formakat az Ag, Ay, ..., Agq affin bazishoz tartozé dualis affin for-
méaknak nevezziik.

Koénnyen lathato, hogy a dudlis affin formakat az s;(A4;) = d;; (0 < 4,5 < d)
egyenlGségek is egyértelmtien meghatarozzak; ez a kovetkezg allitdsnak egy speciélis
esete.

3.21. Allitas. Ha Ay, Ay, ..., Ag affin bazis az X affin térben, tovabba A}, A},
..., Al tetszélegesen adott pontok az X' affin térben, akkor egyértelmien létezik
olyan f: X — X' affin leképezés, melyre f(A;) = A, (i=0,1,...,d).

Bizonyitas: Az Ay, illetve A} pontokban térténd vektorizalassal az 1.4. Allitasra
hivatkozva a megfelels linearis algebrai tételbdl rogton adodik. [

3.22. Kovetkezmény. Ha Ag, A1, ..., Ag és By, By, ..., By affin bazisok az X
affin térben, akkor egyértelmiien létezik olyan f € Aff (X) affinitas, melyre f(A;) =
B; (i=0,1,...,d). O
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Megjegyzés. A 3.22. Kovetkezményben foglalt tényt a csoportelmélet nyelvén tgy
szokas megfogalmazni, hogy az Aff (X) csoport egyszeresen tranzitivan hat” az X
affin tér rendezett affin bazisainak halmazan. Csoportok hatasarol késGbbi geomet-
riai tanulméanyaink soran még tobb alkalommal esik sz06.

4. Osztoviszony, stlypont, baricentrikus koordinatak

4.1. Definicié (Osztoviszony). Legyen A és B két kiilonb6z6 rogzitett pont az
E affin egyenesen. TetszGleges P € E, P # B ponthoz egyértelmtien létezik olyan
A € F, hogy AP = )\ PB. Ezt a X elemet (ABP)-vel jeloljiik és a P pont A-ra és
B-re vonatkoz6 osztoviszonyanak nevezziik.

Peldaul (ABA) = 0. Ha F = R, és P az [A, B] szakasz bels6 pontja, akkor
(ABP) azt mondja meg, hogy a P pont milyen ardnyban osztja az [A, B| szakaszt.
Példéaul a szakasz felez6pontjara az osztdviszony értéke 1 : 1 = 1, az A-hoz kbzelebbi
harmadolopontra 1 : 2 = 1/2, a masik harmadoloépontra 2 : 1 = 2. Ha a P pont
nem tartozik az [A, B] szakaszhoz, akkor (ABP) negativ.

4.2. Allitdas. (ABP) = f3/a, ahol a P pont az A és a B affin kombinaciéja a,
illetve (B egyiitthatokkal.

—_— —_— — —_—
Bizonyitas: 0 = o+ PA+ (- PB, ahonnan AP = 3/a- PB. O

4.3. Kovetkezmény. Barmely affin leképezés osztoviszonytarté. Azaz, ha f :
X — Y affin leképezés, A # B # P kollinearis pontok X-ben, és f(A) # f(B) #
f(P), akkor (f(A)f(B)f(P)) = (ABP).

Bizonyitas: Rogton adodik a 3.2. és a 4.2. Allitas sszevetésével. [0

4.4. Allitas.

(1) (ABP) # —1;

(2) Rogzitett A és B mellett barmely A € F, A\ # —1 skalarhoz talalhato olyan
P, hogy (ABP) = X;

(3) (ABP) = (ABQ) esetén sziikségképpen P = Q;

(4) (ABP)(BAP) = 1;

(5) Ha A, B és C egy affin egyenes harom kiilonb6zé pontja, akkor
(ABC)(BCA)(CAB) = 1;

(6) Ha P, Q, R és S egy affin egyenes négy kiilénb6z6 pontja, akkor
(PQS)(QRS)(RPS) = —1.

Bizonyitas: A 4.3. Kovetkezményre hivatkozva feltehets, hogy az affin egyenes az
F testtel azonos, ekkor az a,b,p € F elemek osztoviszonya (abp) = (p —a)/(b — p)
alakban irhato. Ezzel mind a hat allitas dtfogalmazhato egy-egy F-beli elemekre
vonatkozo6 formulava és igy kozvetlen szamolassal ellengrizhets. [

4.5. Definici6 (Sulypont). Stlyozott pontrendszert kapunk az X affin térben,
ha véges sok Ag, A1, ..., Ap € X ponthoz egy-egy m; € F (i =0,1,... k) stlyt
rendeliink. (Formalis definicioval élve X-beli sillyozott pontrendszeren X egy véges
részhalmazéan értelmezett F-be képezd fiiggvényt érthetiink.) Azt mondjuk, hogy

—
az S € X pont ennek a siilyozott pontrendszernek siilypontja, ha Zf:o m; SA; = 0.
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4.6. Allitas. Ha a silyok Gsszege nem 0, akkor a stlyozott pontrendszernek egyér-
telmiien létezik siilypontja, mégpedig az az S pont, amelybe a tér egy tetszéleges

O pontjabél az 08 = (Zf:o m; O—AZ)/ Z?:o m; vektor mutat.

Bizonyitas: Valoban, a 3.1. Definiciot kovets észrevétel szerint a stlypont azonos
az Ao, Ay, ..., Ap pontoknak az m;/ Z?:o m; (i =0,1,...,k) egyiitthatokkal
vett affin kombinaciojaval. [

4.7. Példak. Ha F = R és a pontokat egyenl§ stlyokkal latjuk el, akkor az igy
kapott silyozott pontrendszer stlypontja a kozonséges értelemben vett silypont.
Peéldaul két pont esetében a stlypont a szakasz felezpontja, harom nem kollinearis
pont esetében a silypont a haromszog (elemi geometriai értelemben vett) stlypont-
ja.
4.8. Allitas (A sulyok csoportosithatosagi tétele). Ha egy nem 0 dsszegii sii-
lyokkal siilyozott pontrendszer pontjait diszjunkt csoportokba osztjuk gy, hogy az
egyes csoportokban a silyok Osszege nem 0, majd mindegyik csoport siilypontjat
ellatjuk a csoportban szerepld silyok dsszegével mint sillyal, akkor az igy nyert
stilyozott pontrendszer silypontja azonos az eredeti siilyozott pontrendszer siily-
pontjaval.
Bizonyitas: A]ljon a pontrendszer az m;; stlyokkal ellatott A;; pontokbol az {41,
, Aik,} (i = 1,...,1) csoportokba osztva ugy, hogy m; = 25;1 mi; # 0
(1t = 1,...,10), és legyenek Si,...,5S; az egyes csoportokhoz tartozo sulypontok,
X —_—
azaz Z?;l mi; SiAi; =0 (i =1,...,1). Ekkor ZZ L m; egyenld az Osszes sily
Osszegével, tehat nem 0. Legyen S az mq, ..., m; silyokkal ellatott Sy, ..., S
pontrendszer silypontja. Ekkor

l l K, 1 ks
Ozzmis—&fzzmlzg 1szSAzJ ZZ

i=1 i=1 Zg 1 Mg

ami azt mutatja, hogy S az eredeti teljes pontrendszer silypontja. [

4.9. Példak, elemi geometriai kovetkezmények. Itt feltessziik, hogy F =
R. Az alabbi példak olyan az elemi geometriabél jol ismert allitasok, amelyeket
felfoghatunk a csoportosithatosagi tétel kozvetlen alkalmazasaiként.

e A haromszog stulypontja illeszkedik a stalyvonalakra és 1 : 2 aranyban osztja 6ket.

e A tetraéder sulypontja illeszkedik a stulyvonalakra (azaz a cstuicsokat a szemkozti
lap stulypontjaval 6sszekots szakaszokra) és 1 : 3 ardnyban osztja Gket, tovabba
felezi a szemkozti élek felezGpontjait 0sszek6té harom szakaszt.

e Barmely sikbeli négyszog esetében a szemkozti oldalak felez&pontjait 6sszekots
két szakasznak és az atlok felezGpontjat 6sszekotd szakasznak k6zos a felezGpont-
ja.

4.10. Definici6 (Baricentrikus koordinatak). Rogzitsiink egy Ao, A, ...,

Ay affin bazist az X affin térben. Ha egy P € X pontot az xg, 1, ..., g4 silyok
segitségével lehet sulypontként elGallitani az Ag, Ay, ..., Ag pontrendszerbdl, akkor

azt mondjuk, hogy ezek a silyok a P pont baricentrikus koordinatai az adott affin
béazisra nézve.

A 3.18. és 4.6. Allitasok kivetkeztében barmely P € X-nek vannak baricentrikus
koordinatai, és azokat a P pont aranyossig erejéig egyértelmtien hatarozza meg,
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tovabba barmely nem 0 Osszegd zg, x1, ..., x4 testelem-(d + 1)-es elGall, mint
valamilyen X-beli pont baricentrikus koordinatai.

Rogzitett Ag, A1, ..., Ay affin bazis mellett azt a tényt, hogy az xg, x1, ..., x4
elemek a P € X pont baricentrikus koordinatéai, a P = [zg : 21 : ... : 4] jelléssel
fejezziik ki. Nyilvan [z @ @1 @ ... @ xq] = [zg @ 2} ... : 2] pontosan akkor
teljesiil, ha létezik olyan A € F, hogy =, = Ax; (i = 0,1,...,d). A baricentrikus
koordinatak hasznilata tehat azonositast teremt az X tér és az

{x: (zo,x1,...,2q) € F4TL: ixiyéo}/,w
i=0

faktorhalmaz kozott, ahol a ~ ekvivalenciarelaciéo az ardnyossagot jelenti, azaz
x ~ y akkor és csak akkor all fenn, ha y = Ax alkalmas A € F-fel.

4.11. Példak. Legyen Ay, Ay, ..., Ay affin bazis az X affin térben.
e Ay =[1:0:...:0, A, =[0:1:...:0],..., A49=1[0:0:...:1]. Ha
F R, akkor ezeknek a pontoknak a kozonséges értelemben vett stlypontja

[1:1:...:1].

o P=xg:x:...: x4 akkor és csak akkor tartozik az (4;,, Ai,,...,A;,) affin
altérhez, ha minden i #i; (j =0,1,...,k) esetén z; = 0.

e i =0,1,...,d-re jelolje H; azt az X-beli hipersikot, amelyre A; € H; és amely
parhuzamos az (A; : j # ¢) hipersikkal. Az s; dudlis affin formakat alkalmazva
H; = 2(1 — s;). Emiatt a P = [z¢ : 1 : ... : xq] pont akkor és csak akkor
tartozik H,-hez, ha >, x; = 0.

Megjegyzés. A két utolsdé példaban bizonyos affin altereket a baricentrikus ko-
ordinatakban felirt homogén linearis egyenletrendszerekkel tudtunk megadni. A
7. szakasz végén latni fogjuk, hogy ez minden affin altérre igy van. KésGbbi geo-
metriai tanulményainkban kideriil majd, hogy a baricentrikus koordinaték a pro-
jektiv geometridban hasznélatos an. ;homogén koordinatak” egy specialis valtozata.
A homogén koordinatak elnevezése onnan szirmazik, hogy segitségiikkel az alakza-
tokat homogén egyenletekkel lehet leirni.



