KONVEX HALMAZOK AFFIN TERBEN
Moussong Gabor, 2009

A konvex halmazok elméletének egy jelentds része csak a tér affin struktarajara ta-
maszkodik és nem hasznélja a tér metrikus viszonyait. Itt azokat a konvex halma-
zokkal kapcsolatos fogalmakat és 0sszefiiggéseket vessziik sorra, amelyek az affinita-
sokkal szemben invariansak, és igy méar az affin geometridban is értelmezhetdk,
illetve bizonyithatok. Az alabbiakban (X,V,®) véges dimenzios valds affin tér,
amelyet a természetes topologiajaval latunk el. Az X tér dimenziojat d jeldli.

1. Konvex halmazok, konvex kombinaciék

1.1. Definicié (Szakasz). Adott A, B € X mellett A, B végpontu szakaszon
-

(vagy: az A, B pontokat 8sszekitd szakaszon) az [A, Bl = @' ({t-AB: 0 <t < 1})

halmazt értjiik.

Konnyen lathato, hogy A # B esetén [A, B] = @' ({thB 1> 0}) No5! ({tB—1>4 :
t > 0}), azaz az [A, B] szakasz az (A, B) egyenesen annak a két zart felegyenesnek a
metszeteként all elg, amelyek végpontja A, illetve B, és amelyek tartalmazzak B-t,
illetve A-t. Igy nyilvan [B, A] = [A, B]. Ha A = B, akkor [A, B] = {A}, amelyet
elfajuld szakasznak tekintiink.

Tetszoleges O € X ponttal [A,B] ={P € X : 0P = t~O_1>4—i—(1—t)~O—l>3’, 0<t<1},
azaz [A,B] ={tA+(1—-t)B : 0 <t <1}.

1.2. Definicié (Konvex halmaz). Egy K C X halmaz konvex, ha barmely két
pontjaval egyiitt azok 0sszekotd szakaszat is tartalmazza, azaz tetszéleges A, B € K
esetén [A, B] C K.

1.3. Példak

e Barmely X-beli affin altér konvex, az iires halmaz konvex, barmely féltér és
barmely szakasz konvex.

e A szamegyenesen pontosan az intervallumok konvexek (kozéjiik értve az elfajulo
vagy végtelenbe nyulé intervallumokat is).

e Szakasznak affin leképezésnél szarmazo képe (esetleg elfajulo) szakasz, emiatt
barmely konvex halmaznak affin leképezésnél szarmazo képe, illetve Gsképe kon-
vex.

e Ha K C X; és Ky C X5 konvex, akkor K1 x K9 C X7 X X5 is konvex.

e Ha K C X konvex és P € X, akkor a C = (J,5q Hpa(K) halmaz is konvex,
ahol Hp  jeldli a P kozépponti és A\ ardnyt homotéciat. Legyen ugyanis A =
Hpx(A'), B=Hp,(B'), A\,B" € K ést € [0,1], ekkor kozvetlen szamoléassal
adodik, hogy tA+ (1 —t)B = Hp,(uA" + (1 —u)B’), ahol v = tA 4+ (1 — t)p és
u=t\/v. Az is kénnyen ellendrizhetd, hogy a C'U { P} halmaz is konvex.

Egy valos vektortérben konvex kiipnak neveziink egy részhalmazt, ha konvex és
barmely elemével egyiitt annak Osszes pozitiv skalarszorosat is tartalmazza. A
fenti C' és C' U {P} halmazok konvex kupok az Xp vektortérben.

e Az Rébeli p(x,y) = (Z?Zl(a:i - yi)2)1/2 metrikaval definialt B(a,r) = {x €
R? : p(x,a) < r} nyilt, illetve B(a,r) = {x € R? : p(x,a) < r} zart golyok,
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tovabba ezek affinitassal nyert képei, a nyfilt, illetve zart ellipszoidtestek konvex
halmazok R%ben.

e AV xV — R szimmetrikus bilinearis fiiggvények vektorterében a pozitiv definit
(illetve a negativ definit) szimmetrikus bilinearis fiiggvények konvex kupot alkot-
nak.

e Fgy négyzetes valos matrixot duplan sztochasztikusnak neveziink, ha minden
eleme nemnegativ, tovabb4d minden sorosszege és minden oszloposszege 1-gyel
egyenld. Jelolje B,, az n x n méret duplan sztochasztikus méatrixok halmazat,
ekkor B,, € R™*"™ konvex halmaz.

e Konvex halmarok tetszéleges X-beli rendszerének a metszete konvex.
Tovabbi érdekes példak szirmaztathatok a kovetkezd konstrukcié hasznalataval.

1.4. Definicié (Minkowski-kombinacié). Legyenek K, L C X tetszGleges rész-
halmazok és a,3 € R rogzitett egyiitthatok, melyekre a + 3 = 1. A K és L
halmazok « és (§ egyiitthatokkal vett Minkowski-kombinaciojan az

oK +pL={aP+p3Q:PeK,QecL}

halmazt értjiik. Ha X = V vektortér, akkor a Minkowski-kombinacio az o+ 3 =1
feltétel nélkiil is értelmezhets. Az o = 3 = 1 esetben a K + L Minkowski-6sszegrdél
beszéliink.

1.5. Allitas. Konvex halmazok tetszéleges Minkowski-kombinacidja is konvex.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy K és L konvex halmazok X-ben. Legyen az aK + L
Minkowski-kombinacio két tetszéleges pontja A = aP 4+ 8Q és B = aR + 35, ahol
P,Re Ké&sQ,S € L, tovabba legyen C' € [A, B] tetszdleges, azaz C = tA+(1—t)B,
t € [0,1]. Ekkor C = t(aP + 8Q) + (1 —t)(aR+ 3S) = a(tP + (1 —t)R) + B(tQ +
(1—-10)9),itttP+(1—-t)Re K éstQ+ (1 —t)Se L,igy C € aK + (L. O

1.6. Definici6 (Konvex burok). Az 1.3-beli utols6 példa kovetkeztében barmely
S C X halmazhoz az 6t tartalmazo X-beli konvex halmazok koézott 1étezik legszii-
kebb, mégpedig az S-et tartalmazd Osszes X-beli konvex halmaz metszete. Ezt a
halmazt nevezziik az S halmaz konvex burkanak, és conv(S)-sel jeloljiik.

Peéldaul barmely szakasz a végpontjai konvex burka. Egy halmaz pontosan akkor
konvex, ha azonos a konvex burkaval.

1.7. Definicié (Konvex kombinaci6). Egy affin kombinaciot konvex kombiné-
cibnak neveziink, ha a benne szerepld egyiitthatok nemnegativak. Tehat a P € X
pont az Aq, ..., A; pontok konvex kombinacioja, ha P = A1 A1 + ...+ A\ Ak, ahol
A, oon AR >06s Y0 N =1

Peéldaul barmely szakasz pontosan a két végpont konvex kombinacioibol all.

1.8. Tétel. Barmely ponthalmaz konvex burka a bel6le vett véges pontrendszerek
konvex kombinacioibél all.

Bizonyitas: Legyen S C X tetsz6leges, és jelolje ¢(S) az S-beli véges pontrend-
szerek Osszes lehetséges konvex kombinacioi halmazat. Megmutatjuk, hogy ¢(S) =
conv(S).

c(S) C conv(S): Ha P € ¢(S), akkor P valamely Ay, ..., A € S pontok A,
..., A\, egyiitthatos konvex kombinéaciéja. A pontok szama, azaz k szerinti teljes



indukcioval megmutatjuk, hogy P € conv(S). A k = 1 eset trividlis, a k = 2
esetben pedig a konvexitas definicidja szerint ez igaz. Legyen k > 2 és tegyiik
fol, hogy a k-nal kevesebb tagi konvex kombinaciok conv(S)-ben vannak. Ha a \;
egyiitthatok valamelyike 0, akkor az indukcios feltevést a tobbi pontra alkalmazva
készen vagyunk. Egyébként pedig legyen p = Ay + ...+ Xp—q €8y = Ni/p
(i=1,...k—1). Ekkor B = 141 + ...+ pr—14k—1 konvex kombinacio, ezért az
indukcios feltevésb6l B € conv(S). Végiil P a B és az Ay, pont konvex kombinécioja
a p és A\ egyiitthatokkal, igy P € conv(S).

conv(S) C ¢(S): Elég belatni, hogy ¢(S) konvex, hiszen az egytagu konvex kombiné-
ciokkal S C ¢(5), és igy a konvex burok definiciojabol conv(S) C ¢(S) kivetkezik.
Legyen A, B € ¢(S) és alljon el6 A az Ay, ..., Ap € S pontok Ay, ..., \p egyiitt-
hatos konvex kombinaciojaként, B pedig a By, ..., By € S pontok pui, ..., 1y
egyiitthatos konvex kombinaciojaként. Ha P € [A, B], akkor P az A és a B konvex
kombinacioja valamilyen « és (§ egyiitthatokkal. Ekkor a P pont elgallithato az A1,
.o, A, B1, ..., By € S pontok konvex kombinécidjaként rendre az alq, ..., a\g,
Bui, - .., Buy egylitthatokkal, igy P € ¢(S). O

1.9. Kovetkezmény. Egy S C X halmaz akkor és csak akkor konvex, ha zart
a konvex kombinaciok képzésére, azaz ha barmely véges sok S-beli pont barmely
konvex kombinacidja is eleme S-nek.

Bizonyitas: Ha S konvex, akkor S = conv(S), igy az 1.8. Tétel miatt az S-beli pon-
tok konvex kombinacidi S-ben vannak. Megforditva, ha S zart a konvex kombina-
ciok képzésére, akkor ezt az S-beli pontparokra alkalmazva adodik, hogy minden
A, BeSre[ABJCS. O

2. Konvex halmazokra vonatkoz6 alaptételek

2.1. Tétel (Carathéodory tétele). A d-dimenziés X affin térben egy S C X
halmaz konvex burkanak barmely pontja el6all legfeljebb d + 1 darab S-beli pont
konvex kombinacidjaként.

Bizonyitas: Az 1.8. Tételt alkalmazva P € conv(S) elgallithato valamilyen A, ...,
A € S pontoknak valamilyen A1, ..., A\ egyiitthatés konvex kombinécidjaként.
Ekkor )\1P—Al> 4+ ...+ )\kfm = 0. Tegyiik fel, hogy k a legkisebb olyan szam,
amellyel ilyen elGallitas lehetséges, ekkor sziikségképpen az Osszes \; pozitiv. Azt
allitjuk, hogy k£ < d + 1. Indirekt modon tegyiik fel, hogy & > d + 1, ekkor az A1,
..., A pontrendszer nem fiiggetlen, ezért léteznek olyan, nem mind 0-val egyenld

e P
i, ..., ap valos szamok, hogy a1 + ...+ ar =0 és ay PA; + ...+ apPA, = 0.
Ekkor elég kicsi € > 0 mellett a A\ + caq, ..., A\ + cag szadmok nemnegativak;
ehhez nyilvan ¢ < min{—\;/«a; : o; < 0, 1 < i < k} elegendd. Véalasszuk e-t ezzel a
korlattal egyenlének. Ekkor a P pont az A;, ..., Ax pontok konvex kombinacidja
a A\ +eay, ..., \p + eap egyiitthatokkal, amelyek kozott a 0 is el6fordul. P

tehat el6all k-nal kevesebb S-beli pont konvex kombinacidjaként, ami ellentmond
k minimalitasanak. [

2.2. Definici6 (Szimplex). Az X affin térben k-dimenzios szimplexnek nevezziik
k + 1 darab fiiggetlen pont konvex burkit. Jelolés: ha Ag, Ay, ..., Ap € X
fiiggetlenek, akkor [Ag, Ay,..., Ag] = COHV({A(), Aq, ... ,Ak}). Az Ag, Ay, ..., Ax

pontokat a szimplex cstucsainak nevezziik.
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Konnyen meggondolhato (és az 5. szakaszban részletesen is targyaljuk majd), hogy
a szimplex a cstcsal halmazat egyértelmiien meghatarozza.

A 0-dimenziés szimplexek egypontiiak, az 1-dimenziés szimplexek pontosan a nem
elfajuld szakaszok, a 2-dimenzidsakat haromszognek, a 3-dimenzidsakat tetraéder-
nek nevezzik.

Miutén egy szimplex a cstcsai alkotta pontrendszer nemnegativ egyiitthatos affin
kombinéciobol all, barmely d-dimenzios szimplexet el6 tudunk allitani d + 1 darab
zart féltér kozos részeként. Legyenek ugyanis Ag, A1, ..., Ay a szimplex csicsal,
ekkor ezek a pontok affin bazist alkotnak X-ben. Legyenek sg, s1, ..., sq € X*
az ehhez az affin bazishoz tartozo dualis affin formak. (Emlékeztetsiil: s;(P) a P-t
elgallito affin kombinacioban szerepls i-edik egyiitthato.) Ekkor [Ag, A1, ..., A4] =
ﬂ?ZO{P € X :s;(P) >0} aszimplex elGallitasa d + 1 zart feltér metszeteként.

2.3. Allitas. Barmely S C X halmaz konvex burka el64ll azoknak a szimplexeknek
az egyesitéseként, amelyeknek a csiicsai S-nek elemei.

Bizonyitas: Barmelyik S-beli cstcsu szimplex nyilvan benne fekszik conv(S)-ben,
igy eleg a forditott tartalmazast belatni. Legyen P € conv(S) tetsz6leges. Az
1.8. Tétel szerint P benne van véges sok alkalmas S-beli pont konvex burkdban;
valasszunk egy olyan Ag, Ay, ..., Ax minimélis S-beli pontrendszert, amelynek P
a konvex burkidban van. Elég megmutatni, hogy ez a pontrendszer fiiggetlen. Ha
nem igy volna, akkor benne fekiidne egy k-nal kisebb dimenzidja Y affin altérben,

amelyre a 2.1. Tételt alkalmazva az adodna, hogy P elsall az Agy, A1, ..., Ax pontok
koziil legfeljebb k darabnak a konvex kombinécidjaként is. Ez ellentmond az Ay,
A1, ..., A pontrendszer minimalitdsanak. [

2.4. Lemma (Radon tétele). Ha valamely S C X pontrendszer nem fiiggetlen,
akkor S-nek léteznek olyan Sy és Sy diszjunkt részhalmazai, amelyekre conv(Sy) N
conv(Ssy) # ().

Bizonyitas: Feltehetd, hogy S = {A;, Aa, ..., Ar} véges. Léteznek olyan A1, Ao,
..., Ap nem csupa zérus valos szamok, amelyekre A1 +Ao+. ..+ A = 0 és valamilyen

— — —_—

(tetszoleges) O € X kezdGponttal AJOA; +A20A5+ ...+ M\OA, = 0. Legyen I =
{i:Xi >0} esJ={j:\; <O} tovabba A\ =3, ;A & Ay =} ., Aj. Ekkor az
— — — —
OP =3, 1(Xi/Ar)-OA; egyenl6séggel definialt P pontra OP = . ;(A;/As)-OA;
is teljesiil. Mindkét formulaban konvex kombinaciok allnak, emiatt P € conv(S7)N
conv(Sy), ahol S; ={A4;:ie€l}és So={A;:5€J}. O

2.5. Tétel (Helly tétele, véges valtozat). Legyen adott a d-dimenzios valos
affin térben véges sok konvex halmaz. Ha koziiliikk barmelyik legfeljebb (d 4 1)-nek
van kozos pontja, akkor az 6sszesnek van kézos pontja.

Bizonyitas: Legyenek Kq, Ko, ..., K, az adott konvex halmazok. Teljes indukciot
alkalmazunk n szerint. Ha n < d+ 1, akkor nincs mit bizonyitani; legyen n = d 4 2.
Barmelyik 1 < m < d + 2 indexhez a feltevés szerint talalhatd olyan A,, pont,
amelyre A,, € K; teljesiil minden i # m, 1 < i < d+ 2 esetén. Az Ay, Ao, ...,
Agyo pontok rendszere sszefiiggs, ezért a 2.4. Lemmaét alkalmazva vannak olyan
diszjunkt I és J indexhalmazok, hogy a conv({A4; : i € I}) és a conv({A4; : j € J})
halmazoknak létezik P kozos pontja. Ekkor az {A4; : 1 € [} C ﬂiel K; és az {A;j :
j € J} € Njgs K; tartalmazdsok miatt P € (ﬂiﬂ K;)n (ﬂj¢J K;) = ﬂfnfl K.
Tegyiik fel most, hogy n > d 4+ 2 és az n — 1 halmazbol allo rendszerekre igaz az
allitas. Legyen m = 1,...,n—1-re L,, = K,, N K,,. Ekkor az L,, halmazok
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is konvexek és koziiliikk barmely (d + 1)-nek van kozos pontja, hiszen ennek az
ellendrzéséhez a K, halmazok koziil (d+ 2)-nek kell kézos ponttal birnia, ezt pedig
mér belattuk. Nyilvan (" _; K,,, = ﬂnm_:ll L,,, ezért az Ly, Lo, ..., L,,_1 halmazok
rendszerére az indukcios feltevést alkalmazva adodik az allitas. [

A Helly-tételnek olyan valtozata is hasznélatos, amelyben a konvex halmazok szdma
nem feltétleniil véges. Végtelen sok halmaz kozos pontjanak 1étezéséhez nem kell
erG6sebb geometriai feltevést tenniink, ez pusztan topologiai okok kovetkezménye
lesz. Az alabbi lemma az R9beli kompakt (azaz korlatos és zart) halmazok egyik
gyakran hasznélt topologiai tulajdonsaga, bizonyitasatol itt eltekintiink.

2.6. Lemma. Legyen K C X kompakt halmaz. Ha X-beli nyilt halmazok egy
rendszere lefedi K-t, akkor ezek kéziil a halmazok kéziil véges sok is lefedi K-t. [

2.7. Tétel (Helly tétele, végtelen valtozat). Legyen adott a d-dimenziés valés
affin térben tetszélegesen sok konvex zart halmaz, amelyek kézott legalabb az egyik
korldtos. Ha a halmazok koziil barmelyik legfeljebb (d + 1)-nek van kéz0s pontja,
akkor az dsszesnek van kozos pontja.

Bizonyitas: Legyen K a halmazrendszer kompakt tagja. Indirekt modon tegyiik
fel, hogy a halmazoknak nincs kézos pontja. Ekkor K-nak nyilt halmazokkal valo
lefedését alkotja a tobbi halmaz komplementere. Hivatkozva a 2.6. Lemméra és
K kompaktsagara a halmazrendszer véges sok tagjanak a komplementere is lefedi
K-t, azaz ennek a véges sok tagnak K-val egyiitt nincs kozos pontja. Ez pedig
ellentmond a 2.5. Tételnek. [J

A Helly-tétel alkalmazasaként az alabbi allitasban megmutatjuk, hogy egy kompakt
konvex halmaz nem térhet el tetszélegesen nagy mértékben attol, hogy kozéppon-
tosan szimmetrikus legyen.

2.8. Allitas. Legyen K kompakt konvex halmaz a d-dimenzios valés affin térben,
d > 1. Ekkor létezik olyan P € K pont, hogy barmely P-n 4tmend E C X egyenesre
KNE =[A,B], A# B # P esetén az (ABP) osztoviszonyra 1/d < (ABP) < d
teljestiil.

Bizonyitas: Minden @ € K pontra készitsiik el a Ko = Hg q/(q41)(K) konvex
halmazt. Allitjuk, hogy ezek koziil a halmazok koziil barmelyik (d 4 1)-nek van

kozos pontja. Legyen ugyanis 1, Q2, ..., Qar1 € K tetszileges. Jeldljiik S-sel
ezek sulypontjat és S;-vel az i-edik elhagyéasa utan a toébbi pont silypontjat:

1 1 1 1 1 1
S = m@ﬁ--..—i—deﬂ, Si = EQH—-..+3Qi—1+aQi+1+-..+8Qd+1,

ekkor S; € K és a sulyok csoportositasaval S = ﬁQl + #‘llSi = Hg, a/(d+1)(S:) €
K, teljesiil minden ¢ = 1,...,(d + 1)-re. A 2.6. Kovetkezményt alkalmazva
valasszunk egy P € ({Kq : @ € K} pontot. Ha [A, B] a K halmaz P-n at-
mend hirja és A # B # P, akkor P € K4 miatt P € Hy 4/(44+1)([4, B]), ahonnan
(ABP) < d. A masik egyenl6tlenség A és B szerepcseréjével adodik. [

Megjegyzés. A d-dimenzios szimplex példaja mutatja, hogy d a lehets legkisebb

szam, amellyel a 2.8-beli egyenl6tlenségek fennallnak, toviabba szimplex esetén a
csucsok stulypontja az egyetlen alkalmas P pont.



3. Konvex halmazok topolégiai tulajdonsagai

Az alabbiakban (és persze mar 2.6-2.8-ban is) a nyilt, zart, kompakt, stb. jelz6k az
X affin tér természetes topologiajara vonatkoznak. Az intS, S, illetve 95 jelléseket
is egy S C X ponthalmaznak az X tér természetes topoldgiajara vonatkozod belse-
jére, lezarasara és hatarara hasznaljuk.

3.1. Allitas. Konvex halmaz lezarasa konvex.

Bizonyités: Tegyiik fel, hogy K C X konvex, legyen A, B € K és P € [A, B]. Ekkor
valamilyen ¢ € [0, 1]-re P az A és B konvex kombinacioja t és 1 —t egyiitthatokkal.
Léteznek olyan K-beli A, és B, sorozatok, hogy A, — A és B, — B. Ekkor
az A, és a B, pont t és 1 — t egyiitthatokkal vett P, konvex kombinacidja K-
hoz tartozik. Affin koordinadtédkat hasznalva és a vektormiiveletek folytonossagara
hivatkozva régton lathato, hogy P, — P, ahonnan P € K. O

3.2. Allitas. Legyen K konvex halmaz. Ekkor:
(1) ha A€ K és B € intK, akkor [A, B] — {A} C intK;
(2) intK konvex;
(3) intK pontosan akkor iires, ha K benne fekszik egy hipersikban;
(4) intK = intK;

(5) ha intK # (), akkor K = intK.
Bizonyitas: (1): Legyen P € [A, B], P # A, B tetsz6leges pont és definiadljuk a A
valos szamot a AP = \- AB egyenlgséggel, ekkor 0 < A < 1. A P kozéppont,
A/(A—1) aranyt Hp ,/(n—1) homotécia a B pontot A-ba, igy az int K nyilt halmazt
A egy nyilt kornyezetébe viszi. Emiatt valaszthatunk olyan C' € K pontot, amely A-
nak ebbe a kornyezetébe esik, azaz amelynél a Q = Hp (x_1),(C) pontra Q € intK.
Tekintsiik most a He y homotéciat. Egyrészt Ho A (Q) = P, masrészt C' € K miatt
He A(K) C K és annal inkabb He \ (intK) C K teljesiil. Tehat P € He y(intK) C
K, ahol He ) (intK) nyilt halmaz, és igy P € intK.
(2): Rogton kovetkezik (1)-bal.
(3): Ha K nem része semmilyen hipersiknak, akkor dim(K) = d, ezért K-ban

van d + 1 fiiggetlen pont: Ay, Ay, ..., Ag. Ekkor K lefedi az [Ag, A1, ..., A4
d-dimenzios szimplexet. A baricentrikus koordinatékkal adott [1 : 1 :...: 1] pont
(azaz az Ag, A1, ..., Ay pontrendszer stlypontja) a szimplexet metszetként elGallito

felterek mindegyikének belsd pontja, igy a szimplexnek is bels§ pontja, annal inkabb
belsé pontja K-nak.
Megforditva, ha H hipersik és K C H, akkor intH = () miatt int K = ().

(4): K C K miatt nyilvin intK C intK. Megforditva, legyen P € intK. Ekkor
int K nem lehet iires, mert akkor (3) alkalmazasaval K és igy K is benne fekiidne egy
hipersikban, és akkor intK is iires lenne. Valasszunk egy B € intK pontot. Az intK
halmaz nyilt volta miatt valaszthatunk olyan A pontot a (P, B) egyenesen, amely
int K-ba esik és amelyre P € [A, B], A # P. Ekkor az (1) allitds alkalmazaséval
P e intK.

(5): A K D intK tartalmazas K O intK miatt nyilvinvalo. A forditott irdnyt
tartalmazas igazolasahoz tekintsiink egy tetszéleges A € K pontot. Valasszunk egy
A-t6l kiilonb6z6 B € intK pontot is, ekkor az A pont benne van az [A, B] — {A}
halmaz lezarasdban. Ekkor az (1) allitas felhasznalasaval az A pont benne van az
ennél bévebb int K halmaz lezarasaban is. [J



3.3. Allitas.
(1) Nyilt halmaz konvex burka nyilt.
(2) Kompakt halmaz konvex burka kompakt.

Bizonyitas: (1): Legyen S C X nyilt és P € conv(S). Ekkor a 2.3. Allitas szerint
vannak olyan Ay, A, ..., Ay € S fliggetlen pontok, hogy P € [Ag, A1, ..., A,
azaz P az Ao, A1, ..., Ar pontok konvex kombinacioja valamilyen A\g, A1, ..., \g
egylitthatokkal. Feltehets, hogy példaul 0 < \g < 1. Legyen ¢ =1,...  k-ra u; =
Ai/(1=MXg), ekkor Q = 1 A1 +. ..+ pg A is konvex kombinécio, igy @ € conv(S). A
P pont Ag-nak és Q-nak \g és 1 — )\ egyiitthatokkal vett konvex kombinaciojaként
all elg, ahonnan 675 = Ao - Cﬁ;. Emiatt a @ kozéppont, Ay aranyt homotécia
az Ap pontot P-be képezi, és @ € conv(S) miatt az S nyilt halmazt conv(S) egy
részhalmazéaba. Ez a részhalmaz a P pontnak olyan kornyezete, amely conv(S)-ben
fekszik.

(2): Tekintsiik az Y = RI! x X9+1 affin téren azt a A : Y — X leképezést, amely-
nél A(Xg, ..., Ag, Aoy ..., Ag) = MAo+ ...+ AgAq. Az X térben affin koordinatak
felhasznélasaval rogton lathatd, hogy A affin leképezés, és igy folytonos.

Ha S C X nemiires kompakt halmaz, akkor a

d
T:{()\O,...,Ad,Ao,...,Ad)eY:Z)\izl, A >0, AieS(izo,...,d)}
=0

halmaz is kompakt, hiszen korlatos és zart az Y térben. A 2.1. Tétel miatt
conv(S) = A(T), igy a A leképezés folytonossdga miatt conv(S) kompakt. [

Megjegyzés. Zart halmaz konvex burka nem feltétleniil zart, amint azt a sikon egy
egyenes és egy ra nem illeszkedd pont egyesitéseként el6allo halmaz példaja mutatja.

3.4. Definici6 (Konvex halmaz dimenziéja). A K C X nemiires konvex hal-
maz dimenziojan a K affin burkinak dimenzi6jat értjiik, azaz dim K = dim(K).
A 3.2.(3) Allitasbol kovetkezik, hogy dim K = dim X pontosan akkor teljesiil, ha
K-nak van belsG pontja.

3.5. Példak

e Ha Ay, ..., Ay fiiggetlen pontok, akkor dim[Ay, ..., Agx] = dim(Ay, ..., Ax) =k,
tehat egy k-dimenzios szimplex dimenzidja a 3.4. Definicié értelmében is k.

e Egy n-dimenzios vektortéren a szimmetrikus bilinearis fiiggvények ("'QH)—dimen—
zi0s vektorteret alkotnak, amelyben a pozitiv definit fiiggvények alkotta konvex
kuap nyilt, igy szintén (”;’1)—dimenziés.

e A duplan sztochasztikus n x n-es matrixok B,, halmazat 2n—1 fiiggetlen egyenlet
(6s n? tovabbi egyenlétlenség) irja le az R™*™ térben, ezért dim B,, = (n — 1)%.

3.6. Definici6 (Konvex halmaz relativ belseje és relativ hatara). Legyen
K C X nemiires konvex halmaz. K relativ belsejének (relativ hataranak) nevezziik
és relint K-val (reloK-val) jeloljiik K bels6 pontjainak (hatarpontjainak) halmazat
a (K) affin térre vonatkozoan.

A 3.2.(3) Allitasbol kévetkezik, hogy barmely nemiires konvex halmaz relativ belseje
sem iires. S6t, 3.2.(5) miatt K = relint K érvényes barmely K konvex halmazra.
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3.7. Allitas. Ha K C X kompakt konvex halmaz és dim K > 1, akkor K =
conv(rel0K).

Bizonyitas: Legyen P € K tetszGleges és valasszunk egy P-n athalado E egyenest
az (K) affin altérben. Ekkor ENK egy (esetleg elfajulo) [A, B| szakasz E-ben, ahol
A, B € reloK. Igy P € conv(reloK). O

3.8. Allitas. Ha K,L C X nemiires diszjunkt konvex zart halmazok és legalabb
az egyikiik kompakt, akkor léteznek diszjunkt konvex nyilt kornyezeteik, azaz olyan
M, N C X konvex nyilt halmazok, amelyekre K C M, L C N és M NN = (.

Bizonyitas: Affin koordinatarendszer bevezetésével feltehetd, hogy X = R?. Legyen
példaul K kompakt. A p(x,L) = inf{p(x,y) :y € L} (x € R?) fiiggvény folytonos
és L zartsaga miatt L-en kiviil pozitiv, ezért a K kompakt halmazon pozitiv mi-
nimumot vesz fel; legyen ¢ ez a minimumeérték. Ekkor az M = K + B(0,4/2) és
az N = L + B(0,§/2) Minkowski-Osszegek diszjunktak. M és N konvexek az 1.5.
Allitas miatt, tovabba nyilt halmazok, hiszen a B(0,/2) nyilt halmaz eltoltjainak
uniéi. [

Megjegyzés. A 3.8. Allitasban a kompaktsagi feltevés nem engedhetd el. Tekintsiik
példaul ugyanis az R? sikban a K = {(z,y) : * > 0,y > 1/x} és az L = {(z,y) :
y < 0} halmazt, ezeknek nincsenek diszjunkt konvex kirnyezeteik.

3.9. Tétel.
(1) Ha M C X nemiires konvex nyilt halmaz, akkor M homeomorf X -szel (azaz
az R térrel).
(2) Ha K C X kompakt konvex halmaz és int K # (), akkor K homeomorf a B =
B(0,1) C RY zart egységgombbel, 0K pedig az S9! egységgombfeliilettel.
Bizonyitas: (1): Alkalmas affin koordinatarendszer valasztaséval feltehetd, hogy
X =R%és 0 € M. Definialjuk a X : R? — R fiiggvényt a

1
/\(x):inf{x:/\>0,)\-x€M} (x € RY)

formulaval. Nyilvan A pozitiv-homogén, azaz barmely ¢ > 0-ra és x-re A(c-x) =
c- A\(x). Allitjuk, hogy a X fiiggvény folytonos.

Rogton kovetkezik a definiciobol, hogy x € M-re A\(x) < 1, x € M-re A\(x) = 1 és
x ¢ M-ra A\(x) > 1 teljesiil. Ezért A\(x) # 0 esetén \(x) azzal az ardnnyal egyenld,
amilyen ardnyu orig6 kézépponti homotéciat M-re alkalmazva az x pont az M
képének hatarpontja. (Tovabba A(x) = 0 pontosan azokra az x-ekre all, amelyekhez
nem talalhato ilyen homotécia.) Emiatt barmely a > 0 valos szamra A=1(0,a) =
Hoo(M) s A\™1(a, +00) = Hg o(R% — M) nyilt halmazok, igy A folytonos.
Definialjuk az f : M — R% és a g : RY — M leképezést az

x y
f(X):ma Q(Y):T)\(y)

formulakkal. A X fiiggvény folytonossaga miatt f és g folytonos, tovabba A(g(y)) =
AMy)/(1+A(y)) < 1 miatt g valoban M-be képez. A ) fliggvény pozitiv-homogenité-
sanak felhasznalasaval kozvetlen szamolds mutatja, hogy f és g egymas inverzei.

(2): Legyen M = intK, a fentiekhez hasonloan tegyiik f5l, hogyX = R%, 0 € M, és
definialjuk a A : R — R fiiggvényt. Most a K halmaz kompaktsaga és 0 ¢ OK



miatt alkalmas ¢, C > 0 konstansokkal ¢ < 25« C fennall minden x € OK-ra,

[EY]
igy \ pozitiv-homogenitasa miatt minden x # 0-ra is. Ezért az F, G : R? — R?,

A(x)

9 hax 40 Iyl
E

Fx)=4{ Il s Gly)={ ")
0, hax=0 0, hay =0

hay #0

leképezések folytonosak (a 0 € R? pontban is). Nyilvan F és G egymas inverzei,
tovabba F(K) = B® s F(OK) = S¢-'. O

3.10. Kovetkezmény. Barmely k-dimenzios konvex halmaz relativ belseje home-
omorf R¥-val. Barmely k-dimenziés korlatos konvex halmaz lezarésa homeomorf

Fk—val, hatara homeomorf S*—1-gyel.

Bizonyitas: Ha L konvex és dim L = k, akkor relint L nemiires és nyilt a k-dimenzids
(L) affin altérben. Igy M = relintL -re és X = (L)-re alkalmazhat6 a 3.9.(1) Tétel.
Ha L még korlatos is, akkor a 3.9.(2) Tételt alkalmazzuk K = L-ra. [

4. Elvalasztas, tamaszhipersikok

4.1. Definicié (Elvalaszthat6é halmazok). Legyen A, B C X. Azt mondjuk,
hogy a H C X hipersik elvalasztja A-t és B-t, ha A és B a H szerinti két kiillonb6z6
zart félsikba esik. Két X-beli ponthalmaz elvilaszthato, ha taldlhato hozzajuk olyan
hipersik, amely elvalasztja Gket.

Azt mondjuk, hogy a H hipersik szigorian elvilasztja A-t és B-t, ha A és B a
H szerinti két kiilonbo6z6 nyilt félsikba esik. Két X-beli ponthalmaz szigortan
elvalaszthato, ha taldlhato hozzajuk olyan hipersik, amely szigoriian elvalasztja
Gket.

Ha A és B konvex halmazok X-ben, akkor barmely relint A-t és relint B-t elvalaszto
hipersik a 3.6. Definiciot kovets észrevétel alapjan egyuttal A-t és B-t, és igy A-t
és B-t is elvalasztja.

A szigorian elvalaszthatd halmazok sziikségképpen diszjunktak, mig az elvalaszt-
hato halmazok nem feltétleniil azok. SzélsGséges példaként barmely hipersik elva-
lasztja sajat magat sajat magatol.

4.2. Lemma (Banach—Hahn-tétel). Legyen M C X nyilt konvex halmaz és
Y C X affin altér, melyekre M N'Y = (). Ekkor létezik olyan H hipersik X -ben,
hogy Y C H és M N H = 0.

Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy M # (). Elészor belatjuk a lemmat a sik esetére, azaz
abban a specialis esetben, amikor dim X = 2 és Y = { P} egypontt. Tekintsiik az
N = Uyso Hp (M) nyilt halmazt. Az 1.3-beli 6t6dik példa szerint N konvex, és
nyilvin P € ON. Az N halmaznak van tovabbi Q # P hatarpontja, hiszen {P}
semmilyen sikbeli konvex nyilt halmaz hataraval nem lehet azonos. Allitjuk, hogy
az E = (P,Q) egyenes ekkor diszjunkt N-t6l, és igy M-t6l is. Ellenkezs esetben
ugyanis valasszunk egy R € E N N pontot. Ha R az E egyenesen a (-t tartalmazo
P szerinti félegyenesre esik, akkor Q = Hp x(R) valamilyen A > 0-val, ahonnan
Q@ € N kovetkezik, ami lehetetlen, hiszen N nyilt és () € ON. Ha pedig R a masik
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félegyenes pontja, akkor a 3.2.(1) Allitast N-re, Q-ra és R-re alkalmazva kovetkezik,
hogy P € N, ami szintén lehetetlen.

Tekintsiik most az altalanos esetet; feltehetjiik, hogy d = dim X > 3 és azt is, hogy
dimY < d— 2. Legyen Z O Y maximélis dimenzios M-t6l diszjunkt affin altér
X-ben, belatjuk, hogy Z hipersik. Indirekt médon tegyiik fel, hogy dim Z < d — 2.
Faktorizaljuk X-et a 7 altér szerint és legyenq: X — X/?> a faktorizalo leképezés.
Ekkor a ¢(M) C X/E> halmaz konl(fx, nyilt és a ¢(Z) pont nem tartozik hozza.

Valasszunk egy tetszéleges S C X/ Z kétdimenzios affin alteret a ¢(Z) ponton at.
Alkalmazzuk a lemma mar bizonyitott specialis esetét a ¢(Z) pontra és az SNq(M)
konvex nyilt halmazra az S affin sikban. Ha E C S egyenes, melyre q(Z) € E és
Eng(M) = 0, akkor ¢~*(E) egy Z-nél magasabb dimenzios, Y-t tartalmazo, M-t61
diszjunkt affin altér X-ben, ami ellentmond Z maximalitdsdnak. [J

4.3. Allitas. Legyenek M és N nemiires diszjunkt konvex halmazok X -ben, ame-
lyek koziil legalabb az egyik nyilt. Ekkor M és N elvalaszthatok. Ha mindkét
halmaz nyilt, akkor szigorian is elvalaszthatok.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy M nyilt. Tetsz6legesen valasztott origoval azonositsuk
X-et a V vektortérrel, majd képezziik az N — M Minkowski-kombinaciot. N — M
nyilt halmaz, hiszen N — M = (J, . y(x — M) és itt mindegyik x — M tag az M
kozéppontos szimmetridval szarmazo képének egy eltoltja, tehat nyilt. Tovabba
M N N = () miatt N — M nem tartalmazza az origot, ezért a 4.2. Lemma fel-
hasznalasaval taldlhato olyan s € V* linearis forma, amely minden N — M-beli
vektoron pozitiv értéket vesz fel. Emiatt az s(M) C R intervallum minden eleme
kisebb az s(N) C R intervallum minden eleménél. Valasszunk egy elvalasztd pon-
tot, azaz a [sup s(M),inf s(N)] zart intervallum egy tetszdleges ¢ elemét. Ekkor a
v — s(v) — ¢ affin forma zérohalmaza olyan hipersik, amely elvalasztja M-et és
N-et. Ha M és N is nyilt halmaz, akkor s(M) és s(N) nyilt intervallumok és igy
c ¢ s(M)Us(N), emiatt ez a hipersik szigortian véalasztja el M-t és N-et. [

4.4. Kovetkezmény. Legyenek K és L nemiires diszjunkt konvex zart halmazok,
amelyek koziil legalabb az egyik kompakt. Ekkor K és L szigoriian elvalaszthatok.

Bizonyitéas: Rogton kovetkezik a 3.8. és a 4.3. Allitasokbol. O

Megjegyzés. A 4.4. Kovetkezményben a kompaktsagi feltevés nem engedhetd el,
tekintsiik ugyanis példaul a 3.8. Allitast kovets megjegyzésben szerepls K és L
halmazokat.

4.5. Kovetkezmény. Az X affin tér egy részhalmaza pontosan akkor konvex és
zart, ha el6all zart félterek metszeteként. A konvex zart halmazok is és a konvex
nyilt halmazok is el6allnak nyilt félterek metszeteként.

Bizonyitas: Zart félterek metszete nyilvan konvex és zart. Megforditva, legyen
K C X konvex zart halmaz. Valasszunk a 4.4. Kovetkezmény alapjan minden
P € X — K ponthoz egy P-t és K-t szigoriian elvilaszto hipersikot és annak a K-t
tartalmazo Fp zart felterét. Ekkor K = (\pex_ g Fp.

Ha a fenti konstrukcioban Fp-nek a megfelels nyilt félteret valasztjuk, akkor K nyilt
falterek metszeteként all el6. Végiil, ha K nyilt, akkor a 4.3. Allitasra hivatkozva
valasztjuk a hipersikokat, majd a nyilt féltereket. [

4.6. Allitas (Kakutani-lemma). Ha K,L C X diszjunkt konvex halmazok,
akkor barmely P € X pontra K diszjunkt conv({P} U L)—té’], vagy L diszjunkt
conv ({P} U K)-tol.
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Bizonyitas: Feltehets, hogy P ¢ K U L. Ha A € K N conv({P} U L), akkor vala-
milyen B € L pontra A € [P, B]. Hasonloképpen ha C € L ﬂconv({P} UK), akkor
C € [P, D] alkalmas D € K-val. Az A, B, C, D, P pontok mindannyian egy sikban
vannak, ahol az (A, D) egyenes elvalasztja B-t C-t6l, valamint a (B, () egyenes
elvalasztja A-t D-t6l. Emiatt az [A, D] C K és [B,C] C L szakaszok metszik
egymést, ami ellentmond K és L diszjunktsaganak. [J

4.7. Tétel. Legyenek K,L C X nemiires konvex halmazok, melyekre relint K és
relint L diszjunktak. Ekkor K és L elvalaszthatok.

Bizonyitas: Nyilvan elegendé relint K és relint L elvalaszthatosagat megmutatni.
Ha K és L koziil legalabb az egyik d-dimenzids, akkor relint K és relintL koziil
legalabb az egyik nyilt, ezért a 4.3. Allitast alkalmazva készen vagyunk.

Ha K és L mindketten d-nél alacsonyabb dimenzidsak, akkor elég tehat megmu-
tatni, hogy relint K és relint L belefoglalhatok olyan diszjunkt konvex halmazokba,
amelyek koziil legalabb az egyik d-dimenzios. Ezt pedig a 4.6. Allitas ismételt al-
kalmazasaval érjiik el. Ha ugyanis M és N d-nél alacsonyabb dimenzi6jt diszjunkt
konvex halmazok, akkor valamely P € X — ((M)U(N)) pontot valasztva 4.6 szerin
M kibavithets a conv({P}UM ) halmazza vagy N kibévithet6 a conv({P}UN) hal-
magzza agy, hogy tovabbra is két diszjunkt konvex halmazt kapjunk. E 1épés soran az
egyik halmaz dimenzidja eggyel n6tt, ezért ilyen kibévitések véges egyméasutanjaval
el6bb-utobb egyikiik d-dimenzios lesz. [

4.8. Definicié (Tamaszhipersik, tamaszféltér). Legyen S C X tetszGleges
ponthalmaz. Egy H C X hipersikot az S halmaz tadmaszhipersikjanak mondunk,
ha S része az egyik H szerinti zart féltérnek, és nincs olyan ennél a féltérnél valodi
modon sziikebb zart féltér, amely S-et tartalmazza. Az S halmaz tdmaszfélterének
mondjuk a H szerinti zart félterek koziil az S-et tartalmazot (illetve mindkettst,
ha S C H).

Példaul ha S része az egyik H szerinti zart féltérnek és ugyanakkor H NS # 0,
akkor H sziikségképpen tamaszhipersik. Lehetséges azonban még konvex halmazok
esetében is, hogy egy tamaszhipersik nem tartalmazza a halmaz egyetlen hatarpont-
jat sem, 1d. pl. a 3.8. Allitast kiovets megjegyzésben szereplé K halmazt és az x-
tengelyt mint K tamaszegyenesét,.

Az S halmaz tamaszhipersikjait zérohalmazként elGallito s € X* affin formakat
nyilvan az a tulajdonsag jellemzi, hogy az s(S) halmaz része a szamegyenes pozitiv

vagy negativ zart félegyenesének, és 0 € s(.9).

4.9. Tétel. Konvex halmaz barmely hatarpontjahoz talalhaté olyan tamaszhiper-
sik, amely ezt a pontot tartalmazza.

Bizonyitas: Legyen K C X konvex és P € 0K. Ha létezik K-t tartalmazo hipersik,
akkor az tdmaszhipersik is. Ezért feltehetd, hogy dim K = d. Mivel ekkor P ¢
relint K, alkalmazhatjuk a 4.7. Tételt a K és az L = {P} halmazokra. Béarmely
elvalaszto hipersik egyuttal P-n a&tmendé tamaszhipersik. [J

4.10. Allitas. Ha K konvex halmaz és H Nrelint K # 0 teljesiil K-nak valamely
H tamaszhipersikjara, akkor K C H.

Bizonyitas: dim K = d esetén H Nrelint K # () lehetetlen, hiszen ilyenkor relint K =
int K nyilt. Ha pedig dim K < d, térjiink at a (K) affin altérre és a (K)-beli HN(K)
tamaszhipersikra. [
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4.11. Allitas. Barmely konvex zart halmaz azonos a tamaszféltereinek a metsze-
tével.

Bizonyitas: Jelolje L a K konvex zart halmaz tamaszféltereinek a metszetét. A K C
L tartalmazéas nyilvanvald. Megforditva, ha A € X — K, akkor a 4.5. Kévetkezményt
alkalmazva talalhato olyan s € X*® affin forma, hogy s(A) < 0 és minden B € K-ra
s(B) > 0. Legyen ¢ = inf s(K), ekkor az s'(P) = s(P) —c¢ (P € X) képlettel adott
affin forma altal definialt {P € X : §'(P) > 0} tamaszféltér nem tartalmazza A-t,
igy A ¢ L. Tehat L C K is érvényes. [

5. Hatarpontok

5.1. Definici6 (Hatarpont rendje, cstcs, lap, hiperlap). Legyen A € 0K,
ahol K C X konvex halmaz és dim K = d. Az A hatarpont rendjén az r(A) = dimY
szamot értjiik, ahol Y a K halmaz A-t tartalmazo Gsszes tamaszhipersikjanak a
metszeteként elallo affin altér. Barmely A € 0K-ra 0 < r(A) <d—-1. Az A
pontot a K konvex halmaz csicsanak nevezziik, ha r(A) = 0. Az L C K halmazt
K lapjanak nevezziik, ha L = (), L = K, vagy L = HN K, ahol H a K egy
tamaszhipersikja. Az (-tol és K-t6l kiilonbozo lapokat K valodi lapjainak hivjuk,
ezek dimenzidja d-nél kisebb szam. A (d — 1)-dimenzios lapokat hiperlapoknak
nevezziik.

Nyilvan barmely L C K nemiires lapra L = (L) N K.
5.2. Példak

o Egy [Ag, A1,..., Ag] d-dimenzios szimplex esetében valamely hatarpont rendje
akkor és csak akkor r, ha benne van az Ag, Ay, ..., Ay pontok koziil (r 4 1)-nek
a konvex burkdban és nincs benne (r+1)-nél kevesebbnek a konvex burkaban. A
szimplexnek az 5.1. Definicié értelmében vett csicsai tehat éppen a 2.2. Defini-
ciobeli szohasznélat szerinti csicsai.

o Az [Ap, A1,..., Ag| szimplex valodi lapjai az [4;,, A;,, ..., A;,] alakt részhal-
mazok (0 <k <d,0<ip<iy <...<i,<d), amelyek maguk is szimplexek.

e Ha A € 0K a K konvex halmaz cstcsa, akkor {A} lapja K-nak. (Indoklés:
r(A) = 0 miatt léteznek olyan sy, ..., sgq linearisan fiiggetlen affin formék,
melyekre s;(A) =0 és s;(K) > 0 minden i = 1,...d-re; ekkor az s = s1+...+s¢q
affin forméaval Z(s) tamaszhipersik és Z(s) N K = {A}. Ha ugyanis valamely
B € K-ra s(B) = 0 teljesiil, akkor sziikségképpen minden i-re s;(B) = 0, viszont
r(A) = 0 miatt ﬂ?zl Z(s;) = {A} és igy B = A.) Az egyelemi lapok viszont
nem feltétleniil csticsok: példaul egy ellipszoid minden valodi lapja egypontii.

5.3. Allitas. Ha K C X d-dimenzios konvex zart halmaz, akkor OK egyenls a K
valodi lapjainak egyesitésével.

Bizonyitas: Rogton adodik a 4.9. Tételbsl. U

5.4. Allitas. Ha L, és Ly a K C X konvex halmaz két kiilonb6z6 lapja, akkor
relint L1 Nrelint Ly = (.

Bizonyitas: Feltehets, hogy Li és Lo valodi lap; legyen ¢ = 1,2-re L; = H; N K,
ahol H; tamaszhipersik, legyen tovabba F; a H;-hez tartozo tamaszféltér. Ha A €
relint Ly Nrelint Lo, akkor L1 C K C Fy és A € Hy = 0F, miatt 4.10-re hivatkozva
A € relint L csak ngy lehetséges, ha Ly C Hy. Hasonléan Lo C Hy. Ekkor viszont
Li=H NH;NK =Ly. [
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5.5. Allitas. Barmely konvex halmaz csicsainak a halmaza megszamlalhato.

Bizonyitas: Legyen A € 0K a K C X d-dimenzios konvex halmaz egy cstcsa.
Tekintsitk a C(A) = {s € X* : s(A) = 0,s(K) > 0} halmazt a (d + 1)-dimenzios
X* vektortérben. Nyilvan C(A) konvex kip, és mivel A cstcs, dimC(A) = d. Ha
A és A" a K két kiilonb6z6 csticsa, akkor az X°®-beli {s € X°® : s(A) = s(A)}
linearis hipersik elvalasztja C(A)-t és C(A’)-t. Az 5.2-beli harmadik példa mu-
tatja, hogy C(A) és C(A’) nem fekszenek benne ebben a hipersikban, emiatt 4.10
felhasznalasaval relint C'(A) Nrelint C(A") = 0.

Az L : X*® — V* linearizalo leképezésnél L(s) = L(s’) pontosan akkor teljesiil, ha
s—s’ konstans. Emiatt (Ker L)N(C(A)) =0, és L a C(A) halmazt injektiven képezi
a d-dimenziés V* vektortérbe. Igy az L(C(A)) képhalmaz szintén d-dimenzios
konvex halmaz.

Elegendd megmutatni, hogy a K halmaz két kiilonbozs A és A’ cstcsara az L(C(A))
és az L(C(A’)) halmaz belseje diszjunkt, ugyanis megszamlalhatonal tobb péaron-
ként diszjunkt nyilt halmaz nem fér el a V* térben. (Ez utobbihoz annyit elegendd
tudni V*-r6l, hogy szeparabilis, azaz létezik benne megszamlalhato stird ponthal-
maz. Ez valéban igy van a V* = R% térben.)

Tegyiik fel, hogy s € C(A), s’ € C(A’) és L(s) = L(s"). Ekkor 0 = s(A4) < s(A’) és
0=s"(A") <s'(A) miatt s — s’ csak agy lehet konstans, hogy s(A4") = s'(4) =0 is
fennall. Ekkor viszont s és s’ nem relativ bels6 pontja C(A)-nak, illetve C(A’)-nek,
és igy L-képeik sem bels6 pontok. [J

5.6. Definicié (Extremalis pont). A P € K pontot a K konvex halmaz ext-
remalis pontjanak nevezziik, ha a K — { P} halmaz konvex. (Ez azzal egyenértékii,
hogy P nem &ll elg semmilyen K-ban fekvs végpont szakasz felez6pontjaként, vagy
akar csak relativ bels6 pontjaként.) A K konvex halmaz extremaélis pontjainak
halmazat £(K)-val jeloljiik. Nyilvan dim K > 0 esetén E(K) C rel0K.

5.7. Példak

e Szakasz extremadlis pontjai a végpontok.

e Ha A a K konvex halmaz cstcsa, akkor A € £(K).

o Egy ellipszoid barmely relativ hatarpontja extremalis pont.

e Ha egy konvex zart halmaz tartalmaz egyenest, akkor konnyen lathaté modon
nincs extremalis pontja. (Ervényes a megforditas is, de nehezebb bizonyitani: ha
a K nemiires konvex zart halmazra £(K) = (), akkor van K-ban fekvs egyenes.)

e Az n xn-es duplan sztochasztikus matrixok B,, halmazanak (1d. 1.3.) extremalis
pontjai az n X n-es permutacidomaéatrixok.

5.8. Lemma. Legyen K C X konvex.
(1) Ha'Y C X affin altér, akkor Y NE(K) C E(Y N K).
(2) Ha H a K konvex halmaz tamaszhipersikja, akkor HNE(K) = E(H N K).

Bizonyitas: (1): Ha P € YNE(K), akkor (YNK)—{P} =Y N (K —{P}) konvex.
(2): Elég az (1)-hez képest forditott irdny tartalmazast belatni. Legyen P € E(HN
K). Egyrészt ekkor P € H és P € K, masrészt ha P elgallna valamely A, B € K-val
az [A, B| szakasz bels6 pontjaként, akkor ez csak A, B € H mellett volna lehetséges,
hiszen A és B ugyanabban a H szerinti zart féltérben vannak. Ekkor viszont P nem
lenne a H N K halmaz extremalis pontja, mert [A,Bj]C HN K. O
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5.9. Tétel (Krein—Milman-tétel). Barmely kompakt konvex halmaz azonos az
extremalis pontjai konvex burkaval.

Bizonyitas: A K C X kompakt konvex halmaz dimenzidja szerinti teljes indukcioval
megmutatjuk, hogy K = conv(E(K)). Legyen k = dim K.

Az allitas nyilvanvalo k = 0 esetén. Tegyiik fel, hogy k£ > 1 és k-nal kisebb dimen-
zi6ju kompakt konvex halmazokra az allitas igaz. A 3.7. Allitasra hivatkozva elég
belatni, hogy rel0K C conv(E(K)). Legyen A € rel0K és a 4.9. Tétel alapjan
valasszunk olyan H tamaszhipersikot K szaméra a (K) affin térben, amelyre A € H.
Ekkor az indukcios feltevést és 5.8.(2)-t hasznalva A € HNK = conv(E(HNK)) =
conv(HNE(K)) C conv(E(K)). O

5.10. Allitas. Legyen oK + (L a K és L konvex halmazok tetsz6leges Minkowski-
kombinacioja. Ekkor E(aK + L) C a&(K) + BE(L).

Bizonyitas: Legyen C € E(aK + L), ekkor C' = aA+ B alkalmas A € K, B€ L
pontokkal. Allitjuk, hogy A € £(K) és B € £(L). Ha példaul A nem volna K-nak
extremalis pontja, akkor létezne olyan S C K szakasz, amelyre A € relint S. Ekkor
aS + p{B} C aK + [L olyan szakasz volna, amelynek C' relativ bels pontja,

ami ellentmond annak, hogy C' extremalis pont az a K + L halmazban. Ugyanigy
lathato be, hogy B € £(L). O



