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1. ALAPFOGALMAK

1.1 Térelemek, illeszkedés

Az euklideszi térgeometria alkotdelemei: tér, pontok, egyenesek, sikok.

Ezeket a fogalmakat nem definidljuk. Tulajdonsagaikon keresztiil hatarozzuk meg
Gket.

A tér az euklideszi geometria alaphalmaza, a pontok az alaphalmaz elemei, az
egyenesek és a sikok az alaphalmaz bizonyos részhalmazai.

(Altalanossagban: a geometriai alakzatok a tér részhalmazai.)

Szohasznalat: a térelemek kozott fennalld tartalmazast geometriai nyelven illesz-
kedésnek mondjuk.

Példaul:

— a P pont illeszkedik az e egyenesre (vagy e illeszkedik P-re), ha P € e;

— az f egyenes illeszkedik az S sikra (vagy S illeszkedik f-re), ha f C S.

Pontok egy rendszerét kollinearisnak mondjuk, ha a pontok egy egyenesre illeszked-
nek.

Néhany jellegzetes illeszkedési tulajdonség:

— Barmely két kiilonb6z6 ponthoz egyértelmtien létezik rajuk illeszkeds egyenes.

— Barmely harom nem kollinearis ponthoz egyértelmiien 1étezik rajuk illeszkedd
sik.

N

— Ha két siknak van kozos pontja, akkor a kozos résziik egyenes.
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1.2 Felbontasi (rendezési) tulajdonsagok

Az egyenest barmely pontja két félegyenesre bontja,

a félegyenest barmely, a végpontjatol kiillonbo6z6 pontja egy szakaszra és egy féle-
gyenesre bontja,

a szakaszt barmely, a végpontjaitol kiilonb6z6 pontja két részszakaszra bontja.

A sikot barmely benne fekvd egyenes két félsikra, a teret barmely sik két féltérre
bontja.

Beszélhetiink zart vagy nyilt félegyenesrdl, szakaszrol, félsikrol vagy féltérrél asze-
rint, hogy a hatart hozzavessziik-e vagy nem.
(Megéallapodas: jelz6 nélkiil zartnak értjiik.)

/

Két pont akkor és csak akkor tartozik ugyanahhoz a nyilt félegyeneshez (nyilt fél-
sikhoz, illetve nyilt féltérhez), ha az ket Gsszekots szakasz diszjunkt az elvalaszto
ponttdl (egyenestdl, illetve siktol).

1.3 Konvexitas

Jelolés:

Ha A és B a tér tetszéleges két kiilonb6z6 pontja, akkor az A, B végpontu szakaszt

az [A, B] jellel jeloljiik.

(Tehat [A, B] az a ponthalmaz, amely A-bol, B-bdl, és az egyenesiikon A és B

kozott elhelyezkedd Gsszes pontbol all.)

Kiterjesztjiik a jelolést arra az esetre is, amikor A = B, ekkor [A, A] = {A} egyelemii

halmaz. (Ilyenkor ,elfajuld” szakaszrol szokas beszélni.)

e Definicié: Legyen K térbeli ponthalmaz. Azt mondjuk, hogy K konvex, ha
barmely A, B € K-ra [A, B] C K teljesiil.

Egy halmaz tehat akkor és csak akkor konvex, ha barmely két pontjaval egyiitt

azok 0sszekotd szakaszat is tartalmazza:

konvex nem konvex



Példak konvex halmazokra:

— az egész tér;

— sik, egyenes;

— feltér, félsik, félegyenes, szakasz;

— az egyponttu halmazok (a kétpontu halmazok nem konvexek; észrevétel: ha egy
véges ponthalmaznak legalabb két eleme van, akkor nem lehet konvex);

— agz iires halmaz;

— haromszog(lemez), parallelogramma, trapéz, korlemez;

— egy négyszog akkor és csak akkor konvex, ha atloszakaszai metszik egymast;

— tetraéder, haromoldala hasab, téglatest;

— gomb, forgashenger, forgaskup (mint testek).

o Allitas: Konvex halmazok tetszéleges rendszerének a metszete is konvex.
Megjegyzés:
A tetszsleges rendszer” kifejezés arra utal, hogy nem csak két konvex halmaz met-
szetérdl allitjuk, hogy konvex, hanem akarhany (jellemz&en végtelen sok) halmaz is
lehet, amelyek kozos részét vizsgaljuk. Ezt késébb, a konvex burok elGallitasanal ki
is fogjuk hasznalni.
Bizonyitas:
Legyen i € I-re K; konvex ponthalmaz (ahol I tetszéleges indexhalmaz). Belat-
juk, hogy a K = N;crK; metszethalmaz is konvex.
Ennek ellendrzése céljabol vegyiink fol két tetszéleges A, B € K pontot, be kell
latnunk, hogy [A, B] C K. Ehhez azt kell igazolnunk, hogy minden i € I-re
[A, B] C K;.
Legyen i € I tetszéleges; ekkor K C K; miatt A, B € K, és igy K; konvexitasa
miatt valoban [A4, B] C K;.

e Definicié: Legyen H térbeli ponthalmaz. Azt mondjuk, hogy egy K ponthalmaz
a H konvex burka, ha az alabbi harom kévetelmény mindegyike teljestil:

(i) K konvex,

(i) H C K,
(iii) ha L konvex halmaz és H C L, akkor K C L.
A harmadik kévetelmény azt irja eld, hogy a konvex burok sziikebb legyen minden
lefed6 konvex halmaznél. Tehat valamely halmaz konvex burka a halmazt tartal-
maz6 konvex halmazok koziil a lehets legsziikebb.

A definicié nem ,adja meg” a halmazok konvex burkét, hanem csak kévetelményeket
tamaszt a konvex burokkal szemben, és arrél nem szo6l, hogy vajon létezik-e barmely
halmaznak konvex burka, illetve hogy az egyértelmii-e. Ezt még tisztaznunk kell:

e Tétel: Barmely ponthalmaznak egyértelmiien létezik konvex burka.
Bizonyitas:
Adott a H ponthalmaz, tekintsiik a H-t tartalmazo Gsszes konvex halmaz met-

szetét:
K =(){L: Lkonvex, HCL}.

Allitjuk, hogy ez a K halmaz a H konvex burka. Ehhez a definiciobeli harom
kovetelmény teljestilését kell ellendrizni:

(i): K konvex, hiszen konvex halmazok metszeteként allitottuk eld.

(ii): H C K, mert mindegyik metszends halmaz tartalmazza H-t.



(iii): Ha L konvex és H C L, akkor L egyike a metszendd halmazoknak, és ezért a
metszet sziikebb nala: K C L.

Tisztazni kell még a konvex burok egyértelmiiségét. Tegyiik fel, hogy H-nak K is
és K is konvex burka. Ekkor a definiciobeli (iii) tulajdonsagot K = K1, L = K
szereposztassal alkalmazva K; C Ko kovetkezik, majd a forditott K = Ko,
L = K, szereposztassal Ko C K; adoédik. Tehat K1 = Ko.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Példak ponthalmazok konvex burkara:

— Egy ponthalmaz akkor és csak akkor konvex, ha azonos a sajat konvex burkaval.
— Két pont konvex burka: szakasz.

— Harom nem kollineéris pont konvex burka: haromszog.

— Négy nem egysiki pont konvex burka: tetraéder.

— Korvonal konvex burka: korlemez.

1.4 A tér mozgasai

A tér ,mindeniitt egyforma”, azaz a térbeli idomok szabadon mozgathatok. A
mozgas fogalmat nem definialjuk, hanem olyan alapfogalomnak tekintjiik, amelyre
fontos geometriai definiciokat (pl. tavolsag, szog, egybevagosag) tudunk épiteni.

A mozgasokat ugy fogjuk fol, hogy az egész tér mozdul el és magéval viszi a vizsgalt
alakzatot.

Egy mozgas vizsgalatakor csak a kiinduld és a végsé helyzetet hasonlitjuk Ossze;
azzal nem torédiink, hogy milyen utat jarunk be a mozgas fizikai végrehajtasa
soran.

Barmely pontbol barmely pontba eljuthatunk alkalmas mozgassal. S6t, azt is elére
megszabhatjuk, hogy bizonyos térbeli iranyok milyen iranyokba mozduljanak el.
Ennek a kovetelménynek a matematikai megfogalmazasat szolgalja az un. ,zaszl6”

fogalma:

Zaszlonak neveziink egy olyan alakzatot, amely egy félsikbol és a hataran kijelolt
félegyenesbdl all. Barmely két zaszlohoz egy és csak egy olyan mozgés létezik, amely
az els6 zaszlot a méasodikba viszi.

Peéldak:
— Ha a két zaszlohoz tartozo félsik ugyanaz, és az egyik félegyenes tartalmazza a
masikat, akkor a zaszlok altal megadott mozgas: eltolés.



— Ha a két zaszlohoz tartozo félegyenes ugyanaz, akkor a zaszlok altal megadott
mozgas: forgatas egyenes koriil.

1.5 Tavolsag

Két szakasz egybevago, ha létezik olyan mozgas, amely az egyiket a mésikba viszi.

Szakaszok hosszat (= pontpéarok tévo_lsagé,t) nemnegativ valds szdmokkal mérjiik.
Az AB szakasz hosszat d(A, B)-vel, AB-vel, vagy AB-vel jelolhetjiik.
Nyilvan d(B, A) = d(A, B).

A tavolsagmeérés meghatéarozo tulajdonsagai:

— Barmely P pontra d(P, P) = 0 (,nullszakasz” hossza 0).

— Egybevago szakaszok hossza egyenld;

— Ha az AC szakaszt a B pont két részszakaszra osztja, akkor AB + BC = AC

— Tetszblegesen adott d > 0 valés szdmhoz barmely O kezdSpontu félegyenesen
egyértelmten létezik olyan A pont, hogy OA = d.

Ha csak egy egyenesen fekvs pontokra, illetve szakaszokra szoritkozunk, akkor elé-
jeles tavolsagmeérést is bevezethetiink. Ilyenkor iranyitott szakaszokat hasznalunk:
tekintettel vagyunk a szakasz végpontjainak a sorrendjére is.

Ha egy egyenes két lehetséges iranyitasa koziil az egyiket rogzitjiik és pozitivnak
tekintjiik, akkor az egyenesen fekvs iranyitott szakaszok hosszat elGjellel lathatjuk

el:
9

A B D C

itt AB>0és CD < 0. (Persze BA=—AB.)

Megjegyzés: az eléjeles tavolsag jelolésére csak AB-t vagy AB-t hasznaljuk; a
d(A, B) jelolés mindig a szokasos (elGjel nélkiili) tavolsagra vonatkozik.

ElGjeles tavolsagok hasznalataval az AB + BC = AC képlet az egyenes barmely
hérom pontjara, azok tetszéleges sorrendje esetén is érvényes:

—_— —_—

A C B B A C

Ha egy egyenesen megadunk egy iranyitast, felvesziink egy kezdGpontot, és rogzitjiik
a tavolsagegységet, akkor az iranyitott tdvolsagmérés az egyenest a jol ismert R
valos szamegyenessel azonositja.



1.6 Szog, szogmeérték, forgasszog

Szogvonal: kozos cstcst két félegyenes egyesitése.

Barmely szogvonal a sikot két részre vagja.

Szogtartoméany (vagy szog): az egyik (barmelyik) résztartomany (a hatarvonaléval
egyiitt).

Két szog egybevago, ha létezik olyan mozgas, amely az egyiket a méasikba viszi.
Szogek nagysagat pozitiv valos szdmokkal mérjiik (szogmérték).

Az ABC sz6g mértékét ABC<-gel vagy B<-gel jeldljik. Nyilvan CBA< = ABC<.

B C

A szogmeérés meghatarozé tulajdonséagai:

— Egybevago szogek mértéke egyenld;

— Ha egy sz0get a csticsabol induld félegyenes két részszogre bont, akkor a mértéke
a részszogek mértékeinek az Osszege.

— Barmely szog egy adott, ndla nagyobb szogtartomanyban barmelyik szogszartol
kiindulva egyértelmien folmérhetd.

Specialis szogek:

egyenesszog (mértéke m vagy 180°),

derékszog (mértéke m/2 vagy 90°), (a merdlegesség jele: 1),
hegyesszog (derékszognél kisebb),

tompaszog (derékszognél nagyobb, egyenesszognél kisebb),
konvex szog (mértéke < ),

konkav sz0g (mértéke > ),

megallapodés: nullszog (0), teljesszog (27).

Metsz6 egyenesek hajlasszoge: mindig < /2.

Egy sikon fekvs szogekre szoritkozva elGjeles szogekkel is szamolhatunk. Ebben a
sik irdnyitasara kell tdmaszkodnunk. A sikon iranyitast adunk meg azaltal, hogy a
két lehetséges sikbeli forgasirany egyikét kivalasztjuk és pozitivnak tekintjiik.

Megjegyzés: abrainkon szokas szerint az Ora jarasaval ellentétes forgéasirany a pozi-
tiv. A papir tuloldala fel6l nézve éppen forditott a helyzet!

Ha az irényitott sikon két kozos kezdSpontu félegyenes sorrendje is adott, akkor
az ezekhez tartozo forgasszog (vagy elGjeles szog): annak a szogelfordulasnak a
mértéke (a forgasirany elGjelét is tekintetbe vébe), amellyel az els6 félegyenesbdl a
masodikba jutunk.

A forgasszog tetszGleges valos szam lehet, és csak modulo 27 van meghatarozva.
Példaul /2 és —(3/2)m (illetve 90° és —270°) ugyanazt a forgasszoget jeldli.
Megallapodés: ha AOB< iranyitott szoget jelol, akkor mindig O A a sorrendben az
els6, OB a masodik félegyenes.



ElGjeles szogekkel szamolva a kozos kezdéponti OA, OB és OC félegyenesek el-
helyezkedésétsl fliggetleniil mindig érvényben van az AOB< + BOC< = AOC<
Osszefliggés.

1.7 Parhuzamossag

Parhuzamosségi axioma:

Ha a P pont nem illeszkedik az e egyenesre, akkor az altaluk meghatarozott sikban
csak egy olyan a P pontot tartalmazo6 egyenes létezik, amely e-t nem metszi.

P

e

Azt mondjuk, hogy két egyenes parhuzamos, ha vagy megegyeznek, vagy pedig egy
sikba esnek és nincs kozos pontjuk.
(A parhuzamossag jele: ||)

Két félegyenesrsl azt mondjuk, hogy egyiranyuak, ha vagy az egyik tartalmazza a
mésikat, vagy pedig kiilonb6z6 parhuzamos egyeneseken fekszenek és a kezdSpont-
jaik egyenese nem vélasztja el ket. Ha parhuzamosak és nem egyiranytak, akkor
ellentétes iranyinak mondjuk a félegyeneseket.

A parhuzamossag és az egyiranyusag tranzitiv relacio, azaz:

Ha két egyenes (félegyenes) parhuzamos (egyiranyt) egy harmadikkal, akkor egymas-
sal is parhuzamosak (egyiranyaak).

Parhuzamos szara szogek:

Ha két konvex szOg szarai rendre egyiranytak, vagy ellentétes iranytak, akkor a
két szog mértéke egyenls. Ha a szarak egyike egyiranyi, mésika ellentétes irany,
akkor a két szog mértéke m-re egésziti ki egymast.

(Megjegyzések: A tétel térbeli szogekre is vonatkozik. Fel kell tenni, hogy konvex
szOgekrdl van sz6. Talaljunk ellenpéldat a nem feltétleniil konvex szogek kérében!)

Példak:

A
T )

egyallasu szogek (egyenldk) cstcsszogek (egyenlsk)

— T e

valtoszogek (egyenldk) mellékszogek (kiegészits szogek)



2. TERELEMEK KOLCSONOS HELYZETE, SZOGE, TAVOLSAGA

2.1 Kaét sik

e Két stk parhuzamos, ha megegyeznek, vagy nincs kozos pontjuk.

Fontosabb tulajdonsagok:

— Adott ponton at egyértelmtien fektethets adott sikkal parhuzamos sik.

— A parhuzamossag a sikok korében is tranzitiv relacio.

— Ha egy egyenes két parhuzamos sik egyikét dofi, akkor a masik sikot is dofi.

— Ha egy sik két parhuzamos sik egyikét metszi, akkor a masik sikot is metszi, és
a két metszésvonal parhuzamos.

o Metszd sikok:

\

N

A két sik hajlasszogén a metszésvonal valamely pontjaban a sikokban a metszésvo-
nalra allitott merdleges egyenesek hajlasszogét értjiik. Ez a szog mindig < 7/2. Két
k6zos hataregyenesii félsik a teret két lapszogtartoményra (vagy lapszogre) bontja.
Ennek mértékét igy hatarozzuk meg:

A metszésvonal valamely pontjaban a félsikokon beliil egy-egy mersleges félegyenest
allitunk. Ezeknek azt a szogét tekintjiik, amely a lapszogtartomanyba esik. Ez a
szog lehet tompa vagy akar konkév is.

A definiciok korrektek: a mondott szogek nem fiiggnek a metszésvonal pontjanak
megvalasztasatol. (Egyallasu szogek.)

2.2 Egyenes és sik

e Egyenes és sik paArhuzamosséga:
Az e egyenes és az S sik parhuzamos, ha e C S, vagy SNe = 0.

Fontosabb tulajdonsagok:
e

\
\f

S

— Akkor és csak akkor &ll fenn e || S, ha létezik olyan f C S egyenes, hogy e || f.



(S f
T /

— Ha S és T sikok, e, f C S metsz6 egyenesek, e || T és f || T, akkor S || T

e Egyenes és sik merdlegessége:
Az e egyenes mer6leges az S sikra, ha e NS # (), és e merdleges a dofésponton

atmend Osszes S-beli egyenesre.
e

=

Fontosabb tulajdonsagok:

— Ha e meréleges két kiilonbo6z6, a dofésponton atmend S-beli egyenesre, akkor
el S.

— Egy e egyenesre valamely rogzitett pontjaban allitott merdéleges egyenesek sikot
alkotnak, amely merdéleges az e egyenesre.

—~Hael S,ele és S| S, akkor ¢/ L 5.

— Hael Sése LS, akkore | €.

—~ Hael Sése |l S, akkor S || 5.

— Adott S sikhoz és adott P ponthoz egyetlen olyan e egyenes talalhato, hogy
Peceése Ll S.

— Adott e egyeneshez és adott P ponthoz egyetlen olyan S sik talalhato, hogy
PeSéelS.

— Ha 57 és S5 metsz6 sikok, e = S1 NS, S1 L .S és Sy L S, akkor e L S.

e Egyenes és sik hajlasszoge:
Ha az e egyenes meréleges az S sikra, akkor a hajlasszogik /2.

Ha nem:

Egyetlen olyan T stk 1étezik, amelyre e C T és T L S. Jelolje m az S és T sikok
metszésvonalat. Az e és S hajlasszogén e és m hajlasszogét értjiik.

Eszrevételek:

— m az e mersleges vetiilete S-en;
— e és S hajlasszoge a lehetd legkisebb az olyan szogek kozott, amelyeket e zar be
az S-ben fekvs, a dofésponton dthaladd egyenesekkel.
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2.3 Két egyenes

e Két egyenes kolcsonos helyzete a térben:

Héarom lehetGség:
sem metszd, sem parhuzamos:
metszd, parhuzamos, kitérd.

—— == &=

Két egyenes akkor és csak akkor kitérd, ha nincs egy sikban.

Kitérs egyenesek szoge:

Adottak az e és f kitérs egyenesek.
f f

e \/\ e’%

A tér egy tetszGleges P pontjan at huzzunk veliik parhuzamos egyeneseket: e’ és
f'. Az e és f egyenesek szogén az €’ és [’ metsz6 egyenesek hajlasszogét értjiik.

A definicio korrektségéhez: €’ és f’ hajlasszoge nem fiigg a P pont megvalasztasatol
(egyallasu szogek).
e Norméltranszverzéalis:

A kitérd egyenesek fontos illeszkedési tulajdonséiga:

e
- —

S

T\f

Ha e és f kitérG egyenesek, akkor egyértelmtien talalhatok Gket tartalmazd par-
huzamos sikok: S De, T D f, S| T.

Az S-re és T-re merdleges egyenesek koziil pontosan egy metszi e-t is és f-et is:

Tbﬁf

Ez az m egyenes az e-t tartalmazo, T-re merGleges sik és az f-et tartalmazo, S-re
meréleges sik metszésvonala.

Az m egyenes neve: e és f norméltranszverzélisa. Ez az egyetlen olyan egyenes,
amely e-t is és f-et is merdlegesen metszi.
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2.4 Teérelemek tavolsaga

Pont és egyenes, pont és sik kozott:
— a pontbdl az egyenesre (sikra) bocsatott merdleges szakasz hossza.
Két parhuzamos egyenes, két parhuzamos sik kozott:
— az egyik egyenes (sik) barmelyik pontjanak a tavolsidga a masik egyenestdl
(siktol). Ez fiiggetlen a pont valasztasatol.
Sik és vele parhuzamos egyenes kozott:
— az egyenes barmelyik pontjanak a tavolsaga a siktol. Ez fiiggetlen a pont
valasztasatol.
Két kitérs egyenes kozott:
— a normaltranszverzalis szakasz hossza.

Mindegyik esetben a tavolsag a két idom pontjai kozt felléps Osszes lehetséges tavol-
sag minimuma.

3. SZIMMETRIAK ES TRANSZFORMACIOK

3.1 Eltolas és parhuzamossag

Barmely eltolas

— barmely egyenest vele parhuzamos egyenesbe visz,

— barmely sikot vele parhuzamos sikba visz,

— barmely félegyenest vele egyiranyu félegyenesbe visz.

Ha A és B tetszbleges pontok és valamely eltolasnal az A pont képe az A’ pont,
a B pont képe a B’ pont, akkor d(A,A") = d(B,B’), tovabba az AA’ és BB’
félegyenesek egyiranyuak.

A tér barmely P és P’ pontjahoz egyértelmten létezik olyan eltolas, amely P-t
P’-be viszi.

3.2 Tiikrozés, kozéppontos és tengelyes szimmetria

Kozéppontosan szimmetrikus alakzat (akar sikban, akar térben): alkalmas kozép-
pontos tiikrézés énmagéiba viszi.

Tengelyesen szimmetrikus alakzat (sikban): alkalmas tengelyes tiikrozés dnmagaba
viszi.

-Uﬂ
g
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e .

P P

Sikra szimmetrikus alakzat (térben): alkalmas sikra vonatkozo tiikrézés 6nmagéaba
viszi.
Megjegyzés: a sikra vonatkozo tiikrozés nem mozgas.

e Rogzitett A # B pontokra azon P pontok mértani helye, amelyekre d(P, A) =
d(P, B) fennall:

A ‘ B
sikban: egyenes térben: sik
(szakaszfelez6 meréleges), (szakaszfelez6 merdleges sik).

A szakaszfelez6 merdGleges az egyetlen olyan egyenes, illetve sik, amelyre vonatkozo
tiikrozés A-t és B-t felcseréli.

e Sikban:

Adott konvex szogtartomanyban a szaraktol egyenld tavolséagra levé pontok mértani
helye a szogfelezs félegyenes. Két metszd egyenestsl egyenls tavolsagra levé pontok
mértani helye a két szogfelezs egyenes egyesitése. Az ezekre vonatkozé tiikrozések
felcserélik a két egyenest.

e Térben:

Adott konvex lapszogtartoméanyban a lapoktol egyenls téavolsagra levd pontok mér-
tani helye a szogfelez6 félsik. Két metsz6 siktol egyenld tavolsagra levé pontok
mértani helye a két szogfelezs sik egyesitése. Az ezekre vonatkozo tiikrozések fel-
cserélik a két sikot.

3.3 Forgasszimmetria

Forgéasszimmetrikus egy alakzat, ha sikban alkalmas pont, illetve térben alkalmas
tengely koriili 6sszes forgatas 6nmagéba viszi.
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Példaul sikban a kor, térben a forgastestek forgésszimmetrikusak.

Egy alakzat n-edrendben forgasszimmetrikus (sikban pont koriil, térben egyenes
koriil), ha alkalmas pont (illetve tengely) koriili 27/n szogi forgatas onmagaba
viszi.

3.4 Egybevagosag, hasonlosag

Az eltolasok, tiikrozések, forgatasok kozos tulajdonsaga: barmely szakaszt vele
egyenld hosszisagi szakaszba képeznek.

Egyenértéki megfogalmazassal: ezek tavolsagtartd leképezések, més széval: egy-
bevagosagok.
Az egybevagosagok a tavolsdgon kiviil mindenféle egyéb mértékviszonyt is megdriz-

nek: egyuttal szogtartok, teriilettartok, térfogattartok.

Megjegyzések: Az eltolasok, tilikrozések és a forgatasok csupan a leggyakoribb
példak egybevagosigokra, léteznek rajtuk kiviil mas egybevagosigi transzforma-
ciok is. Barmely mozgés egybevagdsag, de nem minden egybevagdsag mozgas.

Hasonlosag, nagyitas:

B’

Hasonl6 alakzatok megfelels tavolsagadatai aranyosak, megfelels szogei egyenlsk.
(Ha az aranyossagi tényezd 1, akkor egybevagosagrol van szo.)

A kozéppontos nagyitas minden alakzatot hasonlé alakzatba visz. Barmely egyenes
képe vele parhuzamos egyenes, barmely szog képe egyallasa szog. Tetszbleges pozi-
tiv valos szam el6irhaté mint nagyitasi arany.
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4. FONTOSABB ALAKZATOK

4.1 Haromszog

e Haromszog (haromszoglemez): harom nem kollinearis pont konvex burka.
(Azaz: a paronkénti 6sszekots szakaszok altal koriilhatarolt sikrész.)

Szokésos jelolések és elnevezések:
A, B, C: csucsok,
a, b, c: oldalak (oldalszakaszok, oldalegyenesek),
a, B, v: szogek (belsd szogek).

o Osszehasonlitasi tulajdonsagok:

— nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van: a < <= a <b;

— az egyenl§ szara haromszog esete: a = <= a =0b;

— haromszog-egyenlGtlenség: a < b+ c;

— altalanossagban: a tér barmely harom pontjara d(A,C) < d(A, B)+d(B,C),
és itt egyenlGség csak akkor all, ha B az AC' szakaszra esik;

— szOgosszeg: a+ [ +vy=m;
(atfogalmazva:) barmely kiils6 szog a nem mellette fekvi két belsd szog Gssze-
gével egyenld.

o Az egybevagbsag és a hasonlosag feltételei:

Két haromszog egybevagosagahoz elegendé:
— ha oldalaik rendre egyenl6k, vagy
— két oldal és a kozrefogott szog rendre egyenls, vagy

— egy oldal és a rajta fekvs szogek rendre egyenlSk, vagy
— két oldal és a nagyobbikkal szemkozti szog rendre egyenld.

Két haromszog hasonlosdgahoz elegendd:

— ha az oldalak aranya egyenld, vagy

— két oldal aranya és a kozrefogott szog egyenls, vagy

— két szog paronként egyenld, vagy

— két oldal aranya és a nagyobbikkal szemkozti szog egyenld.
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4.2 Kor

e Kor: rogzitett ponttol adott pozitiv tavolsagra levé pontok mértani helye a sik-
ban.

Szokasos jelolések és elnevezések:

O: koézéppont, r: sugar,
P belss pont, ha d(P,0) < r, kiils6, ha d(P,0) > r

Figyelem: a ,kor” sz6 a korvonalat jelenti a matematikiban. Ha a kor belsejébdl és
a korvonalbol egyiittesen allo alakzatot akarjuk megnevezni, akkor kérlemezt vagy
korlapot mondunk.

e Kor és egyenes kolcsonos helyzete a sikban:

C NG NG

r<d: r=d: r>d:
nincs k6zos pont; egyetlen k6z0s pont van két kozos pont van
(az egyenes: érintd); (az egyenes: szeld).

Az érinté merdleges a kozos pontban huzott sugarra.

e Néhany tovabbi elnevezés:

OO0 OO0 G

koriv korszelet korcikk kozépponti szog

Egyenls (azaz egybevagd) ivekhez egyenls hurok, egyenls kozépponti szogek, egy-
bevago korcikkek és egybevagd korszeletek tartoznak (indoklas: forgasszimmetria).

e Erinték:
Eq
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Az érintsk szama:

— A kor barmely pontjaban egyértelmiien létezik érintd.

— A kor bels6 pontjan at nincsen érintd.

— Barmely kiils6 ponton at két érinté huzhatod; a két érintGszakasz egyenld
(tengelyes szimmetria).

e Keriileti szogek:

\7/

keriileti szog érintGszara keriileti szog

e Tétel: Barmely keriileti szog fele az ugyanakkora ivhez tartozé kézépponti
szognek.

Bizonyitas:

A

Elészor az érintGszara esetben: mergleges szaru szogek (mindketts egyforman
hegyes-, derék- vagy tompaszog).
Altalanos eset: a P-nél levs keriileti szog két érintszara keriileti szog kiilonbsége:
AOB< = AOP<—-BOP«=2-APC<—-2-BPC«x=2-APB<«
(Figyelem: itt AOP< a B-t tartalmazo szoget jeloli!)
o Kovetkezmények:

Ugyanabban a korben egyenld keriileti szogekhez egyenls ivek tartoznak.
Példaul: a keriileti szog szogfelezGje felezi az ivet.

[ Nz
\ >

Latoszogek tétele:

Adott A # B sikbeli pontok és a (0 < a < ) szdg esetén a sik azon P pontjainak
mértani helye, amelyekre APB< = «: két nyilt koriv egyesitése, amelyek AB-re
szimmetrikusak.

Specialis eset: Thalész tétele (a = 7/2).
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e Haromszog nevezetes korei, vonalai és pontjai:

C

— beirt kor: koézéppontja a szogfelez6k metszéspontja,

— koriilirt kor: koézéppontja az oldalfelezé merslegesek metszéspontja,
— magassagvonalak, magassagpont,

— sulyvonalak, salypont (a silyvonalak harmadoljak egymast),

— kozépvonalak (A41B; || AB, A1B; = AB/2).

4.3 Specialis négyszogek

e Parallelogramma ekvivalens jellemzései:
Egy négyszog akkor és csak akkor parallelogramma, ha

— két-két szemkozti oldal parhuzamos,

— két-két szemkozti oldal egyenld,

— két szemkozti oldal parhuzamos és egyenld,
— keét-két szemkozti szog egyenld,

— az atlok felezik egymast,

— kozéppontosan szimmetrikus.

e Tovabbi fontos négyszogtipusok:

— Trapéz: két oldal parhuzamos (alapok). A kozépvonal egyenls az alapok
szamtani kozepével.

— Szimmetrikus trapéz (hartrapéz): az alapok felezd merdlegese kozos.

— Deltoid: két-két szomszédos oldal egyenld (szimmetrikus az egyik atlora).

— Rombusz: egyenl oldalt négyszog (mindkét atlora szimmmetrikus; olyan pa-
rallelogramma, amelynek mer&legesek az atloi).

— Téglalap: egyenld szogl négyszog (mindegyik szog derékszog; olyan parallelo-
gramma, amelyben az 4tlok egyenlgk).

— Négyzet: negyedrendben forgasszimmmetrikus négyszog (egyenls oldala tégla-
lap; derékszogil rombusz).
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— Hurnégyszog, érinténégyszog:

Egy négyszog akkor és csak akkor hurnégyszog, ha a szemkozti szogei kiegészits
szogek.

Barmely érinténégyszogben a szemkozti oldalparok osszege egyenld.

4.4 Szabalyos sokszogek

Ha adott az n > 3 természetes szam, osszuk egy kor keriiletét n egyenld részre. (A
részivek mindegyikéhez tehat 27 /n kdzépponti szog tartozik.) Ekkor az osztopontok
konvex burka szabalyos n-szog.

A szabalyos sokszog minden oldala egyenld, és mindegyik szdge (n — 2)7/n-nel
egyenls. Rogzitett n mellett barmely két szabalyos n-szog hasonlo, tehat minden
n > 3-ra hasonlosag erejéig egyértelmiien 1étezik szabalyos n-szog:

Eszrevételek:

Egy n-oldalt sokszog pontosan akkor szabalyos, ha n-edrendben forgasszimmet-
rikus.
Egy haromszog akkor és csak akkor szabalyos, ha egyenld oldala.

5. SZERKESZTESEK

c sz

hasznélata all. Matematikai szempontbol természetesen nem a szerkesztés tényleges
kivitelezése a fontos, hanem az adott kérdéshez a szerkesztési eljaras megtalalasa és
folépitése. Az elméleti matematika szamaéara a szerkesztések kérdéskorét az teszi
érdekessé, hogy a megoldhatd szerkesztési feladatok mellett vannak egyszertien
megfogalmazhato, de euklideszi szerkesztéssel nem megoldhato szerkesztési prob-
léméak is. Az utobbiak jelentds szerepet jatszottak a modern (19. szazadi) absztrakt
matematika eszkozeinek kifejlédésében.



19
5.1 Definiciok: euklideszi szerkesztés, szerkeszthetSség

Mindvégig egy rogzitett sikban dolgozunk; a szerkesztések ebben a sikban fekvé
pontokat, egyeneseket és koroket hasznélnak, illetve allitanak eld.

e Adatok: Pontoknak, egyeneseknek és kércknek egy el6re rogzitett, tetszéleges
halmaza. Ezeket a szerkesztés soran mar megszerkesztettnek tekinthetjiik. (Ha
valamely szerkesztési feladathoz egyaltalan nem adunk meg adatokat (pl. ,, Szer-
kessziink szabélyos Otszoget”), akkor onkényesen felvehetjiik a sik két pontjat
mint adatokat.)

e Elemi szerkesztési 1épések:

— Ha A és B mar megszerkesztett pontok, akkor az AB egyenest megszerkesz-
tettnek tekinthetjiik.

— Ha O, P és (Q mar megszerkesztett pontok, akkor az O kézépponti, P() sugara
kort megszerkesztettnek tekinthetjiik.

— Ha e és f mar megszerkesztett metszd egyenesek, akkor e és f metszéspontjat
megszerkesztettnek tekinthetjiik.

— Ha a mar megszerkesztett k kornek a mar megszerkesztett e egyenes szelGje,
akkor k és e mindkét metszépontjat megszerkesztettnek tekinthetjiik.

— Ha k és [ mar megszerkesztett, egymast metszd korok, akkor k és [ mindkét
metszépontjat megszerkesztettnek tekinthetjiik.

e Euklideszi szerkesztés: Véges sok egyméas utan végrehajtott elemi szerkesztési
lépés sorozata. Az euklideszi szerkesztés eredménye az 6sszes olyan pont, egyenes
és kor, amely a szerkesztés valamelyik 1épésében elGallt.

e SzerkeszthetGség: ElGszor rogzitjiik az adatokat. Azt mondjuk, hogy valamely
pont, egyenes vagy kor a felvett adatokbol megszerkeszthets, ha létezik olyan
euklideszi szerkesztés, amelynek eredménye. Ugyancsak megszerkeszthetének
mondjuk az ezekbdl a pontokbol, egyenesekbdl és korokbsl kozvetleniil el6allo
tovabbi alakzatokat is. (Példaul egy szabalyos sokszoget megszerkeszthetének
mondunk, ha a csticsainak a halmaza megszerkeszthetd.)

5.2 Néhany alapvetd szerkesztési eljaras

A szerkesztési feladatok megoldasa soran altalaban nem sziikséges a szerkesztést az
elemi lépésekig lebontanunk. Elegendd, hogy olyan szerkesztések egymasutéanjara
vezetjiik vissza, amelyeket 6nmagukban szerkesztési feladatnak tekintve korabban
mar megoldottunk. Erdemes tehat néhany gyakran eléforduld szerkesztési alap-
feladat megoldasat tisztazni. A tovabbiakban ezekre mar mint szerkesztési lépésekre
hivatkozhatunk, nem kell 6ket részletezni:

— szakaszfelezés, szakaszfelez$ merdGleges szerkesztése,

— adott ponton at adott egyenesre merdleges egyenes szerkesztése,

— adott ponton at adott egyenessel parhuzamos egyenes szerkesztése,
— szakasz vagy szog tObbszorozése,

— szogfelezés,
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— adott szakaszhoz adott szogil latoszogkoriv szerkesztése,
— szakasz n egyenl$ részre osztésa,

— adott korhoz adott kiils6 pontbol érinté szerkesztése,

két adott kor kozos érintSinek a megszerkesztése.

5.3 Klasszikus szerkesztési problémak

Az antik 1d6kbdl szarmazo harom hires szerkesztési feladat:

e . A kor négyszogesitése”: barmely adott korhoz szerkessziink vele egyenl§ tertiletti
négyzetet.

e , Szogharmadolas™ barmely adott szoghoz szerkessziink harmadakkora szoget.

e . Kockakett6zés” (,, déloszi probléma” néven is ismert): ha tetszdlegesen adott egy
kocka élhossza, szerkessziik meg annak a kockédnak az élhosszat, amely kétszer
akkora térfogatu.

Ezekrdl a feladatokrol a 19. szazadban megsziiletett absztrakt algebrai eszkozok (a
testbdvitések elmélete) segitségével bizonyitottak be, hogy euklideszi szerkesztéssel
nem megoldhatok.

Szintén a 19. szazadban Gauss szamelméleti modszerekkel meghatéarozta, hogy mely
n > 3 természetes szdmok esetében lehet euklideszi szerkesztéssel szabalyos n-
szoget szerkeszteni. Gauss tétele szerint a szabalyos n-szog akkor és csak akkor
szerkeszthetd, ha az n szam primtényezds alakjaban minden paratlan prim 2% + 1
alakt (an. Fermat-féle prim), és csak els6 hatvanyon szerepel. Tehat példaul n < 10,
n # 7,9 esetén a szabélyos n-szog megszerkeszthets, a szabélyos hétszog és a sza-
balyos kilencszog nem.

5.4 Aranymetszés, szabalyos 6tszog

e Definicié: Azt mondjuk, hogy egy szakaszt egy osztOpontja az aranymetszés
aranyaban osztja, ha a rovidebbik rész tgy aranylik a hosszabbikhoz, mint a
hosszabbik az egészhez: p:q=q: (p+ q), ahol p a révidebb, ¢ a hosszabb részt
jeloli a p + q hossztsagn szakaszon.

Magat a 7 = q/p = @ hanyadost (ami egy 1 és 2 kozotti irracionalis szam) is
szokas aranymetszésnek nevezni. Kénnyen ellenérizhetd, hogy 7 az 22—z —1 = 0
egyenlet pozitiv gyoke.

Barmely adott q hossziisagi szakaszhoz euklideszi szerkesztéssel el§ tudjuk allitani
a vele aranymetszést alkoté p hosszisagu szakaszt. Az aldbbi abrabol a szerkesztés
kiolvashato:

D
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Az abran a keriileti szogek tétele folytan ABC' és AD B hasonlé haromszogek, ezért
valoban p:q= AC : AB=AB: AD =q: (p+q).

Tekintsilink egy olyan ABC egyenls szari haromszoget, amelyben A<t = B< = 72°,
C< = 36°:

Viagjuk ketté a haromszoget az AD szogfelezével. A keletkezd szogek mutatjak,
hogy két egyenls széaru részharomszoget kapunk, amelyek koziil a BD A haromszog
hasonlé az ABC' haromszoghoz. A megfelel oldalak aranyat folirva a megjelolt
tavolsagokra p : ¢ = q : (p + q) adodik, tehat az ABC' haromszogben a szar és
az alap aranya az aranymetszéssel egyenld. Emiatt a 72°, 72°, 36° szogekkel bird
héromszog euklideszi szerkesztéssel elGallithato.

Ilyen haromszoget taldlunk egy szabalyos Otszogben is két atlo altal kozrefogva,
illetve egy szabalyos tizszogben is a koriilirt kor kozéppontja és a tizszog két szom-
szédos csicsa altal kifeszitve:

A haromszogbdl kiindulva a szabalyos 6tszog, illetve a szabalyos tizsz6g konnyen
rekonstrualhato euklideszi szerkesztéssel.

A szabélyos 0tsz0g egyszeriibb, kozvetlen szerkesztéséhez vezet a kdvetkezs észrevé-
tel.

o Tétel: Jelolje a, illetve b az r rugari kérbe beirt szabéalyos tizszog, illetve sza-
balyos étszog oldalhosszéat. Ekkor b? = a? + r2.

Bizonyitas:
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Az O kozéppontu r sugari korben legyen A, B és C a beirt szabalyos tizszog
harom egymaést kovets csicsa, ekkor AB = BC = a és AC = b. Az OC és
AB egyenesek messék D-ben egymaést, ekkor az OAD haromszog szogei rendre
72°, 72°, 36° nagysaguak. Emiatt BD = r és CD = a. Rajzoljuk meg a C
kozépponta a sugara kort, és annak AC atmérSegyenesét.

Ennek az atmérének a végpontjai legyenek M és N, AM =b—a, AN = b+ a.
A keriileti szogek tétele folytan az ADM héaromszog és az ANB haromszog
hasonl6, emiatt AD : AM = AN : AB, azaz (a+71): (b—a) = (b+a) : a.
Ebbél atrendezve a(a + r) = b* — a® adoédik. Viszont r és a az aranymetszés
szerint ardnylik egymashoz, ami azt jelenti, hogy a(a + r) = r2. Ezekbdl mar
kozvetleniil adodik a tételbeli képlet.

A tétel felhasznélasaval az adott korbe beirt szabélyos 6tszog oldalhosszéra az alabbi
egyszerl szerkesztési eljarast kapjuk:

Az O kézéppontu r sugara korben induljunk ki egy AB atmérébdl és a ra merdleges
OC sugarbol. Legyen F' az OB sugéar felez6pontja, és messiik el az AB szakaszt az
F kozéppontu, F'C sugari korrel a D pontban. Az igy kapott C'D szakasz hossza
a korbe irt szabalyos 6tszog oldalaval egyenls. Indoklas gyanant felismerhetjiik
az dbraban az aranymetszés szerkesztését, amely r-bdl kiindulva az el6z6 tételben
a-val jelolt szakaszt allitja els. A tétel felhasznaldsaval a Pitagorasz-tétel alapjan

valéban CD = b.

6. SOKSZOGEK ES POLIEDEREK

6.1 Sokszogek

Sokszog definicidja:

Torottvonalnak nevezziik nemelfajuld szakaszok egy véges

T = ([A1, Bil, [A2, Ba), ..., [An, Bal)

sorozatat, ahol minden ¢ =1,... ,n — 1-re B; = A;41:
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Az A, pontot a T toréttvonal kezdSpontjanak, a B,, pontot T végpontjanak nevez-
ziik.

A T toréttvonal zart, ha a kezdGpontja és a végpontja azonos: A1 = B,,.

A torottvonal egyszert, ha a benne szerepls szakaszoknak az elGirt csatlakozasi
pontokon kiviil nincs k6z6s pontja.

Egy egyszert, zart, sikbeli torottvonalat, amelynek a torésszogei zérustol kiilon-
boznek (azaz semelyik két szomszédos szakasz nem esik egymas meghosszabbita-
saba), sokszogvonalnak hivunk.

A sokszogvonal csticsai a csatlakozasi pontok, a szakaszok a sokszogvonal oldalai.
A csticsok szama és az oldalak szama egyenld.

(Ugyancsak sokszogvonalnak szokas nevezni a benne szerepld szakaszok egyesitését
mint sikbeli ponthalmazt.)

A sokszoglemez értelmezése céljabol meg kell tudni kiilénboztetni a sokszégvo-
nalon beliil elhelyezkedé pontokat a sokszogvonalon kiviiliektSl. Ezt nem kony-
nyt szabatosan megtenni. A kovetkezd tétel (amelyet nem bizonyitunk be) adja a
megoldast.

e A sokszogekre vonatkozo Jordan-féle tétel:

Barmely T sokszogvonal a sik T-hez nem tartozo6 pontjait két osztalyba sorolja
aszerint, hogy ugyanabba az osztalyba tartozdé pontok 0Osszekothetsk T-t61
diszjunkt torottvonallal, mig kiilonbo6z6 osztalyba tartozok nem. A két osztaly
koziil az egyik korlatos, a mésik nem.

A két osztaly koziil a korlatosat nevezziik a T sokszogvonal belsejének, a méasikat

e Definicié: Sokszogon olyan ponthalmazt értiink a stkban, amely egy sokszog-
vonal és a belseje egyesitéseként all el6.

Példaul barmely haromszog, barmely négyszog, stb., egyuttal sokszog. Az n oldala

sokszogeket n-szogeknek is nevezziik.

Elnevezések:

— A sokszOg cstcsain és oldalain a sokszogvonal csicsait, illetve oldalait értjiik.

— A sokszog atloi a cstuicsokat 6sszekotd, oldaltol kiillonbozs szakaszok.

— Oldalegyenesek, atloegyenesek: az oldalakat, illetve atlokat tartalmazo egyene-
sek.

— Bels6 szogek: Barmely cstcsnal az oda befuto két él a teljes szoget két szogtar-
toményra bontja, ezek koziil az egyik nyilik a sokszog belseje felé. Ezt a szoget
nevezziik a sokszog belsé szogének a szoban forgd csticsnél.

Ha nem vezet félreértésre, akkor a belss szogeket egyszertien a sokszog szogeinek
is nevezhetjiik.

o Tétel (szogosszegtétel): Barmely n oldali sokszogben a bels6 szégek Gsszege
(n —2)m.
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A sz6g0sszegtételt nem bizonyitjuk be. Meg lehet mutatni, hogy barmely n-szoget
egymast nem metsz6 atlokkal fel lehet darabolni n — 2 darab haromszogre, amibdl
a tétel rogton kovetkezik.

6.2 Konvex sokszogek

Nevezetes tény, hogy a konvex sokszogeket tobbféleképpen lehet jellemezni a sok-
szogek kozott. Az alabbi tételt sem bizonyitjuk be.

e Tétel: Barmely S sokszogre az alabbi tulajdonsigok egyenértékiek:

(1) S konvex;
(2) S barmelyik oldalegyenese két olyan félsikot hatdrol, amelyek egyike lefedi
S-et;
(3) Barmely, az oldalegyenesektdl kiilonb6z6 egyenesnek a sokszdgvonallal legtel-
jebb 2 kézos pontja van;
(4) S tartalmazza mindegyik atlojat;
(5) S mindegyik belsé szége m-nél kisebb.
(Az (1) = (2) = (3) = (4) = (5) kovetkeztetéseket nem nehéz igazolni;
az (b) = (1) joval nehezebb.)

Az alabbi tétel azt az eljarast tisztazza, amellyel a leggyakrabban szarmaztatunk
konvex sokszogeket. Bar magatol értet6dének tiinik, szabatos bizonyitédsa nehéz.
Ezt a tételt sem bizonyitjuk be.

e Tétel: A sikban barmely véges sok nem kollinearis pont konvex burka olyan
konvex sokszog, amelynek a csticsai az adott pontok koziil kertilnek ki.

6.3 Konvex poliéderek

A konvex sokszog fogalménak haromdimenzios megfelelGjét vizsgaljuk. Nem defi-
nialjuk altalanossagban a poliéder fogalmat, eleve csak konvex poliéderekre szorit-
kozunk.

e Definici6: Konvex poliédernek nevezziik a térben véges sok nem egy sikba esd
pont konvex burkat.

Vegyiik észre, hogy egy konvex poliéder elgallitasahoz miniméalisan 4 pont sziikséges
(kevesebb pont egy sikban fekiidne).

A négy nem egysiku pont konvex burkaként elalléo ponthalmazok a tetraéderek.
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Konvex poliéderek néhany gyakrabban el6fordulo tipusat tekintjiik at.

Hasabok:

Legyen S konvex sokszog, valamint S’ az S egy eltolt példanya olyan eltolasnal,
amelynek az irdnya nem parhuzamos S sikjaval. Ekkor az SUS’ ponthalmaz konvex
burkat S alapt hasdbnak nevezziik. (A hasab valoéban konvex poliéder, hiszen elGall
az S és S’ cstucsaibol allo véges halmaz konvex burkaként, igy teljesiti a definicio
kovetelményeit. )

Ha az S sokszog n-oldala, akkor az S alapa hasabot is n-oldalt hasabnak nevezziik.

Speciélis négyoldala hasabok:

Ve

parallelepipedon (= parallelogramma alapt hasab), téglatest, kocka.
Gulak:

Legyen S konvex sokszog, és P olyan pont, amely nem fekszik az S sokszog sikjaban.
Ekkor az S U {P} ponthalmaz konvex burkat S alapu gulanak nevezziik. (A guala
valoban konvex poliéder, hiszen elGall az S cstucsaibol és P-bél 4llo6 véges halmaz
konvex burkaként, igy teljesiti a definici6 kovetelményeit. )

Ha az S sokszog n-oldali, akkor az S alapu gulat is n-oldala gulanak nevezziik. A
haromoldala (azaz haromszog alapi) guldk pontosan a tetraéderek.

A konvex poliéderek jellegzetes tulajdonséga, hogy csucsaik, éleik és lapjaik vannak,
amelyek a poliédereket érdekes kombinatorikai tulajdonsagokkal ruhazzak fol. A
csucsokat, éleket és lapokat a poliéderekkel egyiitt rogton szemléletesen magunk
el6tt latjuk, viszont szabatos, nem pusztan a szemléletiinkre hivatkozé definiciojuk
egyaltalan nem koénnyt, elhagyjuk.
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A csucsok, élek és lapok rendszerét a poliéder kombinatorikai szerkezetének szokas
nevezni. A kombinatorikai szerkezet fontos jellemzdje a cstcsok, élek, illetve lapok
szama, amelyet szokisosan rendre c-vel, e-vel és [-lel jeloliink. Példaul n-oldala
hasab esetében ¢ = 2n, e = 3n, | = n + 2, mig n-oldalu gila esetében ¢ = n + 1,
e=2n, l=n+1.

A konvex poliéderek kombinatorikai szerkezetére vonatkozo legnevezetesebb tétel
ezekre a c, e, [ adatokra vonatkozik.

e Tétel (Euler-féle poliédertétel): Barmely konvex poliéder kombinatorikai
adataira érvényes a ¢+l = e+ 2 egyenldség.

Bizonyités (Steiner bizonyitasa): Szemeljiik ki az adott P konvex poliéder egyik
lapjat, L-et, valasszunk egy L-lel parhuzamos (és L-et nem tartalmazo) S sikot,
és a térben alkalmasan megvalasztott vetitési kézéppontbol vetitsiik P Gsszes
lapjat az S sikra:

S

Ha a vetitési kézéppontot P-n kiviil, de az L laphoz elég kozel valasztjuk, akkor
az S stkon keletkez§ vetiileti abrardl az alabbiakat allapithatjuk meg:

— mindegyik lap vetiilete konvex sokszog az S sikban,

— az L lap vetiilete tartalmazza az 6sszes tobbi lap vetiiletét,

— az L-t6] kiilonbo6z6 lapok vetiiletei atfedés nélkiil kitoltik L vetiiletét.
Ahhoz, hogy ezek a megallapitasok érvényesek legyenek, a vetitési kdzéppont
megvalasztasdnal elegendé arra iigyelni, hogy a koézéppont az L-t6l kiillonb6zé
lapok sikjanak ugyanazon az oldalan legyen, mint maga a poliéder.

Szamoljuk most Ossze az Osszes lap vetiiletében szerepls szogek Osszegét. Ezt

kétféleképpen is megtehetjiik:

1. Egyrészt a vetiileti abra belsejébe keriil6 mindegyik cstcs koriil a szogosszeg a
27 teljesszog; az ilyen csticsok szama ¢ — k, ahol k jeloli az L lap oldalszamat.
A t6bbi (az abra szélére keriils) k darab cstucsnal a szogek Osszege az L lap
szogosszegének a kétszeresét adja, hiszen ezeket a szogeket egyszer L vetiilete,
masodszor az L vetiiletét kitolts tobbi lapvetiilet fedi le. Igy tehat a szoban
forgo szogosszeg (¢ — k) - 2w+ 2 (k — 2)w = 2cm — 4.

2. Maésrészt ezt a szogosszeget Osszeszamolhatjuk elGszor kiilon mindegyik lap-
vetiiletre, majd ezeket az Osszegeket Osszeadhatjuk. (Ezzel az eljarassal is is
persze ugyanezt a 2cm — 4w értéket kell kapnunk; ez adja majd a tételbeli
egyenlGség bizonyitasat.) Egy lapvetiileten beliil a szogek Osszege (m — 2)m,
ahol m a szoban forgé lap oldalszama. Ha ezeket az értékeket az Gsszes lapra
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osszeadjuk, akkor a 2em — 2lm mennyiséget kapjuk. A lapok oldalszamainak
az 0sszege ugyanis éppen az élek szdméanak a kétszerese, hiszen az 0sszeszam-
lalasnal minden élt kétszer vettiink szamitéasba. A levonandé pedig minden
lap esetében 27, Gsszesen 2l7.
A két eredmény Osszevetésével a 2cm — 4m = 2em — 2w Osszefliggést kapjuk,
ahonnan 2m-vel osztva ¢ — 2 = e — [, azaz atrendezve a tétel allitasa kovetkezik.

6.4 Szabalyos poliéderek

e Konvex poliéderek szogei:

A poliéderek esetében kétféle szogrsl beszélhetiink:

Legyen P konvex poliéder.

/a)

P élszogei: azok a szogek (az abran «), amelyeket P egy cstcsabol indulo, egy
lapjan fekvd élek zarnak be.

P lapszogei: azok a szogek (az abran ), amelyeket P él mentén szomszédos lapjai
zarnak be. A lapszogeket tehat az élekre merdleges sikokban mérjik.

e Definicié: Egy konvex poliéder szabalyos, ha minden éle egyenld, minden él-
szoge egyenls, és minden lapszoge egyenld.

(Megjegyzés: a definicioban mindharom kovetelményre sziikség van, ugyanis
egyikiik sem kovetkezik a masik kett6bdl; javasoljuk, hogy az olvasd keressen
ezt demonstralo példakat. )

Barmely szabélyos poliéder lapjai egybevigo szabalyos sokszogek, és minden cstcs-
ban ugyanannyi lap fut Gssze.

Példak szabalyos poliéderekre:

e Kocka:
Helyezziik el a térbeli koordinatarendszerben tgy, hogy a cstcsai a (+1,+1,+1)
pontok legyenek, ekkor a kocka éle 2 egységnyi, a kézéppontja az origbban van:
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e Szabélyos tetraéder:
Valasszuk ki a kocka cstcsai koziil ,minden masodikat”, pl. a (1,1,1), (1, -1, —1),
(—1,1,-1), (—=1,—1,1) cstucsokat:

A kockaba ilyen modon két szabalyos tetraéder irhatd be, ezek egymés kozép-
pontos tiikorképei:

A kockaba beirt két tetraéder élfelezé pontjai azonosak: a kocka lapkozéppontjai.

e Szabélyos oktaéder: a szabalyos tetraéder élfelezé pontjainak a konvex burka =
a kocka lapkozéppontjainak a konvex burka = a kockaba irt két tetraéder kozos
része:

[
Y

X

Koordinatarendszerben a csicsok koordinatai: (+1,0,0), (0,£1,0), (0,0,+£1).

Geometriai dualités a kocka és a szabalyos oktaéder kozott: az egyik lapkdzéppont-
jainak a konvex burka a mésik:
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Altalanossagban elmondhatjuk: Ha P szabalyos poliéder és P* jeloli a P lapkdzép-
pontjainak a konvex burkat, akkor P* is szabalyos poliéder. Szabalyos tetraéder
esetében ezzel az eljarassal jra szabalyos tetraédert kapunk:

Tehat: (tetraéder)* = tetraéder, (kocka)* = oktaéder, (oktaéder)* = kocka.
Ugyanilyen dualis viszonyban 4all a két kovetkezs példa is:

e Dodekaéder, ikozaéder:

-

Az eddig megtalélt szabalyos poliéderek kombinatorikai adatai tablazatosan:

Jelolések: km ¢ e 1
k : a lapok oldalszdma, tetraéder: 3 3 4 6 4

m : a csucsok foka, kocka: 4 3 8 12 6

c: a cstcsok szama, ezzel oktaéder: 3 4 6 12 8

e : az élek szama, dodekaéder: 5 3 20 30 12

[ : alapok szama, ikozaéder: 3 5 12 30 20

Van-e méas példa? Nincsen: bebizonyitjuk a szabalyos poliéderek osztalyozasi

tételét:

e Tétel Hasonlosag erejéig csak ez az otféle szabalyos poliéder létezik.
Bizonyitas:
Legyen P tetszGleges szabalyos poliéder. Jeldlje k a P lapjainak oldalszaméat, m
pedig P csiicsai fokat. Ekkor k-1 = 2e, ugyanis kétszer szamolunk minden élt, ha

osszeadjuk, hany ¢l tartozik mindegyik laphoz; hasonl6 elven m - c = 2e, ugyanis
kétszer szamolunk minden élt, ha 6sszeadjuk, hany fut be mindegyik cstcsba.

Igy az Euler-féle poliédertételt folhasznalva

2e 2 o 2 2
e<e+2=10l4+c=—+—, és igy 1 < -4+ —.
k-~ m k

3
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Atalakitva: km < 2m+ 2k, azaz km —2m — 2k +4 < 4, azaz (k—2)(m —2) < 4.

Mivel k,m > 3 egészek, az utols6 egyenlStlenség bal oldalan két természetes
szam szorzata all. Igy ez a szorzat csak 1-1, 2-1, 1-2, 3-1, vagy 1 -3 lehet.
A megfelel§ (k,m) parok tehat (3,3), (4,3), (3,4), (5,3) és (3,5), amelyek rendre
a szabalyos tetraéderhez, a kockdhoz, a szabalyos oktaéderhez, a dodekaéderhez,
illetve az ikozaéderhez tartoznak. A (k,m) par a poliédert hasonlosag erejéig
egyértelmtien meghatarozza — ez ahhoz hasonléan gondolhaté meg, mint ahogyan
a sokszogek esetében latjuk, hogy az oldalszam a szabalyos sokszoget hasonloséig
erejéig egyértelmiien meghatarozza.

Ezzel az osztalyozasi tételt belattuk.



