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Feladatok

Feladatok

Van-e olyan fiiggvény, amelyikre teljesiil, hogy

D(f) = (0,1) s R(f) = [0,1]? D(f) = [0,1] & R(f) = (0,1)?

Injektivek-e a kovetkezo fiiggvények?

fR—=R, f(z)=2? f:0,00) =R, f(z)=+x
fiRSRY, flo)=2° fiRSR, flo)=2*—2z

1, hazxeQ

AP
, ax
h

BRSO

Bijektivek-e a kovetkezo fiiggvények?

fiiR—=R, fi(z) =a? friR—[0,00), foa) =2
G 19k, o= [H8) amom, aos

Bizonyitsuk be a folytonossag definicigja alapjan (azaz keressiink a folytonossag defini-
cigjaban szereplo -hoz ,,jo”” d-t), hogy a kovetkezo fiiggvények folytonosak az adott a
pontokban!

@) = g o= f@) =VETLa
fla)= 1. a==s f@) = g a=T

I
w




Feladatok

flx)=a*+2z, a=-2 flx)=1—2, a=5

Irjuk fel a fiiggvényértékek y,, = f(x,,) sorozatat az adott f fiiggvények és (x,,) soro-
zatok esetén!

flx) =2 x,=n f(z) = 22, xn:—%
f(x) =sinz, xn:g—i—mr (x) =cosx, x,=nm
f(z) =xcosz, x,=nm (x):rlﬁ, Tp ="
f(r) = sgna, o=+ f@) =l =3~

n
n, ha n péaros
EEE—

n+ > ha n paratlan

Adjunk meg olyan (x,,) sorozatokat, amelyek (a) 0-hoz, (b) co-hez, (¢) —oco-hez tarta-
nak! Szamitsuk ki az y,, = f(x,,) sorozatok hatarértékét az adott fiiggvények esetén!

o) = 0 =1im
f(z) = |z] flz) = 2®

Adjunk meg olyan (a,,) és (by) sorozatokat, amelyek O-hoz tartanak! Szamitsuk ki az
yn = f(ay) és z,, = f(by) sorozatok hatarértékét az adott fiiggvények esetén! Melyik
fiiggvények esetében tudunk olyan (a,,) és (by) sorozatokat megadni, hogy az y,, és az
zy, sorozatok hatarértéke ne egyezzen meg?

fa) = * (x) = sgua
(@) = [1] flz) = {z}
(@) = @)=



Feladatok

Adjunk meg olyan (a,,) és (by) sorozatokat, amelyek co-hez tartanak! Szamitsuk ki az
yn = f(ay) és z,, = f(by) sorozatok hatarértékét az adott fiiggvények esetén! Melyik
fiiggvények esetében tudunk olyan (a,,) és (by) sorozatokat megadni, hogy az y,, és az
zy, sorozatok hatarértéke ne egyezzen meg?

1.39.

1.41.

f(x) =a? (x) =sinz
(2) = [«] f(z) = {«}

E f(z) = cosx f(z) = D(z)

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez6 hatarértékek nem léteznek!

1.45.

1.47.

1.49.

1.50.

1.51.

1.52.

lim sinx 146. | lim {z}
Tr—r—00 T——00

: 1 :
lim 1.48. lim [.’L‘]
x—3 r — 3 r—4

Melyik 4llitasbol kovetkezik a mésik?

1 . _
P: limf(—>:5 Q: f(0)=5
n— 00 n
Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos x = 3-ban, tovdbba f(3) = 5. Melyik éllitds
kovetkezik ebbdl?
. 1 ) 1
(@ lim f3+—-)=5 (b) lim f(5+—)=3
n—00 n n—o0 n
. 1 ) 1
(¢) lim f3——)=5 (d lim f(=—-3)=5
n—o0 n n—00 n

Tegyiik fel, hogy az f : R — R fiiggvény folytonos x = 3-ban, és f(3) = 7.

In’ — 21
Szamitsuk ki a lim f i hatarértéket!
n—o00 3n6 —+ 6

Tegyiik fel, hogy az f : R — R fiiggvény folytonos.

Kovetkezik-e ebbdl, hogy li 5 )= 1 o 160
ovetkezik-e ebbol, ogynl_{glof< 4nS — 6 ) n1—>Holof(]_6n6+6n
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1.53.

1.54.

1.55.

1.56.

Legyen f : R — R, és f(0) = 3.

2 3
Kovetkezik-e ebbdl, hogy nlggo f (ﬁ) =39

Legyen f : R — R, és lin% f(x)=3.
Tr—r
3 2
2n° 4 3n° — 21 _ a9
Anb 46

Kovetkezik-e ebbdl, hogy lim f (
n—oo
6nt —3n +2
Tegyiik fel, hogy az f : R — R fiiggvény folytonos, tovabba nh_)rgo f <ﬁ) = 5.

(a) Van-e olyan hely, ahol meg tudjuk mondani f helyettesitési értékét?

8nb + 3n% — 21
1 —
o i (M) =

Tegyiik fel, hogy a mindeniitt értelmezett f fliggvényre teljesiil, hogy lin% f(z) = 6. Igaz-e
T—
ekkor, hogy ha egy (z,,) sorozat 5-hoz tart, akkor az (f(z,)) sorozat hatarértéke 6?

Igazak-e a kovetkezo allitasok, ha a feladatokban szerepl6 f fiiggvény mindeniitt értel-
mezve van? Ha egy allitas nem igaz, mutassunk ellenpéldat, ha igaz bizonyitsuk!

oA

1.58.

1.59.

1.60.

1.61.

Ha az f fiiggvény folytonos az x pontban, és az (x,,) sorozat hatarértéke x(, akkor az (f(z,))
sorozat hatdrértéke f ().

Ha az (x,,) sorozat hatdrértéke x¢, és lim f(z,) = A, akkor f(z() = A.
n—oo

Ha van olyan z(-hoz tart6 (x,,) sorozat, amelyikre teljesiil, hogy lim f(x,) = f(z), akkor
n—oo

az f fiiggvény folytonos az z( pontban.

Ha minden z,-hoz tart6 (x,,) sorozatra teljesiil, hogy lim f(z,) = f(zo), akkor az f fiigg-
n—oo
vény folytonos az z( pontban.

Ha minden xy-hoz tart6 (x,,) sorozatra teljesiil, hogy lim f(z,) = A, akkor f(x¢) = A.
n—oo

vl

Igazak-e a kovetkezo allitasok? Minden valaszt indokoljunk!

|
|

Ha az f fiiggvény folytonos az a pontban, akkor f balrdl is, és jobbrdl is folytonos a-ban.

Ha az f fiiggvény balrdl is, és jobbrdl is folytonos az a pontban, akkor f folytonos az a-ban.
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Ha az f fiiggvény nem folytonos az a pontban, akkor f balrél sem, és jobbrdl sem folytonos

Ha az f fiiggvény nem folytonos az a pontban, akkor f balrdl vagy jobbrdl nem folytonos

Ha f értelmezve van az a pont egy kornyezetében, akkor f balrél vagy jobbrél folytonos

Feladatok

1.64.

a-ban.
1.65.

a-ban.
1.66.

a-ban.
1.67.

jan bizonyitsuk be a hatarértéket!

1.68.

!

1.7

1.72.

1.74

1.76

1.78.

1.80.

1.82.

1.83.

Bizonyitsuk be a fiiggvények hatarértékének definicidi alapjan, hogy

lim (2?4 2) = 11
T—3

lim {z} =1

r—3—0
1
1m
z—=3+0 1 — 3
1

= O

r—3

(z —3)

1
1m
z—=3-01 — 3

= —00

lim (z° +1) = 00

r—r00
623 + 1
1m =
T——00 2;C3 —+ 3
. 1224+ 1
llm —_— =
z—=—o0 33 — 22 + 3

—O0

V4

1.71

1.73.

1.75

. .
. .

<

1.7

1.79.

1.81.

-7

(b) lim ——— = —o0

z—3 (x — 3)2

5 1 B
eo3 (z—3)2

lim A
z—=3-03 —

. T

lim = —0
z=3+03 — 1

1224+ 22+ 1 B

lim =4

z—oo 3t — 3+ 3

lim (—y/7) = —c0

T—r00
1225 4+ 1
m —————— =0
z——o0 3zt + 3

Az f,g : R — R fiiggvényekre teljesiil, hogy f(z) = g(z), hax # 3, és f(3) # g(3).
Lehet-e mindkét fiiggvénynek hatarértéke az x = 3 pontban? Ha igen, megegyezhet-e a két
fliggvény hatarértéke x = 3-ban? Lehet-e mindkét fiiggvény folytonos 3-ban?
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Az f,g : R — R fiiggvényekre teljesiil, hogy f(z) # g(z), hax # 3, és f(3) = g(3).
Lehet-e mindkét fiiggvénynek hatarértéke az x = 3 pontban? Ha igen, megegyezhet-e a két
fliggvény hatarértéke x = 3-ban? Lehet-e mindkét fliggvény folytonos 3-ban?

1.85. | Az f,g: R — R fiiggvények helyettesitési értékei egyetlen pontban sem egyeznek meg, azaz
(V) f(x) # g(x). Lehet-e mindkét fiiggvénynek hatdrértéke az x = 3 pontban? Ha igen,
megegyezhet-e a két fliggvény hatarértéke x = 3-ban? Lehet-e mindkét fiiggvény folytonos
3-ban?

m Korlétos-e a szdmegyenesen az {x} - z fiiggvény? Igaz-e, hogy lim {z} - z = 00?
T—00

Szamitsuk ki a kovetkezo fiiggvények hatarértékét végtelenben és minusz végtelenben,
ha léteznek!

2% 4 37 4 2 —T% 4 37 4 2200
1.87. 21000 4 2100 4 | 1.88. 21000 | 5o
1.89. @ 1.90. | . {l}

T T
191, | 17 192 | 2. H

T T

1.93. | Tegyiik fel, hogy a mindeniitt értelmezett f és g fiiggvényekre teljesiil, hogy lin% g(r) = 6,
z—>
és lirrfl3 f(z) = 7. Kovetkezik-e ebbdl, hogy lirr% flg(z)) =17
r—r T—

1.94. | Tegyiik fel, hogy a mindeniitt értelmezett f és g fiiggvények csak pozitiv értékeket vesznek
fel. Melyik allitasbol kovetkezik a mésik?
P: lim (f(z) + g(2)) = oo
Q: Jim f(r)g(x) = o0

Szamitsuk ki a kovetkezo hatarértékeket!
2\° 2\°
1.95. lim (1 + —> 1.96. lim <1 — —)

1\” 1\*
1.97. lim (1 + —) 1.98. lim <1 — —)
T—00 2% T—00 2x
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z—o0 100 z—oo 3%

T

) 2x+100 + 5%

1.106. | lim

z—00 9 - 2100

199. | lim /5 lim V5
1.101. lim NN lim /277 — 5
1.103. | lim = lim 2

r, haz¢Q
2¢, haz e Q
olyan pont, ahol f lokdlisan n6?

1.107. | Legyen f(z) = . Van-e olyan intervallum, ahol f monoton n6? Van-e

Legyen f : R — R mindeniitt differencialhaté fiiggvény. Hatarozzuk meg, hogy melyik
allitasbol kovetkezik a masik!

1.108. | P: f'(3)=0 Q: f-nek 3-ban lokalis széls6értéke van.

1.109. | P: f'(3) >0 Q: Az f fiiggvény 3-ban lokélisan nd.

1.110. | P: f/(3) > 0 Q: Az f fiiggvény 3-ban szigordan lokdlisan
no.

1.111. | Legyen f : R — R mindeniitt differencidlhaté fiiggvény. Hatdrozzuk meg, hogy melyik
allitasbol kovetkezik a mésik!

P: f-nek 3-ban lokalis maximuma van. Q: f-nek 3-ban abszolit maximuma van.

1.112. | Legyen f : [3,5] — R folytonos a [3, 5] intervallumon, és differencidlhaté a (3, 5) interval-
lumon. Lehet-e f-nek 3-ban abszolit maximuma? Lehet-e f-nek 3-ban lokdlis maximuma?

Legyen f : [3,5] — R folytonos a [3, 5] intervallumon, és differenciilhat6 a (3, 5)
intervallumon. Lehet-e, hogy

1.113. | f abszolit minimum helye egyben lokélis minimum hely is?

1.114. | f abszolit minimum helye egyetlen lokélis minimum hellyel sem esik egybe?
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1.115. | f-nek egyaltaldn nincs lokdlis minimuma?

1.116. | f-nek egyaltaldn nincs abszolit minimuma?

1.117. | Bizonyitsuk be, hogy ha a p polinom minden gydke valds, akkor a p’ polinom minden gyoke
is valds!

1.118. | Pisti egy 100m sugard kor alakd t6 partjan 4ll, és 4t akar jutni az atellenes pontra. Uszik egy

hir mentén, majd onnan gyalog megy. Milyen irdnyban indulva ér it a leghamarabb, ha 1El
S

sebességgel uszik és QE sebességgel gyalogol?
S

1.119. | Legyen f : R — R differencidlhaté fiiggvény. Igaz-e, hogy ha (Ja < b) ugy, hogy az
(a, f(a)) ésa (b, f(b)) pontokon dtmend hir vizszintes, akkor (3c) f'(c) = 0?

1.120. | Legyen f : R — R differencidlhat6 fiiggvény. Igaz-e, hogy ha (3¢) f'(c) = 0, akkor
(Ja < b) ugy, hogy az (a, f(a)) és a (b, f(b)) pontokon dtmend hiir vizszintes?

Hatarozzuk meg a kovetkezo hatarértékeket!

1121, | | — 1.122. | lim (v/ —
lim (arctg(z 4+ 1) — arctg z) whg)lo( z+1—+/x)
1.123. | lim (vVz +1— J/x) 1.124. xll_g)lo (log(x + 1) —log x)

T—00

1.125. | Bizonyitsuk be, hogy (Vz,y € R) <L

sinx — siny
r—y

3
1.126. | Bizonyitsuk be, hogy = > 0 esetén x — % <sinz < x.

1.127. | Adjuk meg az sszes olyan f : R — R differencidlhaté fiiggvényt, amelyre igaz, hogy
(Vo € R) f'(z) = [f().

Jelolje H.(a,,...,a,) a pozitiv ay, . . . , a,, szamok c-edik hatvanykozepét. Bizonyit-
suk be, hogy

1.128. | mina; < H.(ay,...,a,) < maxa;,
(2 (2
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1.129. lim H.(a,...,a,) = mina;,
c——00 ?

1.130. | lim H.(ay,...,a,) = maxa;,
c—00 ?

1.131. | lim H.(aq,...,a,) = /a1 - a,.

c—0

Hatarozzuk meg a kivetkezo hatarértékeket, ha léteznek!

. x+sinz resine
1.132. | lim ——— 133, i
e T+ cosx 1.133 ashjfolo log

Adjunk példat olyan f, g : R — R differencialhat¢ fiiggvényekre, ha léteznek, amelyek
teljesitik a kovetkezo feladatok feltételeit!

134 1im L 1 s tm L)

=00 g'(x) 2= g()

135, 1m0 1 e g L) 4,

!
1.136. | lim L:c) =1 é&s im /

137 im LW C s pm S
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Megoldasok

Feladatok

Legyen ¢ > 0 adott. Olyan 0-t keresiink, amelyre teljesiil, hogy ha |z — (=3)| = |z + 3| < 6,
1 1

kk - :
e P (—3)2+1 =c
1 1 |1 1| (10— (a*4+1)] | 9—2® |
w24+ 1 (=3)24+1] |224+1 10| | 10(x24+1) | |10(z24+1)|
_ (3+2)(3 —x) :|3—x||3+x| <1|x+3|,
10(z2 4+ 1) 10(z2 4+ 1) 10

1 1
22+1 (=3)2+1
. 10 ) . 10 . L
min (1, 75), tehat a 0 = min (1, 75) valasztés jo lesz.

ha 0 < 1, vagyis —4 < z < —2. Ebbdl

‘ < &g ha|z+3| <

1.14. | Legyen ¢ > 0 adott. Olyan 4-t keresiink, amelyre teljesiil, hogy ha |z — 3| < 4, akkor
Ve +1-V3+1|=|Vo+1-2|<e.

(r+1)—4 |z — 3| |z — 3|
v+ —2‘ = = < ,
‘ vr+1+2 vr+1+2 3
-3
ha z > 0, tehat }\/x+1—2] < % < g, ha |r—3] < min(3,3¢), igy
ad = min (3, 3¢) j6 megoldas.
1 h i
1.22. | y, = cos(nm) =< "’ an pe,lros ,azaz y, = (—1)"
—1, han pératlan

1 1
133. | ¢, =—— —0,ekkory, =sgn— =1 — 1.
n n

1 1
b, = A — 0, ekkor 2z = sgn <_E) =—-1— -1
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1
Legyen a,, = — — 0, ekkor y,, = n? — ooc.
n
1

1.39.

1.43.

1.51.

1.76.

1.82.

Legyen ky, = — 0, ekkor 2z, = k? — oo

Mivel hH(l) — =00,2 hatarértékre vonatkozé atviteli elv miatt minden x,, — 0 sorozat esetén
z—0

lim f(x,) = oo.

:c—)Of( n)

Legyen a,, = n — oo, ekkor ,, = n? — oo.
2
Legyen b, = vk — oo, ekkor zj, = (\/E) =k — o0.

Mivel lim 2? = oo, ezért a hatdrértékre vonatkozé 4tviteli elv miatt minden végtelenhez
T—>00

tarté z,, sorozat esetén az y,, = f(x,) sorozat is végtelenhez tart.

Legyen a, = n - 2w — oo, ekkor y,, = cos(2nm) = 1 — 1.

Legyenbk:g+k-27r—>oo,ekkorzk:cos<g+k-27r> =0—0.

. . 9nf—21 . . el 1 .
Mivel lim —— = 3, ezért a folytonossdgra vonatkoz¢ atviteli elv miatt

n—oo 3nb + 6
lim 9nb — 21 13) =7
im — | = =1.
n—o0 38+ 6

Azt mondjuk, hogy ligno f(z) = —o0, ha f értelmezve van valamilyen (3 — 7, 3) interval-
T—3—
lumban, ahol > 0, tovabbd (VK € R) (30 >0) 3—d <z <3 = f(z) < K.

1
Legyen f(z) = 3 és legyen K < 0 adott. Ha f(z) < K < 0 teljesiil, akkor f(z)

a nemnegativ szamokndl is kisebb. Mivel bal oldali hatarértéket keresiink, x < 3, azaz
r—3<0.

x_3<K = 3—:c>_K = %>3—x > x>3—%.
Tehata 0 = % véalasztas kielégiti a definici6t.
Azt mondjuk, hogy lim f(z) = —oo, ha f értelmezve van valamilyen (—oo, P) interval-
lumban, tovabbd (VK € R) (AL €R) z < I —> f(z) < K.
122* + 1

Legyen f(x) = T és legyen K < 0 adott. Ha f(z) < K < O teljesiil, akkor

f(z) a nemnegativ szamoknal is kisebb. A definicidban szerepld L szamot a —1-nél kisebb
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szdmok kozt keressiik. (Ez miért elég?) Ha f(x) < 0, akkor a tort értékét tigy tudjuk novelni,
hogy az abszolut értékét csokkentjiik.

122% + 1 1224 122% 12
< = =—r <K,
323 — a2+ 3 313+ 23 + 3238 T3 7

TK TK
haz < TR tehat az . = min ( 12 —1) valasztas kielégiti a definicidt.

1.86. | Az {z} -z fiiggvény nem korldtos. Legyen K tetszdleges valds szam. Legyen z = 2[K| + g
Ekkor {z} - x = % | 2[K] + g = [K] + Z > [K]+ 1> K. Tehdt {z} - x feliilr6] nem
korlatos, ezért nem korlatos.

A {x} - z figgvény nem tart végtelenhez végtelenben, mert ha példdul x,, = n, akkor
nlgn {z,} -z, = lgm 0-n =0 # oo. (Van-e az {x} - = fiiggvénynek hatarértéke vég-
telenben?)

1 1 1 1
1.90. | Haz > 1, akkor {—} = —, ezért lim z - {—} = limx-—=1.
x x x

€T T—00 T—00

T—r—00

1 1 1
Ha z < —1, akkor {_} = —+ 1. (Miért?) Tehdt lim z - { } = lim (14 2) = —oc.
T T

—1
Tudjuk, hogy = — 1 < [z]| < z, ezért ’ < 2] < T Mivel lim — lim £ = 1,
a rend6relv miatt lim m = 1.
r—00 I

Ugyanez a megoldds miikodik akkor is, ha a hatdrértéket minusz végtelenben nézziik.

1, haz=6
7, haz#6

3, hax=5

1.93. | Nem kovetkezik. Legyen f(x) = { 6, haz #5
, azx .

és legyen g(x) = {
1, hax#5

7 hag—s, renathimflg@) =1

Ekkor lim (1) =6 és f (g(x)) = {

1.120. | Nem igaz. Legyen f(x) = x3. Ekkor f'(x) = 0, de a fiiggvénynek nincs vizszintes hirja.

1.123. | Legyen f(z) = V/z.

A Lagrange-kozépértéktétel miatt (Vx) (Jec e (x,x+1))

2 . 7 T .
Ezertxlirgo(\/x—i- V)= Clggo 7\/_ = 0.

Vetl=Ve _ p

(x+1)
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Legyen /() = (a). é g(e) = L1 Bikor g (a) = LD TEE

konstans, ezért g(x) = ce®, ahol ¢ tetszleges valds szam.

1 1 !
1.134. | Legyen f(x) = — 4+ 2és g(x) = — + 1. Ekkor lim @) =2¢s lim Jx) = 1.
T

T T—00 g(x) T—00 g’(x)

= 0. Tehat g(z)
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