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Kozonséges differencialegyenletek

Alapfogalmak, példak. Pillanatnyi valtozasi sebesség. Példdk idSben valtozé folyamatok differencidl-
egyenlettel valo leirdsdra: egyedszam korlatlan novekedése, radioaktiv bomlas, Newton-féle lehtilési tor-
vény, kémiai keverési folyamat. Differencidlegyenlet és kezdetiérték-feladat fogalma.

Szeparabilis differencialegyenletek. Altaldnos alak, tétel a megolddsokrdl, példik: v/ = ky, v = —
—xz/y. Newton-féle hiilési torvény megoldasa. Differencidlegyenletek analitikus és geometriai szemlélete,
irdinymez6, példa: y' = —z/y.

Elsorendii linearis differencialegyenletek. ElsGrendi linedris differencidlegyenletek : dltalanos alak, meg-
oldésra vonatkoz¢ tétel, homogén egyenlet altaldnos €s inhomogén egyenlet partikuldris megoldésa, alkal-
mazas (probafiiggvény médszere): ¢’ + y = x. Példa: a kis hangya és a gonosz mané, szabadon esé test
mozgdsat leiré egyenlet, ha van légellenallas.

Masodrendii linearis differencialegyenletek. A homogén egyenlet megoldasai vektorteret alkotnak. Az
inhomogén egyenlet megolddsanak altalanos alakja. Allandé egyiitthatés, homogén, masodrendii lined-
ris differencidlegyenletek: Abel tétele, Wronski-determindns, alaprendszer, a megoldasok vektortere két-
dimenzids, karakterisztikus egyenlet, alaprendszer a karakterisztikus egyenlet gyokeinek fiiggvényében,
alkalmazds: harmonikus rezgdmozgés, kényszerrezgés, rezonancia.

Jordan-mérték

A teriilet fogalma. Ponthalmazelméleti fogalmak : belsd, kiils6 és hatarpont, halmaz belseje, kiilseje, hatara,
lezéartja. Gomb, tégla, korlatossag és ekvivalens megfogalmazasai, egymésba nem nyul6 halmazok. Kiils6 és
belsd teriilet értelmezése. Négyzetrics a sikon, a b, , k,, mennyiségek értelmezése és hatarértékeik. Jordan-
mérhetdség. Tégla mérhetdsége és teriilete.

A teriilet tulajdonsagai. A kiilsé teriilet, belss teriilet ill a teriilet monotonitdsa. Példa nem mérhet6 hal-
mazra. Egy négyzetridcs minden tagja adott halmazra vonatkozdan vagy belsd, vagy kiils6, vagy hatar-
négyzet. A kiils teriilet szubadditivitdsa, a belsd teriilet szuperadditivitdsa, a teriilet additivitdsa. A teriilet
eltolasinvariancidja. Norméltsag. Halmaz lezartjanak kiilso teriilete. Nullmértékd halmaz. Mérhet6ség és a
hatdr teriilete. Mérhetd halmazok és halmazmiiveletek.

Konkrét halmazok teriilete. Sikbeli normaltartomany és teriilete. Alkalmazas: haromszog és ellipszis te-
riilete. Integrdlhaté fiiggvény grafikonjanak teriilete, szakaszok és sokszogek mérhet6sége.

Az egydimenzids Jordan-mérték. Egydimenziés Jordan-mérték alapfogalmai és tulajdonsagai. Sikbeli
alakzat szekcidi, a teriilet kiszdmitasa szekcidk segitségével. A Cantor-halmaz értelmezése €s tulajdonsagai,
Jordan-mértéke, az 6rdog 1€pcsdje, Sierpinski szGnyeg és haromszog.

A haromdimenzi6s Jordan-mérték. Hiromdimenziés Jordan-mérték alapfogalmai és tulajdonsagai. Szek-
cidk, a térfogat mint szekcidteriiletek integrdlja. Alkalmazds: forgashenger, korkip, forgastest térfogata.
Cavalieri-elv, félgomb térfogata.

Kétvaltozods integral

Az integral bevezetése. Tégla felosztasa. Kétvaltozos fiiggvény also és felsd 0sszege, kapcsolatuk. Alsé és
felsé integral, integralhat6sag. Példdk : konstansfiiggvény, nem integralhato fiiggvény.

Az integral tulajdonsagai. Hasznos kritérium. Lebontasi tétel Riemann integralhato fiiggvényekre. Heine
tétel. Folytonos fiiggvény integrdlhatdsdga, nullmértékii halmaz kivételével folytonos fiiggvény integralha-
tésdga, Fubini tétele. Altaldnos halmazon valé integrilds, karakterisztikus fiiggvény és teriilet. Integral és
miiveletek, egyenldtlenségek. Az integral additivitdsa.

Az integral kiszamitasa. integralas téglan, kétdimenziés normaltartomanyon, haromsz6gon, haromdimen-
zi6s normaltartomény térfogata.



Az integraltranszformacio. Integraltranszformacio tétele két dimenzidban, Jacobi-matrix. Kapcsolat az

egyvaltozos helyettesitéses integralassal. Polarhelyettesités, Jacobi determindns. A polarhelyettesités alkal-
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mazasai: negyedkorlap teriilete, f€lgomb térfogata, az fo e~ dz integral kiszdmitasa.

Gorbék.

Gorbék. Gorbe, paraméterezés, példak: szakasz, korvonal, grafikon. Torottvonal, ivhossz, rektifikalhato-
sdg. Példa nem rektifikdlhat6 folytonos gorbére. A rektifikdlhatésig egy elégséges feltétele. Sebességvektor,
az ivhossz kifejezése a sebességvektorral. Grafikon ivhossza. Ciklois paraméterezése €s ivhossza. Polarko-
ordinatds alakt gorbe ivhossza, példa: logaritmikus spiral.

Vonalintegral. Motivacié: erdtér gorbén vett munkdja. A vonalintegrdl definicidja, elégséges feltétel a
vonalintegrél 1étezésére, formula a kiszdmitasdra. Példa, potencidl és primitiv fiiggvény, Newton-Leibniz
tétele vonalintegrdlokra. Ekvivalens allitdsok a primitiv fiiggvény 1étezéséhez. Keresztben vett parcidlis de-
rivéaltak. Példa, hogy ez sziikséges, de nem elégséges a primitiv fiiggvény 1étezéséhez. Konvex tartomédnyok
esete.



