Komplex fliggvénytan 2.zh, 2021. december 08.
Megoldasok
III. matematikus, 2021 &sz.

. Megoldas: ¢g(z) = f(1/z) fiiggvénynek 0-ban izolalt szingularitasa van. Mivel f korlatos, ezért g is.
Tanult tétel miatt, ezért ¢ szingularitdsa megsziintethets. Mivel g(1/n) = f(n) =0, n = 2,3,... ezért
az unicitasi tétel miatt g = 0, tehat f = 0.

. Megoldas: Az adatok alapjan az f fliggvénynek az 1 pont egy pontozott kérnyezetében vett Laurent

sordnak els6 tagja 1/(z —1). Tehat a g = f —1/(z — 1) fiiggvény holomorf a {|z| < 2} ketts sugara
korlapon. Ezen a korlapon a g fliggvény hatvanysorfejtése legyen:
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Specialisan ez a sor konvergens a z = 1 pontban. Tehat b; — 0, ha j — oco. Ugyanakkor a {z € C:
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Tehat b; = a; + 1. Ezért

lim a; = —1.
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. Megoldas: sinz-nek egyszeres nullahelye van 0-ban, mert (sin)’ (0) = cos(0) = 1. Ezért 1/sin z-nek
elsérendid polusa van. 1/z-nek szintén elsérendii polusa van, 1 reziduummal. Ezért f-nek legfeljebb
els6rendd polusa lehet. Ismert formula alapjan 1/sin z-nek a reziduuma 0-ban: 1/cos0 = 1, tehét a
0-beli reziduum 1 — 1 = 0. Igy f-nek megsziintethetd szingularitdsa van 0-ban.

. Megoldas: A tartoméany egy holdacska a fels6 félsikban. A hatéarolé kérvonalak 45-fokos szoget zarnak
be, a metszéspontjaik a (—1,0) és az (1,0) pontok.

e=[i(9)]

. Megoldas: A reziduum formula alapjan az integral a belsé szingularis pontokban vett reziduumok
Osszege, szorozva 2mi-vel. A szingularis helyek: 0,4+1. 0-ban masodrendd poélus van, +1-ben pedig

els6rendd polus.
f(z) = e? _ e*/(22(1 + 2)) _ e*/(23(1 — 2))
22(1 = 22) (1-2) (14 2)
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Mutatja, hogy rez; = —3,

Reziduum a nullédban: a derivaltra vonatkozo Cauchy formula alapjan: a ;55 tort derivaltja a nulldban,
azaz 1. Tehat az integral értéke: im(2 —e+ 1/e).

. Megoldas: A Young tétel alapjan A(% = a%A. Ezért a v = % fliggvény is harmonikus. A sik
egyszeresen Osszefliggd, ezért van olyan f € O(C) fuggvény, hogy Ref = v. |f| > |v| > 5 miatt az 1/f
fiiggveny egy korlatos, holomorf fiiggvény a komplex sikon. Liouville tétele szerint tehéat 1/ f konstans,
igy f is konstans, ezért v is konstans. v = ¢ > 5. Tehét u(z,y) = cx+ h(y) alaka. Mivel v harmonikus,
ezért h" = 0, vagyis h(y) = ay + b alaka. Igy u(z,y) = cx + ay + b, ahol a, b, ¢ valos szamok, és ¢ > 5.

. Megoldas: fo(z) = —2z, fi(z) = cosz — 2z. f; gyokhelyeinek szaméat keressiik az egységkorlapban.

Rouché tételét szeretnénk alkalmazni. Ha |z| = 1, akkor (z = = + iy)
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/1(2) = fo(2)| = [ cos 2| =

Az utolso egyenldtlenség a |z| = 1 miatt az y-ra érvényes —1 < y < 1 becslés kovetkezménye. De ez
utobbi egyenlStlenségben csak akkor lehetne egyenl@ség, ha y = 0, ami z = +1-et jelentené. Azonban
|fo(£1)| =2, fi(2) — fo(z) = cos z, tehat |(f1 — fo)(£1)| =|cos1| < 2. Tehat minden |z| = 1 esetén a
Rouché tételhez sziikséges |f1(2) — fo(2)| < |fo(2)| feltétel teljesiil. Igy fi-nek annyi gydke lesz, mint
fo-nak, azaz 1 darab.



