11. Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2021. december 1.
ITI. matematikus, 2021 &sz.

11.1. Melyik fiiggvény harmonikus az aldbbiak koziil? Amelyik harmonikus, az melyik (lokalisan definialt)
holomorf fiiggvény valés része?
(@) u(z,y) =z, (b)ulzy) =y, (¢ uzy)=12> (d)u(zy)=2"-y> () uzy)=u1y,
x

() u(z) =argz, (g) u(z,y) =log(a® +47), (h) u(z) =loglz|, (i) u(w,y) = JEi

11.2. G konvex tartoméany. D, = {z: |z| < r}. Legyen f konform leképezés Dy és G kozott. Mutassuk meg,
hogy ekkor minden 0 < r < 1-re f(D,) konvex.

11.3. Bizonyitsuk be, hogy {0 < |z| < 1} és {1 < |2] < 2} diffeomorfak, de nem konform ekvivalensek.

11.4. f € O(0 < |z| < €) konform. Bizonyitsuk be, hogy ekkor f-nek nem lehet lényeges szingularitasa és ha
polusa van, akkor 0 legfeljebb elsérendd lehet.

11.5. Bizonyitsuk be, hogy egy f egész fiiggvény injektiv az egész sikon pontosan akkor, ha f(z) = az +b
alakd, ahol a # 0.

Hazi feladatok

11.6. D tartomany, h : D — R. Tegyiik fel, hogy h, h? harmonikus. Ekkor h =?

11.7. f = u + v holomorf egy D tartoméanyon. Melyik fliggvény harmonikus az aladbbiak ko6ziil? Amelyik

harmonikus, az melyik (lokalisan definialt) holomorf fiiggvény valos része?
v ) (o) 2V
u? + v? u? + v?

11.8.

(a) Ha u(z,y) harmonikus fiiggvény egy D tartomanyon, akkor milyen egyenletet elégit ki ez a fiiggvény
polar koordinatakban, azaz v(r, ) := u(r cos 6, rsin §) milyen egyenletnek lesz a megoldéasa?

(b) Mutassuk meg, hogy egy u(r,0) = u(r) (azaz u csak r-tdl fligg) fiiggvény harmonikus akkor és csak
akkor, ha alkalmas a, b konstansokkal u(r) = alogr + b alaku.



