Bevezets analizis 1. els6 ZH MEGOLDASAI

1. Egy faluban hdrom emberrel beszéltink, akik a kévetkezdket mondtdk:
Pista: Ebben a faluban minden galagonyabokor Laci bdcst valamelyik ldnydé.
Ubul: Van a faluban olyan galagonyabokor, amelyik tovises.

Béla: Laci bacsinak nincs lanya.

a) Lehet-e, hogy mindhdrman igazat mondtak?

b) Lehet-e, hogy csak Ubul hazudott?

Megoldas:

a) Azt allitjuk, hogy ez nem lehet. Tegyiik 6], hogy mindharman igazat mondtak. Ekkor
Ubul allitasa szerint van a faluban legalabb egy galagonyabokor. Pista allitasa szerint ez csak
Laci bacsi valamelyik lanyaé lehet, az viszont nem lehet, mert B&la allitasa szerint nincs is
lanya BRE! bacsinak. Tehat nem lehet, hogy mindharman igazat mondtak.

b) Ez viszont lehet: Ha faluban nincs galagonyabokor és Laci bacsinak nincs lanya, akkor
Béla nyilvan igazat mondott, de Pista is, mert ha nincs galagonyabokor a faluban, akkor
barmi igaz a falu Gsszes galagonyabokrara (hiszen csak ugy lehet cafolni Pistat, ha mutatunk
egy galagonyabokrot, ami nem Pista bacsi valamelyik lanyaé, de galagonyabokor hijan ez nem
tehet meg).

2. Oldjuk meg grafikusan vagy algebrailag a kévetkezd eqyenldtlenséget:
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Megoldas:

Algebrailag fogjuk megoldani. ElGszor is megallapitjuk, hogy = # 0.

Egy szam abszolut értéke pontosan akkor legfeljebb 3, ha a szdm legalabb —3 és legfeljebb
3. Tehat a megadott egyenl6tlenség ekvivalens azzal, hogy mindkét alabbi egyenlGtlenség
teljesiil:

-3 < L 2 <3,
x

mindkét oldalhoz 2-t adva ekvivalens egyenlGtlenségeket kapunk:

—1<-<5.

SR

Most meg szeretnénk szorozni az egyenlGtlenségeket x-szel, de x lehet pozitiv és negativ
is és az utobbi esetben megfordulnak az egyenlGtlenségek az atszorzasnal, ezért kiilon nézziik
a két esetet.

1. eset: Ha x > 0, akkor atszorzas utdn —x < 1 < 5z adodik. Mivel az z > 0 eseten
beliil vagyunk, igy az —x < 1 feltétel automatikusan teljesiil, teh&t ezen eseten beliil elég az
1 < 5z egyenlGtlenséget megoldani, ami pedig pontosan akkor igaz, ha x > % Az Osszes ilyen
x szamra teljesiil x > 0, tehat azt kaptuk, hogy az x > 0 eseten beliil az x > % szamok jok.

2. eset: Ha x < 0, akkor atszorzas utdn —x > 1 > bx adodik. Mivel az x < 0 eseten beliil
vagyunk, igy most a 1 > 5z egyenlGtlenség teljesiil automatikusan, vagyis ekkor a —z > 1
egyenlGtlenséget kell megoldani, ami pontosan akkor teljesiil, ha z < —1. Az Osszes ilyen
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x negativ, tehat azt kaptuk hogy a negativ szamokon belill az z < —1 szamok teljesitik a
—1 < 1 egyenlétlenséget.

A két esetet egyesitve tehat azt kaptuk, hogy a megadott egyenl6tlenség pontosan akkor
teljesiil, ha x > % VAGY z < —1.

3. Periddusa-e az {x} + {x/2} figgvénynek az
a) 1/2 b) 27

Megoldas:

Legyen f(x) = {z}+{xz/2}. Mivel a megadott f fliggvény mindeniitt értelmezve van, ezért
a periodikussag definicioja alapjan azt kell eldonteni az a) feladatnal, hogy igaz-e minden valos
x-re, hogy f(x +1/2) = f(x), a b) feladatnal pedig azt, hogy igaz-e minden valos z-re, hogy
flz+2) = f(z)

a) Nem. A fentiek szerint ehhez elég egy olyan z-et mutatni, amelyre f(z + 1/2) # f(z),
ilyet viszont kénnyt mutatni, pl. ilyen az x = 0, hiszen f(0+1/2) = f(1/2) = {1/2}+{1/4} =
1/241/4 =3/4, mig f(0) = {0} + {0/2} = 0.

b) Azt allitjuk, hogy ez igaz, vagyis minden valos x-re teljesiil, hogy f(x + 2) = f(x).
Tanultuk, hogy az {x} fiiggvény 1 szerint periodikus. Ezt hasznélva kétszer azt kapjuk, hogy
minden z-re

{z+2} ={2+1} = {z},

egyszer alkalmazva pedig azt kapjuk, hogy minden z-re

{(z/2) +1} ={z/2}.
Tehat

fle+2) ={z+2} +{(x+2)/2} = {o+ 2} + {(2/2) + 1} = {z} +{z/2} = f(2)
valoban teljesiil minden z-re.

4. Van-e minimuma, illetve van-e marimuma az

_J2* haxz#0
f(x)—{2 ha x = 0.

fiigguénynek a teljes szamegyenesen?

Megoldas:

Azt fogjuk beldtni, hogy sem maximuma, sem minimuma nincs.

Kezdjiik a maximummal. Tegyiik fel, hogy x;-ben maximuma van, vagyis tetszéleges valos
z-re f(z) < f(x1). Megmutatjuk, hogy ez nem lehet, vagyis tetszéleges x1-hez mutatunk olyan
x-t, amelyre ez nem teljesiil, vagyis amelyre f(z) > f(z1).

Ha z; > 0, akkor x = x; + 1 jo, hiszen ekkor f(z) = (z;+1)? = 22+ 221+ 1 > 22 = f(21).

Ha z; < 0, akkor z = 1 — 1 jo, hiszen ekkor f(z) = (z; —1)* = 22 — 221+ 1 > 2?2 = f(21).

Ha 2, = 0, akkor pl. « =5 jo, hiszen ekkor f(x) = f(5) =25 > 2 = f(0) = f(z1).

Mivel minden esetet elintéztiik, ezzel belattuk, hogy f-nek nem lehet maximuma.

(Ha valaki nem akar kiilon esetekkel bajlodni, akkor pl. az x = |x;| + 2 minden z;-re jo.)



Nézziik a minimumot! Most az kell belatni, hogy semmilyen x; szam nem lehet minimum,
azaz barmely x; valos szimhoz van olyan x, amelyre f(x) < f(z1).

Ha z; # 0, akkor jo az x = x1/2, hiszen ekkor f(z) = (21/2)? = 23/4 < 2? = f(x1). (A
kozéps6 egyenldtlenségnél azt hasznéaltuk, hogy x; # 0 miatt a7 szigorian pozitiv, igy 1-nél
nagyobb szammal osztva csokken.)

Ha z; = 0, akkor pl. x =1 jo, hiszen ekkor f(z) =12=1<2= f(0) = f(z1).

Tehat minden esetet elintéztiink, és azt kaptuk, hogy f-nek mimumuma sem lehet.

5. Legyen f : R — R egy mindeniitt értelmezett fiigguény. Melyik dllitdsbol kovetkezik a
mdsik?
P : Az f figguény grafikonjdnak nincs olyan pontja, amelyre kizéppontosan szimmetrikus.
Q: Az f fiigguény nem pdratlan.

Megoldas: Azt allitjuk, hogy P-bdl kovetkezik Q, de Q-bol nem kovetkezik P.

P = @Q: Azt kell belatnunk, hogy ha P igaz, akkor Q is. Tehat tegyiik fel, hogy P igaz és
lassuk be, hogy Q igaz, vagyis nem lehet Q hamis. Q pontosan akkor hamis, ha az f fiiggvény
paratlan, vagyis azt kell belatnunk, hogy f nem lehet paratlan. Ez viszont vilagos, mert ha f
paratlan volna, akkor kézéppontosan szimmetrikus lenne az origéra és az origd pontja lenne a
grafikonjanak, vagyis lenne olyan pontja a grafikonnak, amelyre kozéppontosan szimmetrikus,
tehat P nem lenne igaz, pedig feltettiik, hogy P igaz.

@ # P: Ehhez elég mutatnunk egy fiiggvényt, amelyre Q teljesiil, de P nem. Tehat olyan
nem péaratlan fliggvény kell, amely grafikonjanak van olyan pontja, amelyre kdzéppontosan
szimmetrikus. Azt allitjuk, hogy ilyen fiiggvény példaul a konstans f(x) = 42 fiiggvény. Ez
nem paratlan, hiszen f(—z) = —f(x) semmilyen x-re sem teljesiil, de a grafikonja (ami az
y = 42 vizszintes egyenes) kozéppontosan szimmetrikus a (0,42) pontra.

(Valojaban ellenpéldat kaphatunk tetszdleges paratlan fiiggvénybdl, ha agy toljuk el a
grafikonjat, hogy az ne menjen keresztiil az origon.)

6. Van-e olyan mindeniitt értelmezett fligguény, amely nem monoton az egész szimegye-
nesen, de mincs sem minimuma, sem marimuma?

Megoldas:
Igen, rengeteg ilyen fiiggvény van, mutatunk két ilyet is, természetesen elég egyet mutatni.

1. példa: Legyen
1/x haz#0
fle) = {0 ha z = 0.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy nem monoton az egész szamegyenesen, azt kell belatni, hogy
nem lehet sem monoton névs, sem monoton csokkend. Az el6bbihez kell mutatni x; < xo-t,
amelyre f(z1) < f(x2) nem teljesiil, vagyis f(z1) > f(x2), az utobbihoz olyan z3 < x4-
t, amelyre f(z3) > f(x4) nem teljesill, vagyis f(z3) < f(x4). Az elébbire jo az z; = 1,
g = 2, hiszen f(1) = 1/1 > 1/2 = f(2), az utébbira j6 az x5 = —1, x4 = 1, hiszen
f(=1)=—-1<1=f(1)

Ahhoz, hogy belassuk, hogy nincs maximuma, tetszéleges x1-hez kell olyan z-t talalnunk,
amelyre f(z) > f(z1). Ha x; <0, akkor mondjuk = = 1 jo, hiszen ekkor f(z) = f(1) =1 >
0 > f(z1). Ha z; > 0, akkor x = 21/2 jo, hiszen ekkor f(z) = f(21/2) = 2/z1 > 1/x; =
f(x1).



Hasonléan lathaté be, hogy nincs minimuma. Most tetszGleges xi-hez olyan z-t kell
mutatnunk, amelyre f(x) < f(x1). Most x; > 0 esetén mondjuk = = —1 jo, hiszen
ekkor f(z) = f(—-1) = =1 < 0 < f(x1), 1 < 0 esetén pedig x1/2 jo, hiszen ekkor
f(@) = f(21/2) = 2/21 < /21 = f(21).

2. példa: Legyen f a 4. feladatban megadott fliggvény.

Arrdl a 4. feladatban méar belattuk, hogy nincs se maximuma se minimuma, tehat mar
csak azt kell belatni, hogy nem monoton a teljes szamegyenesen. Monoton névé azért nem
lehet, mert pl. —2 < —1, de f(=2) =4 > 1 = f(—1), monoton csékkens pedig azért nem
lehet, mert pl. 1 <2, de f(1) =1<4= f(2).

7. a) Tudjuk, hogy f szigordan monoton nd az [1,2) és[2,3) intervallumokon. Kdvetkezik-
e ebbdl, hogy szigorian monoton nd az [1,3) intervallumon?

b) Tudjuk, hogy f szigorian monoton nd az (1,2] és [2,3) intervallumokon. Kdévetkezik-e
ebbdl, hogy szigorian monoton nd az (1,3) intervallumon?

Megoldas: a) Nem kovetkezik. Azt allitjuk, hogy ellenpélda az f(z) = {z} fiiggvény. Meg
kell mutatnunk, hogy ez a fiiggvény szigorian monoton né az [1,2) és [2,3) intervallumokon,
de nem szigorian monoton noévé az [1,3) intervallumon.

Az [1,2)n f(z) = {a} = 2 — [x] = x — 1, ami szigortan monoton névs (hiszen x; < 9
esetén x; — 1 < xg — 1).

A 2,3)-n f(z) = {z} = z — [z] = x — 2, ami szigorGan monoton névé (hiszen z; < x9
esetén x; — 2 < xg — 2).

Az [1,3) intervallumon viszont nem szigorian monoton névs, mert példaul 3/2 < 2, de

fB/2) =1/2 £0 = f(2).

b) Kovetkezik.

Definici6 szerint azt kell ellenérizni, hogy barmilyen (1, 3)-beli 21 < x5 szamparra f(z;) <
f(z2). Megnézziik az Osszes esetet aszerint, hogy az x; < 2 és xy < 2 koziil melyik teljesiil,
melyik nem.

1. eset: x; < 2 és x9 < 2. Ekkor az (1,2]-beli szig. mon. névekedés miatt f(z1) < f(x2).

2. eset: w1 > 2 és xo > 2. Ekkor az |2, 3)-beli szig. mon. névekedés miatt f(z1) < f(x2).

3. eset: x; < 2 és g > 2. Ekkor az (1,2]-beli szig. mon. novekedés miatt f(z1) < f(2)
(mert f(x1) < f(2), ha x; <2 és f(x1) = f(2) ha x; = 2), a [2,3)-beli szig. mon. novekedés
miatt viszont f(2) < f(xg). Tehat f(z1) < f(2) < f(x2), amibdl kovetkezik, hogy f(z1) <
f(@2).

4. eset: 1 > 2 és x9 < 2. Ez az eset nem &llhat el6, mert ebb6l az kovetkezne, hogy
Ty < x1, pedig feltettiik, hogy z1 < x».

Mivel minden esetet elintéztiink, ezzel belattuk az allitasunk.



