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8.1 Gorbe t

&V

8.1. Definicié. Egy g : [a,b] — R? leképezést gorbének neveziink. d = 2
esetben sikgorbérdl, d = 3 esetben térgorbérdl beszéliink.

Specidlis sikgérbe: ¢ : [a,b] — R?, g(t) = (¢, f(t)), ahol f : [a,b] — R
fliggvény.

1. dbra: A g : [0271] — R?, g(t) =
= (cost,sint) sikgdrbe értékkészlete

8.2. Definicié. Egy [x,y] C R? halmazt R%-beli szakasznak hivunk, ha

4

oyl = {t-x+(1—t)-y:te[01]}.

Egy R%-beli poligon (vagy tordttvonal) egymdashoz csatlakozé szakaszok unié-
ja.

8.3. Definici6 (14.15). Egy g : [a,b] — R? gérbe fwhossza az

n 3 1
s(g) :=sup{2|g(ti)—g(ti_1)l:a=to<t1<--~<tn=b}e]R. 2 5
i=1 2. 4bra: Gérbe fvhosszanak kézelitése
poligonnal

Tt 19(t) — g(ti1)]| = l[8(ti-1), g(5)]| szakass hossra
A g:[a,b] — R? gorbe rektifikdlhatd, ha s(g) < co. y

paraméterezése.

8.4. Definicié. A g gorbe egyszeri iv, ha R(g)-nek létezik bijektiv folytonos

x=a(f-snd)
y=a(l-cosf)

8.5. Allitas (14.19). Ha g1 és go ugyanannak az egyszert funek a bijektiv i
folytonos paraméterezései, akkor s(g1) = s(g2)- x  af ora

8.6. Definici6 (14.16). A g : [a,b] — R? gorbe folytonos/(folytonosan) ) o
differencidlhatd/Lipschitz-tulajdonsdgd, ha minden j = 1,...,d esetén a gj: 3. dbra: Cikloisgorbe értékkészlete
: [a,b] — R koordindtafiiggvény folytonos/(folytonosan) differencidlhaté ill.

Lipschitz-tulajdonsag.

8.7. Tétel (14.20). Ha a g : [a,b] — R? gorbe Lipschitz-tulajdonsdgi

(pl. folytonosan differencidlhatd), akkor g rektifikdlhato.
Példa. A g : [0271] — R?

g(t) = (a(t —sint),a(l — cost))

8.8. Tétel (14.21). Ha a g : [a,b] — RY girbe differencidlhatd és minden
cikloisgorbe {vhossza:

j=1,...,d esetén g; € Rla,b] (pl., ha g folytonosan differencidlhatd), akkor

21
s(g):/b |g’(t)|dt:/b \/(g’l(t))2+~~~+(g"i(t))2df- s(g)=/0 \/a2(1—cost)2+azs1n2tdt

27 27T
Megjegyzés (14.13). A fenti tétel speciélis esete, ha f : [a,b] — R folytonosan = \fZa/ V1 —costdt= 211/ sin % dt
differencidlhaté, g : [a,b] — R2, g(t) = (t, f(t)), és {gy f grafikonjinak 8 0 0
fvhossza =of

(@)= [ R



8.2  Vonalintegral

8.9. Definicié (22.28). Legyen g : [a,b] — RP gorbe, f : R(g) — RP. Azt
mondjuk, hogy az f vonalintegrdlja a g gorbe mentén fgf € R, ha minden

¢ > 0 szamhoz létezik az [a,b] intervallumnak olyan a =ty <t; < --- <t, =b
felosztdsa és ehhez t; 1 < ¢; < t;,i=1,...,n szdmok, melyekre

<&

ff- }f:1<f<g<ci>>,g<ti> gl

8.10. Tétel (22.35). Legyen g : [a,b] — RP gérbe differencidlhatd és minden
j=1,...,p esetén g; € Rla,b] (pl., g folytonosan differencidlhatd), tovibbd
f:R(g) — RP folytonos. Ekkor

/f=/b<f(g(t>) g’(f)>df=/bif'<8(f)) -gj(b)dt.
: : , . & i j

8.3  Primitiv fiigguény

8.11. Definicié (22.36). Legyen f : RP — RP, G C D(f) nyilt. Azt mond-
juk, hogy a F : G = R primitiv fiiggvénye f-nek G-n, ha F differencidlhaté
G-n és minden x € G esetén

F'(x) = f(x) <= DjF(x) = fj(x), j=1,...,p.

8.12. Tétel (Newton-Leibniz formula vonalintegrélra, 22.38). Tegyiik fel,
hogy az f : RP — RP van F : G — R primitiv figgvénye G-n. Ekkor
tetszbleges ¢ = [a,b] — G C RP folytonos és rektifikdlhatd gorbére

/g f = F(3(b)) — F(g(a).

Megjegyzés (22.39). Ha a g : [a,b] — RP gorbe differencidlhaté és minden
j=1,...,p esetén g} € Ria,b] (pl., g folytonosan differencidlhatd), tovabba
f : R(g) — RP pedig folytonos, és primitiv fiiggvénye F, akkor a 8.10. Tétel
alapjan

b b
[ 1= (e, g' ) dt= [ (Fog)(t)dt = F(g(v)) ~ F(g(a))
8 a a

az egyvaltozos Newton-Leibniz-tételbol adédik.
8.13. Definicié. A g: [a,b] — RP gorbe zdrt girbe, ha g(a) = g(b).

8.14. Kovetkezmény. Ha az f : G — RV (G C RP) figgvénynek van
primitiv figgvénye, akkor tetszbleges g : [a,b] — G folytonos és rektifikdlhatd
zart gorbe mentén vett vonalintegrdlja 0. Tovabbd, tetszdleges folytonos és
rektifikdalhato gorbe mentén vett vonalintegralja fiiggetlen az ,ittol”.

8.15. Tétel (22.44). Legyen f : G = R? (G C RP) differencidlhaté G-n. Ha

f-nek van primitiv figgvénye G-n, akkor minden x € G esetén

Difj(x)szfi(x), i,j=1,...,p.
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4. dbra: Gorbe menti vektormezd
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