ANALIZIS FELADATMEGOLDO SZEMINARIUM
1. FELADATSOR
2011. szeptember 12.

A megoldasokat nem kell beadni, hanem az 6ran kell levezetni, és ez alapjan sziiletik a
jegy.

1. Differencialhatoé-e a kovetkezo fiiggvény ?

arctan ha |z| <1
f(l’) = T rz—1
Tsgnr + = ha [z] > 1

2. Szamitsuk ki az aldbbi Osszeget !

3. Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté a-ban! Mivel egyenld a kovetkezo hatarérték?

Tim (f (w%) +f<a+%) oot f(a+5) —nf(a))

4. Legyen a > 0. Szamitsuk ki!

2
lim <(1+%> <1+—‘;> (1+”—3)>
n—+00 n n n

5. Legyenek f és g az [a, b] intervallumon folytonos, (a,b)-ben differencidlhaté fiiggvé-
nyek. Tegyiik fel, hogy
f(a) = f(b) = 0.

Mutassuk meg, hogy ekkor létezik = € (a,b), melyre
g'(x) - f(x) + f(x) =0.
6. Legyenek aq,as,...,a, nem-0 valds szamok, és aq, as, ..., a, paronként kiilonb6z6
valés szamok. Bizonyitsuk be, hogy az
a1z + agx™® + - -+ apz® =0

egyenletnek legfeljebb n — 1 gyoke van (0, +00)-en!

7. Legyen f folytonos [0,2]-n, 2-szer differencialhat6 (0,2)-n. Mutassuk meg, hogy ha
f0)=0,f(1) =1¢s f(2) =2,
akkor létezik x¢ € (0,2), hogy
f”(.CEo) =0.
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ANALIZIS FELADATMEGOLDO SZEMINARIUM
2. FELADATSOR
2011. szeptember 19.

A megoldasokat nem kell beadni, hanem az éran kell levezetni, és ez alapjan sziiletik
a jegy.

. Legyen f : [a,b] — R (n + 1)-szer differencidlhaté. Legyenek x,zq € [a,b]. Bizo-

nyitsuk be a kovetkezd integral-maradéktagos Taylor-formulat !

£@) = (o) + L gy + L0 (02
oot f(n;(!%) (x — z0)" + % / FUD () (x — ) dt

. Tegyiik fel, hogy f,g € C*([0,1]), ¢'(z) # 0,z € (0,1) és f(0)g"(0) # f"(0)g'(0).

Jelolje O(x), x € (0,1) a Cauchy-kozépérték-tétel
f(@) = f(0) _ f'(8(x))

g9(x) —g(0)  g'(0(x))
alapjan létez6 szamot. Hatarozzuk meg
i 2)
x—0+ I

értékét !

Bizonyitsuk be, hogy ha f”(x) létezik, akkor

o S @0 = 2f (@) + fla = h)
h—0 h?

= ["(x).

Tegyiik fel, hogy f” 1étezik és korldtos (0, 400)-n. Bizonyitsuk be, hogy ha

L ) =0
akkor
. / _
L S =0

Tegyiik fel, hogy f, — f és g, — ¢ H-n. Igazoljuk, hogy f, + g, — f + g H-n!
Igaz-e, hogy f, - g, — f - g is teljesiil H-n?

Egyenletesen konvergens-e az alabbi fiiggvénysorozat a megadott A ill. B halmazo-
kon?

fo(z) :==cos" z(1l —cos" x), A= [0, g] , B= [%7 g]
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ANALIZIS FELADATMEGOLDO SZEMINARIUM
3. FELADATSOR
2011. szeptember 26.

A megoldasokat nem kell beadni, hanem az éran kell levezetni, és ez alapjan sziiletik

a jegy.

Tegyiik fel, hogy
la; sinz + agsin2x + - - - + a, sinnz| < |sinz|, x € R.
Mutassuk meg, hogy ekkor
lay + 2a5 + - - - na,| < 1.

Legyenek m, k € N rogzitve. Mennyi az alabbi hatarérték?

lim
n—oo

<m+nm+m+;yj~~un+mm_m0

Legyen f differencidlhaté a-ban, tovdbba (z,,) és (z,) olyan a-hoz tarté sorozatok,
melyekre z,, # a, 2, # a és x, # z,, n € N. Adjunk példat olyan f fiiggvényre,

melyre
lim f(xn) = f(zn)
n—00 Ty — Zn
a) egyenld f'(a)-val;
b) nem létezik, vagy létezik, de nem egyenld f’(a)-val.

Legyen f differencidlhaté a-ban, tovabba (z,) és (z,) olyan a-hoz tarté sorozatok,
melyekre z,, < a < z,, n € N. Igazoljuk, hogy
lim f(xn) — f(Zn) _ f/(@)-

n—oo :Cn — Zn

Tegyiik fel, hogy a f : [a,0] = R, (b —a > 4) figgvény differencidlhaté (a,b)-n.
Igazoljuk, hogy van olyan xy € (a,b), melyre

f/(.To) <1+ fQ(.Q?D).

Legyen f egy tetszdleges, [a, b]-n értelmezett fiiggvény,

fuwy = 2o men

Igazoljuk, hogy f, < f [a,b]-n!
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ANALIZIS FELADATMEGOLDO SZEMINARIUM
4. FELADATSOR
2011. oktéber 10.

Legyen f differencidlhaté R-en. Mely pontokban differencidlhaté | f|?

Legyen

sinz, ze€R\Q.
Mely pontokban differencialhaté f és |f|?

(@) = {l” rey

[gazoljuk az alabbiakat!
a)
(e®sinz)™ = 2% % sin(x + n%), reRn>1,
b)
n (n) 1 1
(z"Inz)"™ = n! lnx+1—|—§+---+— , x>0,n>1.
n

Tegyiik fel, hogy ag, ay, ..., a, olyan valés szamok, melyekre

(7% Ap—1 ai
4o+ o 4 ag =0,
n+1 n 2 0

Igazoljuk, hogy a
P(z) = ap2™ + ap12™ -+ arx + ag

polinomnak van legaldbb egy gyoke (0,1)-ben!
Igazoljuk, hogy a

3% 4 4% =5
egyenletnek pontosan egy gyoke van!
Tegyiik fel az f : R — R fliggvényrdl az alabbiakat!
(1) f végtelen sokszor differencidlhaté R-en;
(41) 1étezik L > 0, melyre | ()| < L minden 2 € R, n € N esetén;
(i7) f(£)=0,n€N.

Igazoljuk, hogy ekkor f =0 R-en!
Legyen f : R — R differencidlhato és f’ egyenletesen folytonos R-en. Igazoljuk, hogy

falz) :=n- (f (w%) —f(a:)), neN

fiiggvénysorozat egyenletesen tart f’-hoz R-en!
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ANALIZIS FELADATMEGOLDO SZEMINARIUM
5. FELADATSOR
2011. oktéber 17.

A megoldasokat nem kell beadni, hanem az éran kell levezetni, és ez alapjan sziiletik
a jegy.

Legyen f € C0,1]. Igazoljuk, hogy
/ zf(sinz)dr = E/ f(sinz) dz
0 2 Jo

Hatéarozzuk meg az alabbi integral értékét!

™ c 02
rsin™'x
/ —5 dx, mn€N.
n 2n
o SIn“" x4+ cos "

Legyen f : R — R folytonos, T" > 0 szerint periodikus fiiggvény. Igazoljuk, hogy
tetszoleges a < b esetén

lim bf(na:)dm = b;a/Tf(m)dx
0

n—oo

Legyen f € Cla,b]. Szamitsuk ki az aldbbi hatérértékeket !

b b
lim f(x)cos(nz)dr; lim f(x)sin(nz) dx

n—oo a n—oo a

Legyen f € C[0,00) és
1
:/ f(n+x)de, n=0]1,...
Tegyiik fel, hogy lim,,_, a, = a. Mennyi lim,,_,, fo nx)dz?

Legyen f € C[0,1] pozitiv fiiggvény. Szamitsuk ki az aldbbi integral értékét!

/o CESIE

Legyen f folytonos és paros fuggveny n (a > 0). Mutassuk meg, hogy ekkor

1—|—ef’f /f
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ANALIZIS FELADATMEGOLDO SZEMINARIUM
6. FELADATSOR
2011. oktéber 24.

A megoldasokat nem kell beadni, hanem az éran kell levezetni, és ez alapjan sziiletik
a jegy.

Mennyi az alabbi hatarérték ?

us

. 2 Rsi
lim e T dy
R—o0 0

Legyen f € C[0,1]. Mennyi a kévetkez6 hatarérték?
1

lim f(z")dx

n—oo 0

Legyen f folytonosan differencidlhaté [0,1]-en, f’(0) # 0. Adott = € (0,1] szdmhoz
vélasszunk (az integrélszamitds kozépérték-tétele alapjan 1étezd) 0(x)-et, melyre

/ F(t)dt = f(0(x) - x.
0
Mennyi az alabbi hatarérték ?

0(x)

lim —=
x—0+

Mennyi a kovetkezo hatarérték?
v %
lim ( / el dt>
T—00 0

Szamitsuk ki az alabbi integral értékét!
2w 1
/ i i dx
o SIn x +cos*xwx

Szamitsuk ki a kovetkezd improprius integral értékét!

™

/2 Insin z dx
0
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ANALIZIS FELADATMEGOLDO SZEMINARIUM
7. FELADATSOR
2011. november 14.

A megoldasokat nem kell beadni, hanem az éran kell levezetni, és ez alapjan sziiletik
a jegy.

Igazoljuk, hogy ha f folytonosan differencialhaté [0,1]-en, akkor
. I, (1 ' f(1) = £(0)
kﬂﬂ(a?ﬁ(a)—ﬂfﬁﬂ“>———7r—‘

Mutassuk meg, hogy ha f Riemann-integralhat6 [a, b]-n, akkor véges sok pontban
megvaltoztatva az értékét Riemann-integralhaté marad, és az integral értéke sem
valtozik!

Legyen f € Cla,b], és tegyiik fel, hogy minden a < o < 8 < b esetén
/ ’ f(z) dx =0.
Igazoljuk, hogy f =0 [a, b]-n! )
Legyen f € Cla,b], és tegyiik fel, hogy minden g € C|a, ] fiiggvény esetén
[ s a o
Igazoljuk, hogy f =0 [a,b]—n!a

Legyen f folytonos R-en. Mutassuk meg, hogy
a) ha [ f(t) dt =0 minden z € R esetén, akkor f pératlan fiiggvény;
b) ha [* f(t)dt =2 [ f(t) dt minden x € R esetén, akkor f péros fiiggvény;

c) adott T > O-ra, ha f;JrT f(t) dt = 2f0T f(t) dt minden = € R esetén, akkor f
periodikus fiiggvény T > 0 periddussal!

Szamitsuk ki az aldbbi hatarértéket!
n+1 T
lim | n* / dx
n—o00 n [L’5 —+ 1

Szamitsuk ki az alabbi hatdrértéket!

2n x
lim ( n® / dx
n—o00 n xrd —+ 1




