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Eloszo

Ez a jegyzet elsosorban az &altalanos iskolai és kozépiskolai Matematikatanari Szak
hallgatoéi szamara késziilt. Felépitésében nagyrészt az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem
Osztatlan Matematikatanari Szakjanak Bevezeto analizis 1-2, Egyvaltozos analizis 1-2,
valamint Tobbvaltozos analizis 1-2 targyainak tematikajat kovetem. Egyes témakoroket
azonban a szigorian vett vizsgaanyagnal bévebben targyalok, amivel az adott téma jobb
megértését kivanom szolgdlni, valamint az érdeklodo hallgatok szamara egy megalapo-
zottabb hattértudast szeretnék nyujtani.

A jegyzet soran hasznalni fogom a ,létezik... és egyenld...” allitas kovetkezo jelolésbeli
egyszerisitését: példaul, a 3lim, f = A azt jelenti, hogy f-nek létezik hatarértéke az a
pontban, és a hatarérték egyenlé A-val.

Ezuton is szeretnék koszonetet mondani Besenyei Addmnak a jegyzet elkészitésében
nyujtott sok segitségéért.

Sikolya Eszter



1. fejezet

Bevezetés

A matematika minden aganak elsajatitdsahoz sziikség van a logikus gondolkodas ké-
pességére. Alapfogalmakbdl és igaznak elfogadott Gsszefiiggésekbdl kiindulva egyre bo-
nyolultabb allitasokat vezetiink le pusztan a logika segitségével, és igy épitjiik fel a ma-
tematikat. Sziikség van tehat a logikai miveletek és bizonyitasi mdédszerek pontos meg-
fogalmazdsara, illetve a kiinduldsi alapfogalmak (tobbek kozott a halmazok, fiiggvények
és a valds szdmok) preciz bevezetésére. A fejezet célja ezen elengedhetetlen alapok meg-
teremtése.

1.1. Logikai allitasok, miiveletek, tagadas

A kovetkezékben néhany alapveto logikai fogalmat targyalunk. Allitdsnak neveziink
egy olyan kijelentést, melyrdl egyértelmiien eldonthetd, hogy igaz vagy hamis. Pl.: Ez az
alma piros. A tabla zold.

1.1. Definicio. Logikai miveletek: allitasokbdl képeznek 1j allitasokat. Legyen A és B
egy-egy allitas.

1. és, jele: A
A A B pontosan akkor igaz, ha A és B is igaz.

2. wvagy, jele: V (fontos! megenged6 vagy)
AV B pontosan akkor igaz, ha A vagy B igaz.

3. nem, jele: =

—A pontosan akkor igaz, ha A hamis (és forditva).

4. kovetkeztetés (implikdcio), jele: =
A = B pontosan akkor igaz, ha = A vagy B igaz.
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5. ekvivalencia, jele: &

A < B pontosan akkor igaz, ha A = B és B = A is igaz.

A logikai miveletekkel kapcsolatosan érdemes megemliteni az tin. de Morgan-azonos-
sagokat, melyek az és-sel, illetve vagy-gyal 6sszekotott allitasok tagadasarol szélnak:

~(AAB) =-AV -B;

~(AV B) = ~AA B,

Az A = B implikacié tagaddsa — a kovetkeztetés  hétkoznapi” fogalmanak megfelelGen
—az A A —B allitas. Az els6 de Morgan-azonossag alapjan igy

A:>B:—|<A/\—|B):—|A\/B,

ami megegyezik a definiciénkkal. Ebbdl az is latszik, hogy hamis allitasbol minden allitas
kovetkezik. (Példaul a ,Ha a 2 paratlan szam, akkor a fii piros.” allitds igaz.)

Vannak olyan allitasok, melyek véltozd(ka)t tartalmaznak, ezeket szokas nyitott mon-
datnak nevezni. Egy ilyen allitas igazsagértéke a valtozd értékétdl fiigg. Pl.: Az n szam
négyzetszam. Az x valés szémra x? — 3z + 2 = 0.

Ha A(x) nyitott mondat (z a véltozd), akkor ebbél 4j allitdsokat nyerhetiink a 3
(1étezik) és V (minden) in. kvantorok segitségével:

(Vo) A(z),
aminek a jelentése: ,minden szébajohet6 x-re A(x) igaz”, a
(Fz)A()

pedig ,,van olyan szébajohet x, amelyre A(zr) igaz.” Példaul: (Vo) 22 — 3z +2 > 0.
A fenti allitasok tagaddsa:

~((V2)A(z)) = (Fx)=A(z),
~((Fz)A(2)) = (Vo)-A(z).

A példaban szerepld allitds tagaddsa: (Iz) 2 — 3z + 2 < 0.
1.2. Bizonyitasi modszerek

Indirekt bizonyitas

Ennek a bizonyitasi modszernek a menete, hogy feltessziik a bizonyitandd allitas
ellenkezojét, és ebbol ellentmondésra jutunk. Tehat, ha a B allitast akarjuk bizonyitani,
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és az A egy igaz allitds (amellyel majd ellentmondésra jutunk), akkor a =B = —A allitdst
latjuk be. Az implikéci6 definiciéja alapjan

-B=-A=-(-B)V-A=BV-A=A= B,
tehét valdjaban a B éllitas kovetkezését igazoljuk az A (igaz) allitasbdl. Példa:

1.2. Allitas. V2 irraciondlis.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy v/2 racionélis. Ez azt jelenti, hogy vannak olyan p,
q pozitiv egész szamok, q # 0, tovabba p és g legnagyobb kozos osztdja 1, melyekre

Vi
q

Mindkét oldalt négyzetre emelve kapjuk, hogy
2

2= ])_27 amibél 2¢* = p*.
q

Ebbél latszik, hogy p?, igy p is paros szdm kell legyen, vagyis p = 2r, ahol r egész. fgy
2¢° = 4r?, vagyis ¢* = 2r?,

tehat ¢ is paros. Ez ellentmond annak, hogy p és g legnagyobb kozos osztdja 1, tehat a
kiindulé feltevés hamis, igy /2 irracionélis. O

1.3. Feladat. Indirekt médon igazoljuk, hogy ha egy m egész szdmra /m nem egész,
akkor /m irracionalis.

Teljes indukcid

Teljes indukciéval olyan allitasokat bizonyitunk, melyek minden n (vagy minden elég
nagy n) természetes szamra vonatkoznak. Természetes szamoknak nevezziik a kozép-
iskoldbdl ismert 0,1,2,... (egész) szdmokat, a beldliik képezett halmazt pedig N-nel
jeloljiik. (Pontos definicigjuk az . alszakaszban taldlhat6.) A teljes indukcié menete
a kovetkezo.

1. Belatjuk az allitdst n = O-ra (vagy arra a legkisebb n-re, amirdl az 4llitas szdl).

2. Belatjuk a kovetkezot: ha az allitds valamelyik n természetes szamra igaz, akkor
igaz n + 1-re is.



A természetes szamok tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy a fenti két 1épés bizonyitasdaval
az allitdst minden természetes szamra belattuk. Ugyanis az 1. 1épés alapjan az allitas
igaz n = 0-ra. A 2. 1épéshbdl tudjuk, hogy ekkor az allitas igaz n = 0+ 1 = 1-re is. Ismét
alkalmazva a 2. lépést, tudjuk, hogy az allitas igaz n = 1+ 1 = 2-re. Es igy tovabb. Ez
alapjan, ha lenne olyan n természetes szam, melyre nem teljesiil az allitas, akkor n — 1-re
sem teljesiilhetne (a 2. 1épés. miatt), ugyanezért n — 2-re sem teljesiilne, és igy tovébb.
Végiil, azt kapnank, hogy n = 0-ra sem igaz az &llitds, ami ellentmond annak, amit az
1. 1épésben belattunk.

A 2. 1épésben szereplo feltevést szokas indukcios feltételnek is nevezni.

Példa:

1.4. Allitas. Minden n > 1 természetes szamra
2" > n.
Bizonyitdas. Végrehajtjuk a teljes indukcid 1épéseit.
1. n =1 esetén az egyenlétlenség 28 > 1 alakd, és mivel 28 = 2, ezért 2 > 1 teljesiil.

2. Most tegyiik fel, hogy az allitds valamelyik n természetes szamra igaz, vagyis erre
az n-re 2" > n. Lassuk be, hogy ekkor n + 1-re is igaz! A belatando allitas tehat:

2l > 4 1.
Mivel 271 = 2. 27 és a feltevés szerint 2" > n, ezért
2"l =2.2" > 2.,
Masrészt barmilyen n > 1 egészre 2 -n > n + 1, tehét
Ml > 41,
és ezt kellett belatnunk.

]

1.5. Megjegyzés. A fenti 4llitds n = O-ra is teljesiil (hiszen 2° = 1 > 0), de az indukciés
1épés csak n > 1 esetén miikodik.

1.6. Feladat. Teljes indukciéval igazoljuk az aldbbiakat!

n(n+1)(2n+1)

L IP+2243% 4. . 4+n°= =)

2. 18423433 4. 4pd =



1.7. Megjegyzés. A teljes indukciés bizonyitdsi modszernek egy valtozata, ha a 2. 1épésben
azt tessziik fel, hogy az allitas minden n-nél kisebb vagy egyenl6 természetes szamra igaz,
és ebbdl bizonyitunk n + 1-re.

Fontos latnunk, hogy az indukcié 2. 1épésében nem azt tessziik fel, hogy az allitas
barmely n-re igaz — hiszen akkor maganak az allitasnak az igaz voltat tételeznénk fel,
amit pedig bizonyitani akarunk. Csak annyit tesziink fel, hogy az &llitas egy (valamelyik)
n természetes szamra igaz. Ilyen n 1étezik, hiszen az 1. 1épésben éppen ezt lattuk be.

1.3. Fontos egyenloségek, egyenlotlenségek

A tovabbiakban a kozépiskoldbdl jol ismert valds szamok halmazat jelolje R. (A valds
szdmokat az [L.6] szakaszban pontosabban is bevezetjiik.)

1.8. Tétel (Bernoulli-egyenl6tlenség). Mindenn > 1 természetes szam ésa > —1,a € R
esetén
(14+a)">14+n-a.

Egyenloség pontosan akkor teljesil, ha n =1 vagy a = 0.
Bizonyitdas. A bizonyitast teljes indukcioval végezziik.
1. n =1 esetén a belatandé allitas
l1+a>1+a,
ami tetszoleges a-ra igaz.

2. Tegyiik fel most, hogy az allitas valamelyik n > 1 természetes szamra igaz! Lassuk
be, hogy ekkor az egyenlétlenség n + 1-re is teljesiil, vagyis

(1+a)"™ >1+(n+1)-a
Az indukcids feltevés szerint
(1+a)">1+n-a.
Ebbdl, kihasznalva, hogy 1+ a > 0 (mivel @ > —1), kapjuk, hogy
(I1+a)-1+a)">1+a) - (1+n-a)=1+(n+1)-a+n-d (1.1)

Tudjuk, hogy
(1+a)"=1+a) (1+a) (1.2)

igy osszevetve az (1.1) és az (|1.2]) egyenléségeket kapjuk, hogy
14+a)" ' >1+n+1)-a+n-a>>1+(n+1)-a, (1.3)

amit latni akartunk.



Hatravan még az egyenldség teljesiilésének esete. Vildgos, hogy n = 1, ill. a = 0 esetén
egyenloség teljesiil. Ha azt tessziik fel, hogy egyenldség van, és n > 1, akkor a belatott
egyenlotlenséget felhasznalva

l+n-a=(1+a)"=(14+a)-(1+a)" ' > (1+a)-1+(n—-1)-a)=1+n-a+(n—1)-a’
Innen (n — 1) - a® <0, tehdt (n > 1 miatt) a = 0. O

A Bernoulli-egyenlotlenségnek van egy altalanositott alakja is, ami az el6bbihez ha-
sonlé modon, teljes indukcidval igazolhato.

1.9. Tétel (Altaldnositott Bernoulli-egyenldtlenség). Minden n > 1 természetes szdm
€s ay,as, . ..,a, > —1 azonos eldjeli valos szamok esetén

(1+a) - (1+ag) - (14+a,) >1+a;+az+-- +a,.
1.10. Tétel (Binomidlis tétel). Tetszdleges a,b € R ésn € N esetén

(a+b)" = (Z) b+ G) ab™ ! + (Z) a’b" i 4 (n ﬁ 1> a™ b+ (Z) a®, (1.4)

mdsképp irva:
(a+b)" = Z (Z) atbnr,

k=0
Ittk!=1-2---k, 0! =1 jeloléssel

n n!
= 00<k<n.
(k) Kn—ky =0 ="

Bizonyitds. A bizonyitast teljes indukciéval végezziik.

(a+b)° = (8) v,

2. Tegyiik fel, hogy az (1.4)) egyenléség valamelyik n-re teljesiil! Belatjuk, hogy n+1-re
is igaz. Mivel (a + b)"™ = (a +b) - (a + b)", ezért az indukcids feltevés szerint

wror = taro) ((g)orr (P e (1) (7o)
_ (g)abn+ (T)Qan—1+,..+ (nﬁl)anb+ (Z)an+1+
n n+1 n n n 21n—1 n n
—i—(o)b +<1)ab +(2>ab + +(n)ab

1. n =0 esetén az egyenloség

ami 1 = 1.



e[ O [0+ @
" Knﬁ 1) B (Z)} a"b+ (Z)anﬂ.

Felhasznalva, hogy tetszoleges n € N és k € N, 1 < k < n esetén
n " n\ (n+1
k—1 k) \ k)
n\ (n+1 n\ (n+1
o/ Lo )J7\n) \n+1)
(a+b)"t! =
1 1 1 1 1
n prtt 4 nr ab” + n R n ab+ e a™t,
0 1 2 n n+1

ami épp a bizonyitandé allitas n + 1-re.

tovabba

kapjuk, hogy

O

1.11. Megjegyzés. A Binomidlis tételbol a > 0 esetén kivetkezik a Bernoulli-egyenlGtlenség.
Ugyanis, az (1 + a)™ kifejezést az ((1.4) egyenléség szerint kifejtve (b = 1) minden tag
nagyobb vagy egyenld, mint 0, igy a jobb oldalt csckkentjiik, ha csak az els6 két tagot

hagyjuk meg, vagyis
(14+a)" > <g) + (Tf)a: 1+ na,

ami épp a kivant Bernoulli-egyenlétlenség.

1.12. Tétel (Szamtani-mértani-harmonikus kozép kozti egyenl6tlenség).
Legyenek aq, aq, ..., a, > 0 tetszdleges szamok (n > 1). Ekkor

+ ot ay . e
A, = T (szamtani kozép),
n
Gy = Vay - a,  (mértani/geometriai kozép),
n
H, =——— harmonikus kozé
Tl ( P)
jeloléssel
H, <G, < A,. (1.5)
Egyenloség pontosan akkor dll fenn, ha a1 = as = - -+ = a,.
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1.13. Megjegyzés. A kizép elnevezés onnan ered, hogy mindharom mennyiség a megfelelo
a; szamok legkisebb és legnagyobb értéke kozott van, vagyis

‘min {a;} < H, <G, <A, < max {a;}.
i=1,....,n

i=1,...,n

Bizonyitds. A bizonyitast teljes indukciéval végezziik. Az allitds n = 1 esetben trivialis.

Tegyiik fel most, hogy valamely n-re és tetszoleges ay, as, ..., a, > 0 szamokra
A, > G,
Legyenek adva ai,as,...,a,, a,11 > 0 szamok, és tegyiik fel, hogy gy vannak sorba

rendezve, hogy a,1 az (egyik) legnagyobb koziiliik (vildgos, hogy az &llitds nem fiigg a
szamok sorrendjétdl). Be kell latnunk, hogy A, 11 > G411, vagyis mindkét oldalt n + 1-
edik hatvanyra emelve

..... Wy A1, (1.6)

ap + -+ ap + Apga n+1>a
n+1 =

ami a belatando allitassal ekvivalens. Az aldbbi atalakitast végezziik el:

a1+...+an+an+1 n+1_ n'An+an+1 wH
n+1 B n+1

_ ((n+1)-An+an+1—An>"“ 7)

n—+1
n+1
Mivel a,,1 az (egyik) legnagyobb szam, ezért konnyen lathatd, hogy an+1 — A, > 0.
Igy a kapott kifejezést a Binomidlis tétel szerint kifejtve az 1) Osszegben minden tag

pozitiv. Ezért a hatvany értékét nem noveljik, ha az ((1.4)) 6sszegnek csak az utolsé két
tagjat hagyjuk meg, vagyis

n+1
An+an+1—An + Z TL—|—1 Az.an+1—An+ n+1 A;H_l
n+1 n n—+1 n+1

n _An
—(n4+1)- A It T A e
n—+1

= Ay (an — Ap) + AZJrl = A} anya.

(1.8)

Az indukcids feltevés szerint

n n
Apcngr > Gy Qpgr = Q1 Gyt g



tehéat ((1.7) és (1.8]) alapjén

a4 an + ap "
n+1

Zal ..... Ap * Ay,

ami éppen a bizonyitando egyenlotlenség.

A mértani és harmonikus kozép kozti egyenlotlenség konnyen adédik az elébb bizo-
nyitott mértani és szamtani kozép kozti egyenl6tlenségbol. Alkalmazzuk ez utébbit az
ai,as,...,a, > 0 szamok reciprokaira, ebbdl

1 1
L4+t 1
n al...-.a/n

Mindkét oldal reciprokat véve kapjuk:

i <
ﬁ < n al ..... an’
ami épp a bizonyitandé allitas.
Haa; = --- = a,, akkor az (1.5]) egyenl6tlenségek egyenl6séggel teljesiilnek. Belatjuk,
hogy
Gpn=A,= a1 =" = ay,,

a harmonikus kozép esete hasonléan bizonyithaté. Tegyiik fel indirekt médon, hogy A,, =
G, de példaul ay # ay. Cseréljiik ki a;-t és ao-t is “5%2-re, az ag, . . . , a,, szémokat hagyjuk
valtozatlanul! Ekkor kénnyen lathaté, hogy az

a1 +az ai+ag
9 ) 9 ,as, . ..

7a'n

szamok szamtani kozepének értéke valtozatlanul A,,. Mésrészt

a1 +ay ay1+a
ay - ay < 12 2. 12 2 =0 < (a1 — ap)?

teljesiil, mivel a; # ao. Igy

a1ta a1ta
122+ 122+a3+...+an

ar+az ai+a

:An:Gn: nal.a2...an<d

.. a .

n 2 2 "
Tehat azt kaptuk, hogy az %2“2, %, as, . .., a, szamok mértani kdzepe nagyobb, mint
a szamtani kozepe, ami ellentmondas. O
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1.14. Megjegyzés. Az elébbi bizonyitasban az ([1.8)) becslés kovetkezik a Bernoulli-egyen-
16tlenséghdl is, hiszen

n+1 n+1
(An + An+1 — An) _ A2+1 (1 + an+1 — An))

n+1 A, (n+1
—A
> Amt (1 1) Sl n
> Ay (+(n+ ) A, (it 1)

= AT AL (s — Ag) = AL .

A fenti egyenlotlenséglancolathoz kapcsolhatdo még egy: a négyzetes kozéprol szolo.
Az ay,aq,. .., a, szamok (n > 1) négyzetes kizepe:

a%+...+a%
n

Qn =

1.15. Tétel. Az ay,as,...,a, > 0 szdmok (n > 1) kozepei kozott fenndll az aldbbi
egyenlotlenség:
H, <G, <A, <Qn.

Bizonyitds. Vilagos, hogy a fentiek alapjan elég az utolsé egyenlétlenséget bizonyitani.
Négyzetre emelve mindkét oldalt, igazolando, hogy

(a1+---+an)2<a§+---+ai

n n

Mindkét oldalt n?-tel megszorozva és atrendezve kapjuk, hogy
0<(n—1)(ai+ - +a)) +22aiaj :Z(ai—aj)Q,
i<j i<j
ami nyilvan teljesiil. [

Fontos nevezetes egyenlotlenség a Cauchy—Schwarz- vagy Cauchy—Schwarz—Bunya-
kovszkij-egyenl6tlenség. Taldlkozunk vele kés6bb (esetleg més-més formaban) mind az
analizis mind a matematika egyéb teriiletein is.

1.16. Tétel (Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség). Tetszéleges aq, ..., a, €s by, ..., b, valds
szamokra

n

<D a? zn:bg. (1.9)
i=1

=1

n
g a;b;
i=1

Egyenloséq akkor és csak akkor dll fenn, ha valamelyik sorozat ,tobbszorose” a masiknak,
azaz by = caq, ..., b, = ca, valamilyen c valos szamra.
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Bizonyitds. Vilagos, hogy minden valés x-re
(a;x — b;)? = a?2® — 2a;b0 + b7 > 0

teljesiil. Ezeket az egyenlotlenségeket ¢ = 1,.. ., n-re dsszeadva azt kapjuk, hogy minden
valos x-re

(a3 + -+ +a2)x® — 2(arhy + - - apbp)x + (b7 4+ -+ +02) > 0.

Ez csak tgy teljesiilhet, ha a szereplé masodfokt polinom diszkriminansa kisebb vagy
egyenld, mint 0, azaz

Aarby + -+ anby)® —4(af + -+ a2) (B + -+ b2) <0,

amibodl atrendezéssel adodik a kivant egyenl6tlenség.

Ha by = cay,...,b, = ca, valamely c valés szamra, akkor konnyen lathatd, hogy
egyenloség teljesiil. Megforditva, ha egyenléség all fenn, az azt jelenti, hogy a fentiekben
vizsgalt diszkriminans 0. Vagyis a méasodfoku polinomnak pontosan egy gyoke van, ami
csak gy lehet, ha az (a;x — b;)? alaki tagok mindegyike 0. Ez pedig éppen azt jelenti,
hogy b; = ca;, © = 1,...,n, ahol x = ¢ a gyok. O]

1.4. Halmazok

A halmaz és az € (tartalmazas) fogalmat alapfogalomnak tekintjiik.

Egy halmazt akkor tekintiink ismertnek, ha minden jél megfogalmazhaté dologrol el
tudjuk donteni, hogy hozza tartozik vagy nem tartozik hozza. (Az ,okos gondolat”, a ,,szép
lany”, az ,elég nagy szam” vagy a ,kicsi pozitiv szadm” nem tekintheto6 jol megfogalmazott
dolognak, ezért ezekrol nem kérdezziik, hogy benne vannak-e valamilyen halmazban vagy
hogy alkotnak-e halmazt. ]

Legyen A halmaz, x egy jél definialt dolog. Ha = hozzatartozik a halmazhoz, akkor
ezt © € A jeloli. Ha x nem tartozik hozza a halmazhoz, akkor ezt x ¢ A jeldli.

A halmaz elemeit felsorolhatjuk, példaul

A:={a,b,c,d}.

Itt nem szamit, hogy egy elemet hanyszor sorolunk fel (tehét, példdul az {a,a,b,b,b,c, d}
ugyanazt az A halmazt definidlja, mint az {a,b, c,d}). Mas médon egy értelmes tulaj-
donsiaggal adhatjuk meg a halmazt, példaul

B := {z: z valés szam és 2* < 2}.
A B halmaz megaddsdnél hasznalni fogjuk az aldbbi (kevésbé preciz) felirdst is:

B:={zeR: 2’ <2}

Vigyézat! A halmazelméletben vannak buktatdék is, melyekre itt nem tériink ki. Péld4ul, az ,6sszes
halmazok halmaza” vagy a ,legkisebb, 100 szénél kevesebbel nem definidlhaté valés szam” nem létezik.
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1.17. Definicié. Legyen A és B halmaz. Azt mondjuk, hogy A része vagy részhalmaza
a B halmaznak, ha minden = € A esetén x € B. Jele: A C B.

1.18. Definicio. Legyen A és B halmaz. Az A halmaz egyenld a B halmazzal, ha ugyan-
azok az elemei. Jele: A = B.

Fontos, hogy az analizisben a fenti C halmazok kozotti in. relacio jelenthet egyenld-
séget is. Konnyen meggondolhaté az alabbi

1.19. Allités. Legyen A és B halmaz. Ekkor A = B pontosan akkor, ha A C B és
B C A.

A kovetkezokben definidlunk néhany miveletet, melyekkel halmazokbdl 1ijabb hal-
mazokhoz juthatunk.

1.20. Definicié. Legyen A és B halmaz. Az A és B egyesitése (unidja) az a halmaz,
amelyre
AUB :={z:z € Avagy = € B}.

Az A és B metszete (kizos része) az a halmaz, amelyre
ANB:={z:z€ Aésx e B}.

Az A és B kiilonbsége az a halmaz, amelyre
A\B:={z:zx € Aésx ¢ B}.

A metszet és a kiilonbség képzése soran elképzelhetd, hogy egyetlen x dolog sem
rendelkezik a kivant tulajdonsaggal.

1.21. Definicié. Azt a halmazt, amelynek egyetlen jol definidlhaté dolog sem eleme,
tires halmaznak nevezziik. Jele: ().

1.22. Definicié. Legyen H halmaz és A C H egy részhalmaza. Az A halmaz (H-ra
vonatkoz6) komplementerén az

A =H\ A
halmazt értjiik. (A komplementerhalmaz jelélésére sosem fogjuk az A-t hasznalni, mert
ez a késébbiekben maést fog jelenteni!).

Itt fontos szerepe van a H un. alaphalmaznak is. Legyen példdul A := [0, 1] zért
intervallum. Ha H = R, akkor A° = H\ A = (—00,0) U (1, +00) nyilt intervallumok
unidja. Ha azonban H = [0,2], akkor A° = H \ A = (1,2] balrdl nyilt, jobbrdl zért
intervallum.
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1.23. Tétel (De Morgan-azonossagok). Legyen H halmaz, A, B C H. Ekkor
(AUB=A°NB° é (ANB)° =A°UB"

Bizonyitds. Az olvaséra bizzuk. O

1.24. Feladat. Igazoljuk, hogy (AN B)\C = (A\C)n(B\ C)!

Tekintsiik alapfogalomnak az (a,b) rendezett part, amelynek lényeges tulajdonséga,

hogy
(a,b) = (¢, d) pontosan akkor, ha a = ¢ és b = d.

A rendezett par segitségével értelmezziik a halmazok szorzatat.
1.25. Definicié. Legyen A, B halmaz. Az A és B Descartes-szorzata
Ax B:={(a,b):ac Aésbe B}
rendezett parokbdl allé halmaz.
Példdul A := {2,3,5}, B := {1, 3} esetén

Ax B=1{(21),(2,3),03,1),(3,3), (5,1), (5,3)}.

1.5. Fiiggvények

A fiigguény fogalméat alapfogalomnak tekintjitk — halmazok kozotti egyértelmi hoz-
zéarendelést értiink alatta. Az z-hez hozzarendelt elemet f(z)-szel jeloljik. Ha X és Y

tetszoleges halmazok, akkor
f: X—=Y

egy olyan fliggvény, melyre
minden z € D(f) C X esetén f(z) € Y. (1.10)
D(f) # 0 jeloli az f fiiggvény értelmezési tartomdnydt, vagyis
D(f) ={x € X : x-hez f hozzarendel valamit} ,

ami az X egy nem fiires részhalmaza. Az [ fiiggvény R(f)-el jelolt értékkészlete Y-nak
részhalmaza és

R(f)={y €Y :y= f(x) valamely x € D(f)-re}.

Fontos fogalom a fiiggvény grafikonja.
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1.26. Definicié. Egy f: X — Y figgvény grafikonja a D(f) x R(f) Descartes-szorzat
alabbi részhalmaza:

graph(f) = {(z, f(z)) : € D(f)},
vagyis az (x, f(z)) alakd pontok halmaza, ahol z az f értelmezési tartomanyabol valé.

Egy f : R — R fiiggvény grafikonja tehat az RxR = R?, vagyis a sik egy részhalmaza,
és az (z, f(x)) alakid pontokat tartalmazza.

1.27. Feladat. Legyenek fi, fo : X — Y. Igazoljuk, hogy ha graph(f;) C graph(fs),
akkor D(f1) C D(fs), tovabba Va € D(f1) : fi(x) = fa(x)!

Egy fiiggvény inverze csak specidlis, un. kolcsonosen egyértelmi fiiggvények esetén
értelmezhetd.

1.28. Definicid. Legyen f : X — Y fliggvény. Azt mondjuk, hogy az f kdlcsindsen egy-
értelmi vagy injektiv, ha killonboz6 xq, xs € D(f) elemeknek kiilonb6z6 Y-beli elemeket
feleltet meg, azaz

barmely x1, 29 € D(f),x1 # xq esetén f(x1) # f(z2).
Masképp:
f(LUl) = f(l’g) = I = To.
Az f: X =Y bijektiv fiigguény vagy bijekcio, ha f injektiv, D(f) = X és R(f) =Y.
1.29. Definicié. Legyen f : X — Y injektiv fiiggvény. Ekkor az f inverze vagy inverz-

fligguénye az

f7Y = X, D(f) = R(f)

fiiggvény, mely egy y € R(f) ponthoz azt az egyértelmiien 1étez6 x € D(f) pontot
rendeli, amelyre f(z) =y, vagyis

barmely f(x) =y € R(f) esetén f~*(y) = =.

1.30. Megjegyzés. Vilagos, hogy ha f : X — Y injektiv, akkor az f~1 : Y — X fiiggvényre
R(f~1) = D(f), tovabba f~! is injektiv. Ha f bijektiv, akkor f~! is bijektiv.

Kénnyen meggondolhatd, hogy ha f : R — R kélesonosen egyértelmii, akkor graph(f—1)
(ami ez esetben R? egy részhalmaza) gy nyerhetd, hogy graph(f)-et tiikrézziik a 45°-os
(y = x) egyenesre.

1.31. Definicio. Legyeng : X — Y, f: Y — Z. Ekkor az f és g fiiggvények kompozicioja
az az fog: X — Z fliggvény, melyre

D(fog)={z€D(g):g9(x) € D(f)},
barmely = € D(f o g) esetén (f o g)(z) := f(g(z)).
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1.32. Példa. A g fiiggvény minden szam dupldjahoz 1-et adjon hozza
g:R—=R, g(x):=2x+1;
az [ fliggvény pedig minden szamot emeljen négyzetre
f:R—=R, f(z) = 2%
akkor
fog:R—=R, (fog)(z)=(2x+1)

lesz az f és g kompozicidja.

Vigydzat! Altalaban fo g # go f!
1.33. Definicié. Legyen f: X — Y és H C D(f). Az f fiiggvény H-ra valo lesziikitése
az az f|y : H — Y fliggvény, amelyre barmely x € H esetén f|y(x) := f(x).

Megemlitiink még a fliggvényekkel kapcsolatban két fogalmat.

1.34. Definicié. Legyen f: X — Y, H C D(f) és G C R(f). A H halmaz f figgvény
altali direktképe
f(H) ={f(x):x € H} CY.

A G halmaz f fiiggvény altali dsképe vagy inverzképe
Q) :={z: f(x) e G} C X.
A tovabbiakban a véges, megszamlalhato és a megszamlalhatéan végtelen halmaz
fogalmat definialjuk.

1.35. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A halmaz véges, ha létezik n € Z* és ¢ : A —
{1,2,...,n} bijekcid.

Azt mondjuk, hogy az A halmaz megszimldlhatoan végtelen, ha létezik ¢ : A — N
bijekcio.

Azt mondjuk, hogy az A halmaz megszamldlhatd, ha létezik ¢ : A — N, D(¢p) = A
injektiv fliggvény.

A definiciékbdl kovetkezik, hogy egy megszamlalhaté halmaz vagy véges vagy meg-
szamlalhatoan végtelen.
Példak megszamlélhatéan végtelen halmazokra:

1. Legyen A a paros természetes szamok halmaza, vagyis
A:={2n:n e N}.

Konnyen(!) 1ldthatd, hogy a
¢(n):=2n, neN

fiiggvény bijekciot l1étesit N és A kozott.
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2. Meglepd, de a racionalis szamok Q halmaza megszamldlhatéan végtelen.

frjuk fel az 1,2,3,...,n,... nevezdjl torteket soronként.
3 2 1 0 1 2 3
B R W | T T
A S AR S S 1
3 T3 3 S 3 T3 2 2
3 % 1 0 1 1 g
3 T3 T T3 7 3 73 773 3
+

A ¢ : N — Q bijekciot ugy készitjiik, hogy

0 1 1 1
0):=— 1) = - 2) = — 3) = —=,.
G0) =1, o) =1, 2=y 63) =y,

A rajz szerinti 1épegetéssel haladunk, iigyelve arra, hogy minden olyan tortet ugor-
junk at, amely mar egyszer sorra keriilt. Ezzel biztositjuk, hogy valéban kélcsénosen
egyértelmli maradjon a fiiggvényiink. Lathato az is, hogy el6bb-utébb minden ra-
ciondlis szamhoz eljutunk, igy ¢ bijekcié lesz N és Q kozott, ami azt jelenti, hogy
Q megszamlalhatéan végtelen.

1.6. Valos szamok

Kiskorunktél szamolunk a valés szamokkal, 6sszeadjuk, szorozzuk, osztjuk éket, hat-
vanyozunk, abszolut értékét vessziik a szamoknak. Egyenleteket, egyenldtlenségeket ,,ren-
deziink”. Most lefektetjiik azt a viszonylag egyszeri szabalyrendszert, amelybol a meg-
tanult eljardasok levezethetok.

1.6.1. Miuveletek és rendezés

Legyen R nem iires halmaz. Tegyiik fel, hogy adva van egy Osszeadasnak nevezett
+:R xR — R és egy szorzasnak nevezett - : R x R — R fiiggvény, melyek a kovetkezo
tulajdonsdgokkal rendelkeznek:

Testaziomak

al. barmely a,b € R esetén a + b = b + a (kommutativitas)

a2. barmely a,b,c € R esetén a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ (asszociativités)

a3. van olyan 0 € R elem, hogy barmely a € R esetén a + 0 = a (0 az Osszeadds
egységeleme, belathatd, hogy egyértelmii)

ad. barmely a € R esetén van olyan —a € R ellentett elem, hogy a + (—a) = 0
(belathatd, hogy ez egyértelmii).
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ml. barmely a,b € R esetén a - b = b - a (kommutativitas)

m2. barmely a,b,c € R esetén a - (b-c) = (a-b) - ¢ (asszociativitas)

m3. van olyan 1 € R\ {0} elem, hogy barmely a € R esetén a -1 = a (1 a szorzas
egységeleme)

m4. bérmely a € R\ {0} esetén van olyan 1 € R reciprok elem, hogy a - 1 = 1.

d. barmely a,b,c € Resetén a- (b+c¢) =a-b+ a- ¢ (disztributiv a szorzés az dssze-
addsra nézve)

Lathatd, hogy a szorzas szabdlyrendszere a 4. kovetelményben lényegesen eltér az Ossze-
addstdl (egyébként nem is kiilonbozne az Osszeadds és a szorzds). A d. is az eltérést
erositi.

Tegyiik fel, hogy R-en van egy olyan < (kisebb vagy egyenlének nevezett) tn. rende-
zési relacié, amely a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:

Rendezési axiomak

rl. barmely a € R esetén a < a (reflexiv),

r2. ha a < b és b < a, akkor a = b (antiszimmetrikus),

r3. ha a < b és b < ¢, akkor a < ¢ (tranzitiv),

r4. barmely a,b € R esetén vagy a < b, vagy b < a (teljes),

r5. minden olyan esetben, amikor a < b és ¢ € R tetszoleges szam, akkor a+c < b+c.

r6. minden olyan esetben, amikor 0 < b és 0 < ¢, akkor 0 < b - c.
Allapodjunk meg abban, hogy az a < b, a # b helyett a < b jelolést hasznalunk.
Megjegyezziik, hogy r4.=rl.

Az testaxiémak és a rendezési axiomak alapjan levezethetd az osszes egyenloséggel és
egyenlotlenséggel kapcsolatos ,szabdly”. Kiegészitésiil harom fogalmat kiilon is megem-
litiink.

1.36. Definicié. Legyen a,b € R, b # 0. Ekkor { :=a - %
Az osztés tehat elvégezheto a valds szamokkal.
1.37. Definicié. Legyen = € R. Az x abszolut értéke

| = r, haO<uz
= —z, haxz<0,z2+#0.

Hasznosak az abszolut értékkel kapcsolatos egyenlétlenségek.

1. Bérmely = € R esetén 0 < |z|.

2. Legyenx € Rése € R, 0 <e. Ekkor (z <e és —ax <¢)<=|z|<e.
3. Barmely a,b € R esetén |a + b < |a| + |b| (hdromszog-egyenlStlenség)

4. Barmely a,b € R esetén ||a| — [b|| < |a — b
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Ezek az allitdsok konnyen igazolhatoak. A 4. bizonyitasat megmutatjuk. Tekintsiik az
a = a — b+ b egyenl6tlenséget. Ekkor a 3. szerint

la| = |a — b+ b|] < |a —b| + |b|.
Az r2. szerint —|b| szdmot mindkét oldalhoz hozzdadva nem valtozik az egyenlétlenség
|af 4+ (=[b]) = |a| — [b] < |a —b]. (1.11)
Mivel a és b szerepe felcserélheto, ezért
— (lal = 1b]) < [b—a| = |a —b] (1.12)

is teljesiil. Az és az a 2. tulajdonsdg szerint (z := |a| — |b|; € := |a — b
szereposztédssal) éppen azt jelenti, hogy ||a| — [b]| < |a — b].

A valds szamok felépitéséhez a testaxidémaékon és a rendezési axiomakon kiviil tovabbi
szabalyokra (axiémakra) lesz sziikségiink. Miel6tt azonban ezekre ratérnénk, bevezetjiik
az intervallum és a kornyezet fogalmat.

1.6.2. Intervallumok és kornyezetek

1.38. Definicié. Legyen I C R. Azt mondjuk, hogy I intervallum, ha barmely zy, 2, € [
és < x < w9 e8€tén x € 1.

1.39. Tétel. Legyen a,b € R,a < b. Ekkor az alabbi halmazok mindegyike intervallum.
a,bl:={x €R:a <z <b}

[
[

a,b):={zx €R:a<x<b}

a,bj:={xr e R:a <z <b}

(
(a,b):={x e R:a < x < b}
[

o [a,+0):={z eR:a<x}
o (a,+0):={z €R:a<x}; (0,+00) = R
o (—oo,al:={z eR:z<a}
o (—oo,a):={reR:z <a}; (—o00,0) =R~

o (—00,+00): =R
Megemlitjiik, hogy az [a,a] = {a} és az (a,a) = () n. elfajuld intervallumok.
1.40. Definicié. Legyen a € R,r > 0. Az a pont r sugari kérnyezetén a
K,(a) = (a—r,a+r)

nyilt intervallumot értjiik. Azt mondjuk, hogy a K(a) C R halmaz az a pont egy kornye-
zete, ha van olyan r > 0 szdm, hogy K (a) = K,(a).
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1.6.3. Természetes, egész és racionalis szamok

Most elkiilonitjiik az R egy nevezetes részhalmazat. Legyen N C R olyan részhalmaz,
amelyre

e 0N
e barmely n € Nesetén n+1 € N
e bérmely n € Nesetén n+1# 0 (a0 az ,elsé” elem)

e abbdl, hogy (a) S C N, (b) 0 € S, (¢) barmely n € N esetén n + 1 € S kovetkezik,
hogy S = N. (Teljes indukcid.)

Az R-nek az ilyen N részhalmazat a természetes szdmok halmazdnak nevezziik.
Kiegészitésiil alljon itt még néhany megallapodas:
Z :=NU{m € R: —m € N} az egész szamok halmaza
Nt =Z":=N\ {0}

Q:={z € R: vanolyanp € Z,q € N,q # 0, hogy = = ’é} a raciondlis szdmok
halmaza

Q* :=R\ Q az irraciondlis szamok halmaza.

Az N segitségével a testaxiomdak és a rendezési axiémak mellé az alabbi harmadik
kovetelményt illesztjiik az R-hez.

Arkhimédészi axioma: Barmely z € R szamhoz van olyan n € N, hogy = < n.
Koénnyen lathato, hogy ezen axiémaval ekvivalens az alabbi:

Arkhimédészi axioma — vdltozat: Barmely y > 0 valés szamhoz van olyan n € N, hogy
1

Az Arkhimédészi axiéma egy fontos kovetkezménye, hogy minden (nemelfajuld) interval-
lumban van raciondlis szam. Ez valami olyasmit jelent, hogy a racionalis szamok ,,sirin”
helyezkednek el a szamegyenesen.

1.41. Allitas. Legyenek a < b tetszdleges valds szamok. Ekkor az (a,b) nyilt interval-
lumban van raciondlis és irraciondlis szam, vagyis

(a,b) NQ # 0 és (a,b) NQ* # 0.

Sot, minden intervallumban van tetszélegesen nagy nevezojli raciondlis szdm.
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Bizonyitds. Az egyszeriiség kedvéért legyen 0 < a < b, a tobbi eset hasonléan meggon-
dolhaté. A raciondlis eset bizonyitdasanak alapgondolata szemléletesen a kovetkezo. Az
Arkhimédészi axiéma biztositja, hogy az a és b szamokhoz talalhaté egy olyan ¢ € N
szam, melyre

1

- <b-—a.

q
Ezért ,,%—aséval lépdelve a szamegyenesen” eljutunk az (a,b) nyilt intervallumba. Nézziik
részletesen!

Az Arkhimédészi axioma szerint az

szamhoz talalhaté olyan ¢ € N, hogy

1
b—a

<q. (1.13)

Masrészt, szintén az Arkhimédészi axioma miatt valaszthatunk olyan p € N legkisebb
szamot, melyre ga < p, vagyis melyre

ga<p<qga+1 (1.14)
teljesiil. Mivel ([1.13]) miatt
qa + 1 < qb,

ezért az (|1.14)) egyenl6tlenséghdl kapjuk:

qga < p<qb < a<£<b,
q

vagyis
2—’ e (a,b) N Q.

Ebbél a bizonyitasbdl az is kovetkezik, hogy az (a, b) intervallumban tetszélegesen nagy
nevezOjl racionalis szam is talalhato. Ugyanis, barhogyan rogzitiink le egy értéket, az ((1.13))
egyenlotlenséghben ¢ valaszthaté annal nagyobbnak.

Az irracionalis eset nagyon hasonléan igazolhaté. Az Arkhimédészi axioma biztositja,
hogy az a és b szamokhoz taldlhaté egy olyan ¢ € N szdm, melyre

V2
— < b—-a.
q

Ezért, szemléletesen, ,,%—aséval lépdelve a szdamegyenesen” eljutunk az (a, b) nyilt inter-
vallumba. A bizonyitas részletezését az olvaséra bizzuk. n
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Az Arkhimédészi axiomaval sem valt még minden igényt kielégitévé az R. Ugyanis
belathato, hogy Q, a racionalis szamok halmaza kielégiti az 6sszes fenti axidémat — tehat
ezek az axiomak nem biztositjak az irraciondlis szdmok létezését (a szdmegyenesen ma-
radtak ,lyukak”). Sziikségiink lesz még egy utolsé axiémara, amelyet néhény fogalommal
készitiink elo.

1.6.4. Felso és alsé hatar

1.42. Definicié. Legyen A C R. Azt mondjuk, hogy A feliilrél korldtos szamhalmaz, ha
van olyan K € R, hogy barmely a € A esetén a < K. Az ilyen K az A halmaz egyik
felsé korlatja.

Vildgos, hogy ha K az A feliilrdl korlatos halmaz egy felso korlatja és Ky > K, akkor
K, is fels6 korlatja A-nak. Tehat egy adott halmaz fels6 korlatainak halmaza feliilrl nem
korlatos. Kérdés, hogy vajon legkisebb fels6 korlat létezik-e.

1.43. Definicié. Legyen A C R, A # () feliilr6l korlatos halmaz. Tekintsiik a
B :={K € R: K fels6 korlatja az A halmaznak}
halmazt. Ha o € R a B halmaz legkisebb eleme, azaz olyan szam, amelyre
e o € B (ais fels6 korlatja az A halmaznak)
e barmely K € B fels6 korlatra a < K,

akkor az ilyen o € R szdmot (amely nem feltétleniil eleme az A halmaznak) a halmaz
felsé hatdranak nevezziik, és igy jeloljiik:

a:=sup A (,az A halmaz szuprémuma”)

A kérdés csupan az, hogy van-e ilyen a € R. Az R szabalyrendszeréhez egy olyan
utolso axiomat illesztiink, amely ezen fels6 hatar 1étezését biztositja.

Felso hatdr ariomaja: Minden feliilrol korlatos nem {ires valés szamhalmaznak van
legkisebb felso korlatja.

Nyilvan igaz a sup A két tulajdonsdga:
1. barmely a € A esetén a < sup A
2. barmely 0 < ¢ esetén van olyan a’ € A, hogy (sup A) —e < d'.

Ha sup A € A, akkor sup A az A halmaz mazimuma.
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1.44. Megjegyzés. Ha A # () feliilrdl nem korldtos halmaz, akkor megallapodds szerint
sup A := 4o00.

Masrészt
sup ) := —o0.

1.45. Feladat. Igazoljuk, hogy ha B C A, akkor sup B < sup A!

Nézziitk meg most egy példan, hogyan biztositja a fels6 hatar axiéméja az irracionalis
szamok létezését!

1.46. Példa. Tekintsiik az aldbbi halmazt!
A::{xER:x2<2}

Vildgos, hogy A nem iires, hiszen példaul 0 € A. Méasrészt A feliilr6l korlatos, mivel 2
nyilvan egy fels korlatja. A Fels6 hatar axiomaja szerint létezik A-nak legkisebb felsd
korlatja, sup A € R, amirdl belathatd, hogy nem lehet raciondlis. Ezt a sup A szdamot
nevezziik v/2-nek.

A miiveleti, rendezési szabalyrendszerrel, az Arkhimédészi axiémaval és a Fels6 hatar
axiomajaval teljessé tettiik az R valds szamok halmazat. Ezzel biztos alapot teremtettiink
a jovobeni szamoldsokhoz is.

Néhany tovabbi megallapodés.

1.47. Definicié. Legyen A C R. Azt mondjuk, hogy A alulrdl korldtos, ha van olyan
L € R, hogy minden a € A esetén L < a. Az L az A halmaz egyik alsé korldtja.

Legyen A # () alulrdl korldtos szamhalmaz. Az A alsé korldtjai koziil a legnagyobb
a halmaz alsd hatdra. (Ennek 1étezéséhez mar nem kell tjabb axiéma, visszavezethetd a
fels6 hatar 1étezésére.) Az A halmaz alsé hatarat

inf A (,az A halmaz infimuma”)
jelolje. Nyilvan igaz, hogy
1. barmely a € A esetén inf A < a
2. barmely 0 < ¢ esetén van olyan a’ € A, hogy o’ < (inf A) + «.

Ha inf A € A, akkor inf A az A halmaz minimuma.
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1.48. Megjegyzés. Ha A # () alulrdl nem korlatos halmaz, akkor megédllapodds szerint
inf A := —o0.

Mésrészt
inf () := +oo0.
1.49. Feladat. Igazoljuk, hogy ha B C A, akkor inf B > inf A!

1.50. Definicié. Egy A C R halmazrdl azt mondjuk, hogy korldtos, ha feliilrol és alulrél
is korlatos.

1.51. Megjegyzés. A fentiekben nem volt szandékunk a valds szamok preciz axiomatikus
felépitése. Megjegyezziik, hogy az Arkhimédészi axiéma mellé elég lett volna az alabbi
axiomat feltenni, hogy biztositsuk az irracionalis szamok 1étezését.

Cantor-azxioma: Legyenek [an, b,|, n € N n. egymdsba skatulyazott, nem iires zart
intervallumok, vagyis
[an+17 bn+1] C [anv bn]a n € N.

Ekkor ezen intervallumoknak van kozos pontja, vagyis

ﬂ [, bn] # 0.

neN

1.52. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az Arkhimédészi és Cantor-axiémék egyiitt ekvi-
valensek a Fels¢ hatar axiéméjaval, vagyis

(Arkhimédészi axiéma + Cantor-axiéma) <= Fels6 hatar axiomaja.

1.6.5. Valés szamok hatvanyai

Legyen a € R. Ekkor ismert, hogy

Ha a € R,0 < a, akkor y/a jelentse azt a 0-ndl nagyobb vagy egyenld szdmot, amelynek
négyzete a, azaz 0 < \/a, (v/a)* = a. Vegyiik észre, hogy barmely a € R esetén va? = |a|.

1.53. Definicid. Legyen a € R, k € N. Ekkor 21/ jelentse azt a valds szdmot, amelynek
(2k + 1)-edik hatvénya a.

Vegyiik észre, hogy ha 0 < a, akkor 2*%/a > 0, és ha a < 0, akkor #**/a < 0.

1.54. Definicid. Legyen a € R,0 < a,k € N. Ekkor %/a jelentse azt a 0-ndl nagyobb
vagy egyenl szamot, amelynek (2k)-adik hatvanya a.
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A gyokok létezése és egyértelmiisége a Felso hatar axiomajabdl kovetkezik hasonléan,
mint az Példaban, de itt nem részletezziik.

Vezessiik be a kovetkezo jelolést: ha n € N és a € R az n paritdsanak megfeleld
(vagyis, ha n pératlan, akkor a € R, ha pedig n paros, akkor a > 0), akkor

av = {a.

1.55. Definicié. Legyen a € Rt p, g € N\ {0}.
a1 = (ap)% = Vvar.

1.56. Definicié. Legyen a € R™,p,q € N\ {0}.

P 1
q .
q ap

1.57. Definicid. Legyen a € R\ {0}. Ekkor a° := 1.

Léathato, hogy ezzel a definicidlancolattal egy a € RT barmely r € Q raciondlis kitevo-
ji hatvanyat értelmeztiik. Belathatd, hogy a definiciékban szerepl6 szamok egyértelmiien
léteznek, és érvényesek a kovetkezo azonossagok:

l.aeRT,r,s € Qesetén a” - a® = a"* ,
2. a,beRT reQeseténa” -b" = (a-b),
3. a € R r;s € Qesetén (a")® = a"*.

A késo6bbiekben definialni fogjuk egy szam irracionalis kitevés hatvanyat is.
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2. fejezet

Valés fiiggvények

Ismertetjiik a valos szamok halmazéan értelmezett, valés szam értéki fliggvények leg-
fontosabb tulajdonsagait. Definidljuk a gyakran hasznalt valds fiiggvényeket, melyeket
elemi fiiggvényeknek neveznek.

2.1. Valés fiiggvények alaptulajdonsagai

2.1. Definicié. Egy f: R — R fliggvényt valds fiiggvénynek neveziink. Emlékeztetiink,
hogy az (1.10) alapjén ez azt jelenti, hogy @ # D(f) C R és R(f) C R.

2.2. Definicié. Legyen f: R — R, A € R. Ekkor Af : R — R,

(Af)(@) == Af(z), D(Af) = D(f).
2.3. Definicié. Legyen f,g : R — R, D(f) N D(g) # 0. Ekkor f +g : R — R és
f-9g:R—=R,
(f +9)(x) == f(x) + g(x), D(f +9) = D(f) N D(g),
(f - 9)(x) == f(z) - g(x), D(f - g) = D(f) N D(g).

2.4. Definicié. Legyen g : R - R, H := D(g) \ {z € D(g) : g(x) = 0} # 0. Ekkor
1/g:R — R,

1
(1/9)(x) := 9@ D(1/g) = H.

2.5. Definicié. Legyen f,g: R — R
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2.6. Definicio. Legyen f: R — R. Azt mondjuk, hogy f felilrél korldtos fiiggvény, ha
az R(f) C R feliilrdl korlatos halmaz.

Azt mondjuk, hogy f alulrdl korldtos fuiggvény, ha R(f) C R alulrdl korlatos halmaz.
Azt mondjuk, hogy f korldtos fiiggvény, ha R(f) C R korlatos halmaz.

2.7. Definicié. Legyen f : R — R. Azt mondjuk, hogy f monoton névé fiiggvény, ha
barmely x1,x2 € D(f), 1 < xg esetén f(z1) < f(x2).
Az f szigorian monoton novd fiiggvény, ha
bérmely x1,x2 € D(f), 1 < xg esetén f(z1) < f(x2).
Azt mondjuk, hogy f monoton fogyo fiiggvény, ha
barmely x1,x2 € D(f), 1 < xg esetén f(z1) > f(x2).
Az f szigorian monoton fogyo fiiggvény, ha
bérmely x1,x2 € D(f), 1 < xg esetén f(z1) > f(x2).
2.8. Feladat. Igazoljuk a kovetkezoket!
1. Ha f szigorian monoton noévé vagy fogyd, akkor van inverze.
2. Ha f szigorian monoton névo, akkor inverze is szigorian monoton noévo.
3. Ha f invertélhat6 és 0 ¢ R(f), akkor 1/f is invertdlhato.
2.9. Definicié. Legyen f: R — R. Azt mondjuk, hogy f pdros fiiggvény, ha
1. minden x € D(f) esetén —x € D(f), és
2. minden = € D(f) esetén f(—z) = f(z).
2.10. Definicio. Legyen f: R — R. Azt mondjuk, hogy f pdratlan fiiggvény, ha
1. minden x € D(f) esetén —x € D(f), és
2. minden z € D(f) esetén f(—z) = —f(x).

2.11. Definicié. Legyen f : R — R. Azt mondjuk, hogy f periodikus fiiggvény, ha
létezik olyan p € R™ szdm, hogy

1. minden x € D(f) esetén x +p, v —p € D(f), és

2. minden z € D(f) esetén f(x + p) = f(x — p) = f(x).
A p szam a fuggvény egyik periddusa. (Vigyazat! Nem biztos, hogy van legkisebb perié-
dus!)

27



2.2. Elemi fiiggvények

Ebben a szakaszban az egyszeriiség kedvéért a fiiggvényeket mint f : D(f) — R
tiintetjiik fel (tehdt a nyil elétt az értelmezési tartomany all minden esetben).

2.2.1. Hatvanyfiiggvények

1. Legyen id : R — R, id(z) := x az n. identitdsfiggvény.

Az id szigoriian monoton noévé, paratlan fiiggvény . abra).
2. Legyen id* : R — R, id*(z) := 22.

Az id® |g+ szigortian monoton nové, az id” |g- szigortian monoton fogys. Az id>

paros (2.2 dbra).
3. Legyen id® : R — R, id*(z) := 2.

Az id® szigorian monoton nové, paratlan fiiggvény . abra).
4. Ha n € N*, akkor id" : R — R, id"(z) := 2" fiiggvény péros n esetén az id?,

pératlan n esetén az id® tulajdonségait 6rokli.

- 12 : 13
1F-- 1h--
i i 1F-- 1z
B

2.1. dbra. Az identitéas 2.2. dbra. Az id? fiiggvény 2.3. dbra. Az id® fiiggvény

5. Legyen 1/id : R\ {0} — R, (1/id)(z) := 1/x,

és 1/id* : R\ {0} = R, (1/id*)(z) := 1/2>.

Az 1/id |g- és az 1/id |g+ szigortian monoton fogyé (de 1/id nem monoton!). Az
1/1id paratlan (2.4} dbra).

Az 1/id? |- szigortian monoton né, az 1/1id? |g+ szigorian monoton fogy. Az 1/id>

paros (2.5 dbra).

. Legyen n € N. Az 1/id" : R\ {0} — R, 1/id"(z) := 1/2™ fiiggvény péros n esetén

az 1/id?, paratlan n esetén az 1/id tulajdonsigait 6rokli.
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7. Legyen id"? : [0,00) — R, id"?(z) := /z. Az id'/? szigordan monoton nové

fiiggvény (2.6 dbra).

Megemlitjiik, hogy az id/? az id? |[0,00) kOlcsonosen egyértelmi fiiggvény inverze-

ként is értelmezheto.

yl/id

2.4. dbra. Az 1/id fugg-
vény

2.5. dbra. Az 1/id” fiigg-
vény

Y111/ id?

Ly 1

Y

id1/2

V

xz

2.6. abra. Az idY? fiigg-
vény

8. Legyen r € Q. Az id" : Rt — R, id"(z) := z". Néhdny r esetén szemléltetjiik az
id" fiiggvényeket dbra).

9. Végiil legyen id” : R — R, id°(z) := 1. Az id® monoton névé és monoton fogyé is,

paros fiiggvény. Barmilyen p > 0 szdm szerint periodikus (2.7 ébra).

id_1/2 id3/2

7
"

1 g

2.7. abra. Néhany hatvanyfiiggvény

2.2.2. Exponencialis és logaritmus fiiggvények

1. Legyen a € R*. Az a alapi exponencidlis fiigguény

xT

exp, : R = R, exp,(x) :=a”.
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(A valds kitevés hatvany preciz definicidjara késébb tériink ki.)

(a) exp, szigorian monoton névé, ha a > 1,
(b) exp, szigorian monoton fogyé, ha a < 1,

(c) exp, = id’, ha a = 1 (monoton névé és monoton fogyé is) . abra).

Ha a > 0 és a # 1, akkor R(exp,) = R*, vagyis az exp, csak pozitiv értéket vesz
fel (és minden pozitiv szdmot fel is vesz). Barmely a > 0 esetén minden z7, x5 € R
mellett

exp, (z1 + x9) = exp,(z1) - exp,(2).

(Ez a legfontosabb ismertet&jele az exponencidlis fiiggvényeknek.) Kitiintetett sze-
repe van az exp, =: exp fiiggvénynek ([2.9) dbra), ahol e az in. Euler-féle szam,
amit a |3 fejezetben definidlunk. Fzt szokéas egyszertien exponencialis fliggvénynek
nevezni.

exp, y exp, Y exp
a<l1 a>1
e I~ |
exXpy / 3
x 1 x
2.8. abra. Kiilonboz6 alapi expo- 2.9. dbra. Az exponencialis fiigg-
nencialis fiiggvények vény

. Legyen a > 0,a # 1. Mivel exp, szigortian monoton, ezért kolcsonosen egyértelmii
is, tehat van inverzfiiggvénye:

log, = (exp,) "

lesz az a alapu logaritmusfiggvény (2.10 dbra). Tehat
log, : R" - R, log,(r) =y, amelyre exp,(y) = .

Ha a > 1, akkor log, szigorian monoton noévo, ha a < 1, akkor log, szigorian
monoton fogyé.

A logaritmusfiiggvények alapveto tulajdonsagai a kovetkezok:
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(a) barmely a > 0, a # 1 és minden x1, x9 € R esetén
log, (21 - x2) = log, z1 + log, 2,
(b) barmely a > 0, a # 1 és minden 2 € Rt és k € R esetén
log, 2* = klog, x,

(¢) barmely a,b > 0,a,b # 1 és minden z € R™ esetén

A 3. tulajdonsag szerint akar egyetlen logaritmusfiiggvény szamszorosaként az
Osszes logaritmusfiiggvény eléall. A matematikaban kitiintetett szerepe van az e
alapi logaritmusnak:

In := log,

a ,természetes alapi logaritmus” (2.11] dbra).

! 1
0
a >gal Y In
1 //
1 x 1 e x
log,
a<l
2.10. 4bra. Kiilénboz6 alapu loga- 2.11. dbra. Természetes alapu loga-
ritmusfiiggvények ritmusfiiggvény

2.2.3. Trigonometrikus fiiggvények és inverzeik

1. Asin: R — R fiiggvény preciz definicijat késébb, a[8.2.2] alszakaszban targyaljuk.
Itt most a kozépiskolabol ismert definiciot ismételjiik at. Vegyiink fel a sikon egy
origd kozépponti, 1 sugari kort! Ahol a vizszintes tengely (pozitiv fele) metszi a
korvonalat (vagyis az (1,0) pont), abbdl a pontbdl ,;mérjiik fel az x € R szdmnak
megfelel6 hosszisagu ivet a kor keriiletére”, pozitiv x esetén pozitiv, negativ x
esetén negativ irdnyitassal. [Ez a miivelet nagy kéziigyességet igényell...| Az {v P
végpontjanak mdsodik koordindtdja legyen a sinz (2.12 dbra).

A sin fiiggvény paratlan, p = 27 szerint periodikus . abra). R(sin) = [—1, 1].
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SIxyr---

2.12. 4bra. A sin és cos értelmezése

2. Legyen cos : R — R, cosx := sin(z + 7). Konnyen lathatd, hogy ez a fenti médon
definidlt P pont elsé koordinatéaja lesz. A cos fiiggvény péaros, p = 27 szerint peri-

odikus (2.14] 4bra). R(cos) = [—1,1].

Y
?{ o _ o cos
—7'('/2 | SiL T /i_\
1 ' O T 7 l o T
A N n/2 | AN A2
2.13. abra. A sin fiiggvény 2.14. abra. A cos fiiggvény

Alapvet6 Osszefiiggések:

(a) Barmely o € R esetén cos?z + sin®z = 1.

(b) Bérmely x1, 22 € R esetén
sin(x; 4+ x2) = sinxy - cos xo + cos zy - sin xg,
cos(x1 + T3) = cosxy - cOs Ty — sinxy - sin 5.

3. Legyen

sin cos
tg := — és ctg = —.
CoS sin

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy

D(tg):R\{g+m;kez}, D(ctg) = R\ {kr: k € Z} .
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I Y tg I I I Ctg ) I
)2/ 3/2 r iﬂ

AR N 7/ N
2.15. abra. A tg fliggvény 2.16. abra. A ctg fliggvény

A tg és ctg is paratlan, p = 7 szerint periodikus (2.15] és abra).
A trigonometrikus fiiggvények periodikussdguk miatt nem kolcsonosen egyértelmii-
ek.

. Tekintsiik a sin \[—g,g] lesziikitést! Ez a fiiggvény szigorian monoton novo, ezért

kolesonosen egyértelmi, igy van inverzfiiggvénye:

-1
arcsin := (sin][_%%]) )

Az értelmezésbdl arcsin : [—1,1] — [~F, 7], arcsinz = «, amelyre sina = .

Az arcsin szigorian monoton névé, paratlan fuggvény (2.17, dbra).

Y
D)
™/ arcsin)
-1 i
i % ICCoS
—————— —m/2 1@
2.17. édbra. Az arcsin fliggvény 2.18. 4bra. Az arccos fliggvény

. A cos fiiggvény [0, 7] intervallumra valé lesziikitése szigorian monoton fogyo, ezért
van inverzfiiggvénye:

arccos = (COS ’[O,ﬂ)_l
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Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy arccos : [—1,1] — [0, 7], arccosz = a, amelyre
cosa = x. Az arccos fliggvény szigorian monoton fogyé (2.18 abra).

s

6. Atg fiiggvény (=3, %
van inverzfiiggvénye:

) intervallumra valé lesziikitése szigorian monoton névé, ezért

)

Az értelmezésbél kovetkezik, hogy arctg : R — (=7, %), arctgz = «, amelyre
tga = x.
Az arctg szigorian monoton nové, paratlan fiiggvény (2.19, abra).

arctg := (tg |(7

™
2

Wl

7. A ctg fiiggvény (0, 7) intervallumra valé lesziikitése szigorian monoton fogyd, ezért
van inverzfiiggvénye:
~1
arcctg = (ctg |(o,n))
Az értelmezésbél kovetkezik, hogy arcctg : R — (0,7), arcctgx = «, amelyre
ctga = x.
Az arcctg szigorian monoton fogyé fiiggvény ([2.20] abra).

y y
/4| 7L arctg I LIPS
i | x O\ /2
| -H/ x/ 4wg
—m/2 ;1 i X
2.19. abra. Az arctg fiiggvény 2.20. dbra. Az arcctg fiiggvény

2.2.4. Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik
1. Legyen sh : R — R,

x —x

€

—e
sh z:=

2

A sh szigortian monoton névé, paratlan fiiggvény (2.21} dbra).

2. Legyen ch: R — R,
e’ +e”
chy = ——

A ch|g- szigorian monoton fogyd, a ch |g+ szigortian monoton névé. A ch paros
fiiggvény. R(ch) = [1,400). A fiiggvény grafikonjat lancgirbének is nevezik ([2.22]
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2.21. abra. Az sh fiiggvény 2.22. abra. A ch fiiggvény
abra), ugyanis a két végénél felfiiggesztett lanc ilyen alakot vesz fel.

Alapvet6 osszefiiggések:

(a) Barmely = € R esetén
ch?z —sh*z = 1.

(b) Bérmely x1, 22 € R esetén
sh(zy + 23) =shxy - ch x9 + chay - shay,

ch(zy + x9) = chay - chay + shay - sha.

3. Legyen

sh ch

th := —, cth .= —.

ch € sh

Az értelmezésbol kovetkezik, hogy
th:R >R, tho=o >
et +e™ "
e’ +e’ "

cth: R\ {0} = R, cthe =

eT — e~

A th és cth pératlan fiiggvények ((2.23 abra).

A th szigorian monoton névo fiiggvény. R(th) = (—1,1).

A cth |g- szigorian monoton fogyd, a cth |g+ szigorian monoton nové. R(cth) =
R\ [-1,1].

. Az sh szigorian monoton novo fiiggvény, ezért van inverzfiiggvénye: arsh : R — R,

arsh := (sh) ™.

Az arsh szigorian monoton névé, paratlan fiiggvény (|2.250 dbra).
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cth
I ) N
th
x x
777777 1 ja_l
2.23. abra. A th fliggvény 2.24. abra. A cth fiiggvény

5. Az ch fuggvény [0, co) intervallumra vald lesziikitése szigorian monoton névo, ezért
van inverzfiiggvénye: arch : [1, 00) — [0, 00),
arch := (Ch ‘[0700))_1.

Az arch szigorian monoton nové fiiggvény ([2.26] dbra).

Y

Y
sth arch
by
1 v

2.25. dbra. Az arsh fiiggvény 2.26. abra. Az arch fiiggvény

6. Az th szigorian monoton nové, ezért van inverzfiiggvénye: arth : (—1,1) — R,
arth := (th) ™',
Az arth szigorian monoton névé, paratlan fiiggvény (2.27, dbra).

7. A cth fiiggvény RT intervallumra vald lesziikitése szigoriian monoton fogyd, ezért
van inverzfiiggvénye: arcth : (1,400) — R,

arcth := (cth |g+) "

Az arcth szigortian monoton fogy¢é fiiggvény (2.28 abra).

2.12. Feladat. Lassuk be az aldbbiakat!
1. arshz = In(z + V2?2 + 1), x € R,
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7 rt
) v
-1/
I 1@ ‘
| | \arcth
1 i x
2.27. édbra. Az arth fiiggvény 2.28. abra. Az arcth fliggvény

2. arche =In(z + V2?2 —1), z > 1,
3. arthe = fIn 2,z € (—1,1),

1—a?

4. arcthz = 2 1n 2L o > 1.
2 rz—1"’

2.2.5. Néhany kiilonleges fiiggvény
1. Legyen abs : R — R, abs(x) := |z|, ahol (emlékeztetéiil)

. r, hax >0
" | —z, haz <0,

az abszolutérték-figgvény (2.29, dbra).

2. Legyen sgn : R — R,

1, haxz >0
sgn(z) == 0, haz=0
—1, haz <0

az eldjelfigguény (szignumfiggvény) (2.30} dbra).
3. Legyen ent : R — R ent(x) := [x] az egészrészfiggvény, ahol
[z] == max{n € Z :n < z}.

(Az x € R szédm ,egész része” az x-nél kisebb vagy egyenld egészek koziil a legna-
gyobb.) ([2.31] dbra)

4. Legyen a tortrészfigguény f(x) = {x} =z — [z], vagyis f = id —ent ([2.32] dbra).
Az el6bbi fiiggvények talan még nem is voltak annyira kiilonlegesek, hiszen min-
denki talalkozott veliik kozépiskoldban. A most kovetkezo két fliggvény azonban
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Y abs

2.29. abra. Az abszolutérték- 2.30. abra. Az el6jelfiiggvény fiige-
fiiggvény vény
g ent
1 *—0
21 | 1 2 37
— -2 -2 -1 1 2 37

2.32. abra. A tortrészfiiggvény

2.31. abra. Az egészrészfiiggvény

mar joggal nevezhet6 | kiilonlegesnek”, gyakran fordulnak elé kiillonbozé ellenpél-
dék kapcsan. Az elsé fiiggvény Lejeune Dirichlet (1805-1859) német matematikus
egy 1829-es Cikkébé]ﬂ szarmazik. Szintén az 6 nevéhez kapcsolhaté a modern fiigg-
vényfogalom (vagyis fiiggvény = egyértelmii hozzarendelés) elsd megfogalmazésa.ﬂ

. Legyen D : R — R,

|1, hazeQ
D(x) '_{ 0, hazeR\Q,

amelyet Dirichlet-fiiggvénynek neveziink, és a [2.33] dbra szemlélteti. A Dirichlet-
fiiggvény (egyik) érdekessége, hogy minden valds szdm minden kdrnyezetében fel-
veszi a 0 és az 1 értéket is (1d. az [1.41) Allitast).

A masik fliggvényt gyakran Riemann-fiiggvény néven emlegetik, azonban el6szor
Karl Thomae irta le 1875-ben, tobb évvel Bernhard Riemann (1826-1866) haldla
utén. P

LG. L. Dirichlet, Sur la convergence des séries trigonométriques qui servent & représenter une fonction
arbitraire entre des limites données, J. reine angew. Math. 4 (1829), 157-169.
2@G. L. Dirichlet, Die Darstellung ganz willkiirchlicher Functionen durch Sinus- und Cosinus reihen,

Repert. Math. und Phys. I (1837), 152-174.

3K. J. Thomae, Einleitung in die Theorie des bestimmten Integrale, Halle, 1875, 14. oldal.
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2.33. abra. A Dirichlet-fiiggvény

6. Legyen R: R - R

Riz) o 0, haz e R\Q
(z) := %, haxe(@,xz%,pGZ,qGN’lnkO(paQ):L

A fiiggvényt Riemann-fiigguénynek szokds nevezni (2.34] dbra). Ennek a fiiggvény-
nek az az (egyik) érdekessége, hogy minden pont minden kornyezetében felvesz
tetszolegesen kis értéket, hiszen az Allités alapjan minden intervallumban van
tetszolegesen nagy nevezdjl racionalis szam.

2.34. dbra. A Riemann-fiiggvény a (0, 1) intervallumon
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3. fejezet

Sorozatok

A sorozatok igen egyszert fiiggvények, és hasznos épitokovei a késobbi fogalmaknak.

3.1. A sorozat fogalma és tulajdonsagai

3.1. Definicié. A sorozat a pozitiv természetes szamok halmazan értelmezett fiiggvény.

Legyen H # () halmaz, ha a : Nt — H, akkor H-beli sorozatrol beszéliink. Ha példdul
H a valés szamok halmaza, akkor szamsorozatrél; ha H bizonyos jelek halmaza, akkor
jelsorozatrél; ha H az intervallumok halmaza, akkor intervallum-sorozatrol beszéliink.
Legyen a : Nt — R szdmsorozat. Ha n € N*, akkor a(n) helyett az a, jelolést hasz-
naljuk, és a,-et a sorozat n-edik tagjdnak nevezzik. Magét az a : Nt — R szdmsorozatot
is a rovidebb
(an)

helyettesitse, esetleg (a,) C R hangsilyozza, hogy szamsorozatrdl van sz6. Példdul az
a:NT = R, a, =L helyett az (1) sorozatrdl beszéliink.
Néha a témér (a,) helyett az ay, as, . .., ay, . .. jelolést is haszndlhatjuk. Példaul az (n?)
helyett 1, 4, 9,...,n%, ... sorozatrél beszéliink.

Mivel a sorozat is fiiggvény, igy a korlatossag, a monotonitas, miiveletek sorozatokkal
nem igényelnek 1j definiciét. Emlékeztet6iil mégis tjrafogalmazunk egy-két elnevezést.

3.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat korldtos, ha van olyan K € R, hogy
minden n € Nt esetén |a,| < K.

3.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy (a,) monoton névd, ha minden n € N* esetén
Qn S Apy1-
3.4. Definicié. Ha (a,,) sorozat, és A € R, akkor

A (ay) = (A ap).
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Ha (ay), (b,) két sorozat, akkor
(@n) + (bn) = (an + bn),

(@n) - (bn) == (an - by).
Ha még b, # 0 (n € NT) is teljesiil, akkor

Példdul az (-2-) sorozat korlatos, hiszen barmely n € NT esetén n < n + 1, ezért

n+1
n n
= <1
n+1 ’ n+1
Az (NLH) monoton noévd, mert barmely n € Nt esetén
n - n+1
ap = = An+1,
n+1 n+2 i

mivel n(n +2) < (n+ 1)

3.5. Példa. Fontos nevezetes sorozat az

e ((141)). o

Igazoljuk, hogy a sorozat monoton novo és korlatos!
Legyen n € NT, ekkor a szamtani és mértani kozép kozott fenndllé egyenlétlenség
szerint

. n+1 n_l'n+1'n—|—1”'n+1< 1—1—77,-”7“ n+1_ n—+2 nH—e
"\ n B n n n - n+1 S \n+1 oo

N

n darab

Az (e,) sorozat korldtos is, barmely n € NT esetén (”—“)n < 4. Ugyanis szintén a

szamtani és mértani kozép kozti egyenlotlenségbol adodik a kovetkezo:

4

1 (n—i—l)n_l 1 n+1 n4+1 (%+%+n_n_ﬂ>n+2_1

n n+2

n darab
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3.2. Sorozat véges hatarértéke

Most a sorozatok egy meroben 1j tulajdonsagaval ismerkediink meg. Ha az a4, as, . . .,
Gy, - . . SOrozat tagjai valamilyen szam koriil keveset ingadoznak, akkor az ilyen sorozatot
konvergensnek fogjuk nevezni. Példaul, a konstans sorozat és az (%) sorozat konvergens.
Pontosabban:

3.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) szdmsorozat konvergens, ha van olyan A € R
szam, hogy barmely € > 0 hibakorldthoz van olyan N € N (e-tdl fiiggé) kiiszobindex,
melyre minden n € N, n > N esetén

la, — Al <&,
vagy ami ezzel ekvivalens:
A—e<a, <A+e,

masképp
a, € K.(A). (3.2)

Ha van ilyen A szam, akkor ez a sorozat hatdrértéke, és jelolje

lima, = A vagy lim a, = A vagy a, — A.
n—oo

A fenti definiciéban nagyon fontos, hogy a (3.2) (vagy az ezzel ekvivalens allitasok)
barmely pozitiv e-ra teljesiilnek, de kiildnbdzo e-okra mdas-mas kiiszobindextol kezdve.
€ €

a; Qaq --- a’N-‘rl"'A"'aN ... Q9 as

3.1. abra. Az a,, — A szemléletes jelentése

3.7. Megjegyzés. Konnyen lathaté a definici6 alapjan, hogy
a, & A<= (a, — A) - 0 <= |a, — A| = 0.

3.8. Allitas. X
— — 0.
n

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszéleges. Az % szamhoz az Arkhimédészi axrioma alapjan

van olyan N € N, amelyre
N > L <~ ! <
- — <e.
€ N

42



Ha pedig n > N, akkor

1<1<
- < —<e
n_ N ’
azaz

1

——0| <e.

n

Tehat egy tetszolegesen adott € > 0-hoz taldltunk olyan N kiiszobindexet, hogy n > N
esetén a sorozatelemek legfeljebb c-al térnek el 0-tél, ezért a sorozat 0-hoz tart. [

Egy masik példaként vegyiink egy 1 méteres rudat. Ha félbevagjuk, majd a félrudat is
félbevagjuk, majd az egyik darabot ismét félbevagjuk és igy tovabb, akkor a ridhosszak-

nak
1 1 1 1

5, 17 ?, ceey 2_717 “ ..
sorozatahoz jutunk. Alkalmazva az Allitést, a fentivel analog modon belathatd, hogy
2% — 0, azaz a keletkezett 1j darabok tetszolegesen kicsik lesznek.

3.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy (a,) nullsorozat, ha lim a,, 1étezik és 0-val egyenld.

3.10. Definicié. Legyen (a,) olyan sorozat, melyre a,, = a minden n-re. Ekkor (a,)-et
konstans sorozatnak nevezziik. Ha a,, = a csak egy indextdl kezdve teljesiil, akkor (a,,)
kvazikonstans sorozat.

A definicié alapjén trividlis, hogy ha (a,) kvazikonstans (vagy konstans) a sorozat,
akkor a,, — a.

3.11. Megjegyzés. A sorozathatarérték egyértelmii. Tehat nem lehet, hogy a, — A és
a, — B teljesiilnek, de A # B.

Bizonyitds. Ha A # B, akkor € := |A — B|/2 jeloléssel konnyen lathatd, hogy K.(A) N
K.(B) = 0, vagyis
(A—e,A+e)N(B—¢,B+¢)=0.

A sorozathatarérték definicidja alapjan azonban elég nagy n-re a, € K.(A) N K.(B)
teljesiil, ami nem lehetséges. O

3.12. Allitas. Ha az (a,) sorozat konvergens, akkor (ay) korldtos.

Bizonyitds. A definici6 szerint az € := 1 szdmhoz is van olyan N kiiszobindex, hogy
minden n > N esetén
A—-1<a, <A+ 1.

Ha K := max{|a4|, |aza|, ..., |lan_1],|A—1|,|A+ 1]}, akkor Vn € NT esetén |a,| < K. O
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Igaz-e vajon a fenti allitas megforditdsa, vagyis hogy minden korlatos sorozat kon-
vergens is? Tekintsiik az a, := (—1)", n € N képlettel megadott sorozatot! A sorozat
tagjai

-1,1, -1, 1, ...

alakiak. Mivel |a,| = 1, n € Nt ezért (a,) korldtos. Masrészt konnyen meggondolhatd,
hogy mivel a sorozat tagjai kozott tetszéleges index utan el6fordul —1 és 1 is, (a,) nem
lehet konvergens. Ezt legegyszeriibben gy lathatjuk be, hogy ha az A szam hatéarértéke
volna a sorozatnak, akkor e = 1/2-hez is kellene léteznie olyan N kiiszobindexnek, melyre

1 1
A—— A+ - > N.

Ez azonban nem lehetséges, mert tetszoleges N utan szerepel a sorozat tagjai kézott —1
és 1 is, melyek egyszerre nem lehetnek benne egy 1 hosszisagu nyilt intervallumban.
[gaz azonban az alabbi tétel.

3.13. Tétel. Ha (a,) monoton és korldtos, akkor (a,) konvergens, mégpedig

1. monoton nové (a,) esetén a, — «, ahol o = sup{ay, as,...,a,,...} =:supa, € R;
n

2. monoton fogyo (a,) esetén a, — a, ahol o = inf{ay,as,...,a,,...} =:infa, € R.
n

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (a,) monoton névé és korlatos. A Fels§ hatdr axioméja
miatt a sorozat tagjaibdl alkotott halmaznak létezik (véges) fels6 hatara, ez legyen

Q1= Sup Q.
n

Megmutatjuk, hogy a, — a. Ehhez legyen adva egy tetszéleges € > 0 szdm. A halmaz
fels6 hataranak tulajdonsagai alapjan

1. Vn € Nt esetén a, < a, és
2. INeNT: ay > a —«.

Belatjuk, hogy a 2. pont alapjan 1étez6 N jé kiiszobindex e-hoz. Legyen n > N tetszo-
leges, és becsiiljiik meg a sorozat n-edik tagjat:

a—ec<ay<la, fa<a+te,

ahol kihasznaltuk, hogy a sorozat monoton noévo. Ebbdl kovetkezik, hogy a, — a.
Monoton fogyé sorozat esetén hasonldéan igazolhatd, hogy a sorozat a tagjaibol alko-
tott halmaz infimumahoz tart. O
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3.14. Definicié. Az (e¢,) := ((1 + 1)") sorozatrél mar léttuk a [3.5 Példdban, hogy
monoton névo és korlatos, ezért a [3.13] Tétel alapjan konvergens. A hatarértékét e-vel
jeloljiik, ez az un. Fuler-féle szdm, tehat

. \"
e := lim <1+—> .
n
A [3.5] Példaban meggondoltak alapjan
2<e<4.

Késébb azt is latni fogjuk, hogy e irracionélis.

3.15. Tétel (Rendor-elv). Legyen (a,) olyan sorozat, amelyhez léteznek olyan (x,) és
(yn) sorozatok, hogy

1. Vn € Nt esetén x, < a, < y,, €s
2. limz, =limy, =: A.
Ekkor (a,) konvergens, éslima, = A.

Bizonyitds. Legyen adva egy tetszOleges € > 0 szam. Mivel x,, — A, ezért e-hoz létezik
N1, hogy minden n > N; esetén

A—e<z,<A+e.
Mivel y,, — A, ezért e-hoz létezik Ny, hogy minden n > N, esetén
A—e<y, < A+e.
Legyen N := max{Ny, No} és n > N tetszéleges. Ekkor
A—ce<z,<a, <y, < A+¢,
amibél |a, — A| < e. Tehat e-hoz N j6 kiiszobindex, igy kovetkezik az &llitas. O]

3.16. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy a[3.151 Tétel 1. feltételében elegend6 lett volna
megkovetelni, hogy z, < a, <y, elég nagy n-re teljesiil.

A Rendér-elv szerint tehdt két konvergens sorozat ,kozott” elhelyezkedd sorozat is
konvergens, és ugyanoda tart, mint a koézrefogd sorozatok. Ha csak két sorozatunk van,
melyek tagjai kozott relacié all fenn, akkor a kovetkezo allitas igazolhatd az el6zohoz
hasonlé médon.

3.17. Allitas. Legyen () €s (an) olyan konvergens sorozat, melyekre
T, < a, minden (elég nagy) n-re.
Ekkor limz,, <lima,,.

3.18. Megjegyzés. Vigyazat! Abbol, hogy =, < a, minden (elég nagy) n-re, szintén csak
annyi kovetkezik, hogy limz, < lima,. Példaul, ha z, = 0 és a, = %, n € N, akkor
ugyan x, < a, minden n-re, de limz,, = lima,, = 0.
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3.3. Miveletek konvergens sorozatokkal

3.19. Allitas. Ha a, — 0 és b, — 0, akkor a, + b, — 0.

Bizonyitds. Legyen adva € > 0 tetszéleges szam. Mivel a,, — 0, ezért £/2-hoz 1étezik Ny,
hogy minden n > N; esetén

€< <€
—=<a —.
2 )

Mivel b,, — 0, ezért €/2-hoz 1étezik No, hogy minden n > N, esetén

g g
—— < b, < =.
2 2

Legyen N := max{Ny, No} és n > N tetszéleges. Ekkor

£ St captbi<oto=c¢
- = -z = (7% n s 5 <
2 2 2 2
azaz |a, + b,| < e, han > N. Tehat a, + b, — 0. O

3.20. Allitas. Ha a, — 0 és (¢n) korlatos (vagyis |c,| < K, n € Nt), akkor a,c, — 0.

Bizonyitds. Legyen adva € > 0 tetszOleges szdm. Mivel a,, — 0, ezért & > 0-hoz létezik
N, hogy minden n > N esetén

3
|an| < ?

Legyen n > N tetszoleges. Ekkor

9
|ancn| = lan|[ca] < fan|- K < a K =e,

amibdl kovetkezik, hogy a,c, — 0. [
3.21. Allitas. Ha a, — A és A € R, akkor \a, — \A.

Bizonyitds. Nyilvan
(Aa, — AA) = X (a, — A).

Mivel a, — A — 0, a A-val valé szorzas pedig tulajdonképpen a konstans (M) korldtos
sorozattal valé szorzas, ezért a . Allitas alapjan

(A) - (a, — A) = 0 <= Aa, — M\A.

3.22. Allités. Ha a, — A ésb, — B, akkor a, + b, — A+ B.
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Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy
(an+b,— (A+B))=(a,—A+b,— B) = (a, — A) + (b, — B).

Mivel a, — A — 0és b, — B — 0, ezért a . Allitas alapjan az Osszegiik is 0-hoz tart,
azaz a, +b, - A+ B. O

3.23. Allitas. Ha a, — A ésb, — B, akkor a,b, — AB.

Bizonyitdas. Egyszerli szamolassal
(anb, — AB) = (anb, — Ab, + Ab, — AB) = (a,, — A)(b,) + A - (b, — B).

Mivel a,,—A — 0, és (b,,) konvergens, ezért korlatos, igy a . Allit4s szerint a szorzatuk
0-hoz tart. Hasonléan, b, — B — 0, és a konstans (A) korldtos, ezért szorzatuk is 0-hoz
tart. A [3.19, Allit4s szerint két 0-hoz tarté sorozat Osszege is 0-hoz tart, tehat a,b, —
AB. O

3.24. Allitas. Ha b, — B, B #0, akkor 1/b, — 1/B.

Bizonyitds. A B # 0 feltételbél adodik, hogy b, # 0 elég nagy n-re (hiszen elég nagy
n-re b, a B szdm |B|/2 sugari kornyezetében van, ami nem tartalmazza a 0-t). Legyen

B > 0. Ekkor ) . B ) .
Gow) = () =5 (i) oo

Tudjuk, hogy b, — B — 0. Megmutatjuk, hogy (i) korlatos. Mivel b, — B, ezért

€:= % > (0 szamhoz létezik N, hogy minden n > N esetén

B B
——<b,—B< —,

2 2
vagyis
B B
B——<b,<B+ —,
2 + 2
amibdl
2 - 1 - 2
B~ b, 3B

Ez azt jelenti, hogy (ﬁ) korlatos. Mivel a[3.20, Allitds alapjan 0-hoz tarto és korlatos

sorozat szorzata 0-hoz tart, ezért bi — %. O
n

3.25. Allitas. Ha a, — A és b, — B # 0, akkor a, /b, — A/B.
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Bizonyitas. Mivel

az elozo két tétel szerint

tehdt = — 2. O
3.26. Allitas. Ha a, — A, akkor |a,| — |A|.
Bizonyitds. A [3.15 Tételb8l (Rendér-elv) és az alabbi egyenlStlenségbdl kivetkezik:

0 <lla,| — |A]| < |an, — A] ¥n € N*.

3.27. Allitas. Ha a, — A és p € N*, akkor ab — AP.

Bizonyitas. Rogton adédik a Allités p-szeri alkalmazésabdl (b,) = (ay,)-re. O
3.28. Allitas. Ha a, — A, a, > 0 és ¢ € NT, akkor Ya, — VA,

Bizonyitds. Ha A = 0, akkor legyen € > 0 tetszoleges. A konvergencia definicidja alapjan
a €9 pozitiv szamhoz 1étezik olyan N kiiszobindex, hogy ha n > N, akkor a,, < €9, amibdl

va, < e. Tehat ¢a, — 0 teljesil.
Ha A # 0, akkor a hatvanyozas azonossagaibdl konnyen meggondolhaté az alabbi:

1
(/@) + ()= YA+ (fan)? - (VAP + -+ (A

Itt a masodik tényezd ¢ darab pozitiv korldtos sorozat Osszegének a reciproka, tehat
korlatos. Ezt megszorozva egy 0-hoz tarté sorozattal 0-hoz tartd sorozatot kapunk, ami
a bizonyitandé allitas. O]

\q/@—\q/Z‘:|an—A|-

3.29. Kovetkezmény. Ha a,, — A, a, > 0 és p,q € N*, akkor
D
ad — Al
Bizonyitds. Azonnal addédik az el6z6 két dllitasbdl és a p/g-adik hatvany definicigjabol.
O

Ezeknek a tételeknek az alkalmazasaként nézziik a kovetkezo példat.

3.30. Példa.
3n?—2n+1  3-2-. 4.5 3
—_—m ] = —

lim T ,
2n2 4+n 24 - 2

. 1 , ‘ /12 1 1 1 P 1 ,
hlsz/en = =0, ezert‘ a szdmlaloban =5 = = - — 0. A nevezbben 2 + - — 2+ 0 # 0, igy
a hanyadossorozat is konvergens.
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3.4. Részsorozatok

3.31. Definicié. Egy n : Nt — N7 szigortian monoton névekedd sorozatot indezsoro-
zatnak neveziink.

Konnyen meggondolhatd, hogy Vi € N esetén

Az a : NT — R sorozat egy részsorozatdnak egymést kovetd tagjait tigy nyerjiik az eredeti
sorozatbodl, hogy egy szigoriian monoton néveked6 indexsorozat mentén vélogatjuk ki
Oket. Példaul (a,):=1, % % ... L1 . . és(ny):=2,4,6,...,2n,...esetén

) 29 3 L)
111
(Gni) = 5, Z’ 6 ey, T
lesz a részsorozat [l

3.33. Allitas. Ha lim,, . a, = A, akkor barmely (a,,) részsorozatdra lim; o a,, = A

Bizonyitds. Azonnal adddik a sorozat konvergencidjanak definicigjabdl: adott e > 0-hoz
ugyanaz az N kiiszobindex jo lesz a részsorozathoz, is, mivel ny > N. O

3.34. Tétel. Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

Bizonyitds. Az (a,) sorozat egy a,, tagjat csicsnak nevezziik, ha Vn > m esetén a,, < a,.
Két eset lehetséges:

1. Az (a,) sorozat tagjai kozott végtelen sok csics van.
2. Az (a,) sorozat tagjai kozott véges sok (esetleg 0) cstics van.

Nézziik az 1. esetet! Legyen a,, egy cstcs a sorozatban. Mivel végtelen sok cstcs van,
ezért létezik olyan my > n; index, hogy a,, csucs. Ismét felhasznalva, hogy végtelen
sok csucs van a sorozatban, létezik olyan ns > ng index, amire a,, csucs. Folytatva az
eljarast, kapjuk a sorozatnak csicsokbol allo

an]? an27 an37 A

részsorozatéat, amely a cstcs definicigja alapjan monoton fogyé részsorozata (a,,)-nek.

LA részsorozat preciz definiciéja a kovetkezd.

3.32. Definicié. Legyen a,b : N* — R. Azt mondjuk, hogy b az a sorozat egy részsorozata, ha In :
N* — NT indexsorozat, melyre b = a on, azaz (b;) = (ay,).
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A 2. esetben létezik olyan N € Nt hogy minden n > N esetén a,, nem cstcs. Legyen
ny := N. Mivel a,, nem csucs, ezért létezik ny > n; index, hogy a,, > a,,, a csucs
definiciéja miatt. Mivel a,, sem csucs, ezért taldlunk olyan ng > n, indexet, melyre
An, > Gn,. Folytatva az eljarast, kapjuk a sorozatnak egy olyan (csupa nem-csiicsbdl
allo)

Unyy Qnyy Gpgs - - -

részsorozatat, mely a sorozat tagjainak megvalasztasa alapjan szigoriian monoton névo.
O

3.35. Feladat. Mutassunk olyan konvergens sorozatot, amelynek van szigoriian monoton
novo és csokkeno részsorozata is!

3.36. Tétel (Bolzano-Weierstrass). Minden korldtos sorozatnak van konvergens részso-
rozata.

Bizonyitds. A [3.34 Tétel alapjan a sorozatnak van monoton részsorozata. Nyilvan ez
a részsorozat is korlatos lesz. A Tétel szerint egy monoton és korlatos sorozat
konvergens. O]

3.5. Sorozat limes superiorja és limes inferiorja

Legyen (a,) korldtos sorozat. Készitsiik el az

oy :=sup{ay,as,as, ..., an,...}
ag :=sup{ag, as, aq, ..., an, ...}
(3.4)
o = sup{ax, QGgr1, Qgr2,y -y Qpy .-}
szamsorozatot. Mivel {ay,as,...,an,...} D {as,as,...,ay,...}, ezért a felsé hatarukra

nyilvan oy > ap (1d. az|1.45] Feladatot). Ezt tovdbbgondolva latszik, hogy (cy) monoton
fogyo sorozat. Az (ay) ugyanolyan korlatok kozé szorithatd, mint az eredeti (a,,) sorozat.
Mivel (o) monoton és korlatos, ezért konvergens, és irgf ag-hoz tart (1d. a[3.13] Tételt).

3.37. Definicié. limsup a,, := lim ay.
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Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan legyen

py :=inf{ay, as,as,...,an,...}
Bo := inf{as, as, as, ..., ap, ...}
Br = inf{ag, Gxi1, Qs .o Qny ...}

Nyilvan £ < B (1d. az[1.49, Feladatot), és ez a tendencia megmarad, igy (/) monoton
nové. A (B) is korlatos. Mivel (fy) monoton és korlatos, ezért konvergens.

3.38. Definicié. liminf a,, := lim 3.
A definicickbdl 14tszik, hogy Vk € NT esetén ay, > By, igy
liminf a,, = lim B < lim o = limsup a,,.
Bizonyitas nélkiil megemlitjiik a lim sup a,, érdekes tulajdonsagait.

1. Minden ¢ > 0 esetén a (limsupa,) — € szdmndl nagyobb tag végtelen sok van az
(a,) sorozatban, a (limsup a,) + € szdmndal nagyobb tag pedig csak véges sok van
az (a,) sorozatban.

2. A limsup a, az (a,) sorozat konvergens részsorozatainak a hatarértékei koziil a leg-
nagyobb (tehat van is olyan (a,,) konvergens részsorozat, amelyre a,, — limsup a,,.)

Ertelemszer(i médositéssal megfogalmazhatdk a lim inf a,, tulajdonsagai is.

1. Minden € > 0 esetén a (liminf a,) + ¢ szamnél kisebb tag végtelen sok van az (a,,)
sorozatban, a (liminf a, ) — ¢ szdmndl kisebb tag pedig csak véges sok van az (a,)
sorozatban.

2. A liminfa, az (a,) sorozat konvergens részsorozatainak a hatarértékei koziil a
legkisebb (tehat van is olyan (ay,,) konvergens részsorozat, amelyre a,, — liminf a,,.)

A fentiek segitségével bebizonyithato az alabbi allitas.
3.39. Tétel. Az (a,) korldtos sorozat konvergens <= liminf a,, = lim sup a,.

Bizonyitds. Ha (a,) konvergens, akkor a. Allitas alapjan minden részsorozata ugyan-
oda tart, ezért a konvergens részsorozatok hatarértékei koziil a legnagyobb megegyezik
a legkisebbel, igy a fenti 2. pontok alapjan liminf a,, = lim sup a,,.

Megforditva, ha liminfa, = limsupa, = A, akkor A-ra teljesiil mindkét fenti 1.
tulajdonsag, vagyis barmely € > 0 esetén az (A—e, A+¢) intervallumon kiviil a sorozatnak
csak véges sok tagja van — ami éppen azt jelenti, hogy a, — A. O
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3.40. Feladat. Igaz-e, hogy ha az (a,,) és (b,) sorozatok korldtosak, akkor lim sup(a,, +
b,) = limsup a,, + limsup b,,?

3.41. Feladat. Legyen (g,,) a (0,1) N Q elemeinek egy sorozatba rendezése. Hatérozzuk
meg liminf g, és limsup ¢, értékét!

3.6. Cauchy-féle konvergenciakritérium

A sorozat konvergencidjanak definiciéja tartalmaz egy komoly nehézséget: meg kell
sejteni azt az A € R szdmot, amelyhez a sorozat tagjai tetszolegesen kozel keriilnek. Ezt
kiiszoboli ki a Cauchy-féle konvergenciakritérium.

3.42. Definicié. Azt mondjuk, hogy (a,) Cauchy-sorozat, ha
Ve >0 3dN € Nt hogy Vn,m > N esetén |a, — a,| < e.

Tehat egy sorozat Cauchy-sorozat, ha barmely pozitiv e-hoz van olyan kiiszdbindex,
hogy ettdl az indextdl kezdve a sorozat tagjai e-nal kozelebb vannak egymashoz.

3.43. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium). Legyen (a,) szdmsorozat. Ekkor
(an) konvergens <= (a,) Cauchy-sorozat.

Tehat az, hogy a szamsorozat tetszélegesen megkozelit egy szamot, egyenértékii azzal,
hogy a sorozat tagjai tetszolegesen megkozelitik egymast.

Bizonyitds. (=) Legyen lima,, =: A. Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Mivel a,, — A, ezért az
5 > 0 szamhoz

3N, hogy Vn > N esetén |a, — A| < %
Legyenek n,m > N tetszoleges indexek. Ekkor

£
2

an_am:an_A+A_amSan_A+A—am <§+ =E.
oo ] =| 2

Ezek szerint (a,) Cauchy-sorozat.
(<) Legyen (a,,) Cauchy-sorozat. Megmutatjuk, hogy (a,,) korlatos. Ugyanis az e := 1
pozitiv szamhoz is 3Ny, hogy Vn, m > N; esetén

lay, — am| < 1.
Rogzitsiik az m = N; indexet! fgy minden n > N; esetén

an, — 1 <a, <ayn, +1,
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ami azt jelenti, hogy Vn > N; esetén a sorozat tagjai ay, — 1 és ay, + 1 kozé esnek. Az
ap, as, . ..,ay, véges sok tag mar nem ronthatja el az egész (a,) sorozat korlatossagat.
Mivel tehdt (a,,) korldtos, ezért a[3.36] Bolzano-Weierstrass-tétel miatt van (ay,) konver-
gens részsorozata. Legyen

a = limay,.

Megmutatjuk, hogy a,, — a. A bizonyitds meglehet6sen technikai, ezért a lényegét sza-
vakkal is 0sszefoglaljuk. A konvergens részsorozat elegendéen nagy indext tagjai o koze-
lében vannak. Mivel az eredeti sorozat Cauchy, ezért egy (elég nagy) index utén a tagjai
kozel vannak egymashoz. Tehat a konvergens részsorozathoz nem tartozo tagok elég nagy
indexre kozel vannak a részsorozat tagjaihoz — és igy a-hoz is. Lassuk most részletesen!
Legyen € > 0 tetszoleges. Mivel a,, — «, ezért az § > 0 szamhoz 3N,, hogy
€

3

Mivel (a,) Cauchy-sorozat, ezért az § > 0 szdimhoz 3N index, amit vélaszthatunk tgy
is, hogy N > N, legyen, melyre

Vi > Ny esetén |a,, — af < (3.5)

Vn,m > N esetén |a, — an| < % (3.6)

Legyen most n > N(> Nj) tetszoleges! Ekkor a (3.5 alapjén és a (3.6) feltételben
m = ny-et véve (ezt megtehetjiik, mivel (3.3]) alapjan ny > N is teljesiil) kapjuk, hogy
5

€
|, — ] = |an — any + oy — | < Jan — any| + |any, — ] < §+2 =ec.
Tehét rogzitett € > 0-hoz taldltunk olyan N indexet, hogy n > N esetén |a, — a| < ¢,
ezért a, — a teljesiil. O]

3.7. Divergens sorozatok, sorozatok végtelen hatarér-
téke
3.44. Definicié. Egy (a,) sorozatot divergensnek neveziink, ha nem konvergens. Mas-

képp: ha VA € R szdmhoz Je > 0, hogy VN € N7 kiiszobindex utén 3n > N olyan, hogy
la, — A| > e.

Divergens sorozat példaul az (n?) és a ((—1)") sorozat is. Az (n?) sorozathoz tagabb
értelemben lehet6ség lesz hatarértéket rendelni.
Korlétos (a,) sorozat esetén am. Tétel alapjan a divergencia ekvivalens azzal, hogy

lim sup a,, # liminf a,,.
Koénnyen lathato, hogy
limsup(—1)" =1 # liminf(—1)" = —1.
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3.45. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) szdmsorozatnak +oo a hatdrértéke, ha
VK € R szamhoz N € NT kiiszobindex, hogy Vn > N esetén a, > K, vagyis a, €
(K, +00).

Ha az (a,) sorozat ilyen, akkor azt jelolje

lim a,, = 400 vagy a,, = +0o0.

Ez a definicié arrdl szol, hogy a sorozat elég nagy kiiszobindextol kezdve , kozel van”
a 4oo-hez. Ezért konnyen lathato, hogy elég lett volna a feltételt pozitiv K szamokra
megkovetelni. Hasonléan definialjuk a —oo-hez tartas fogalmat.

3.46. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (a,) szamsorozatnak —oo a hatdrértéke, ha
VK € R szamhoz N € NT kiiszobindex, hogy Vn > N esetén a, < K, vagyis a, €
(—o0, K).

Ha az (a,) sorozat ilyen, akkor azt jelolje

lima, = —oc0 vagy a, — —o0.

Ko6nnyen meggondolhatd, hogy a definiciét elég lett volna negativ K szdmokra meg-
kovetelni.
Példaként: lim n? = 400 és lim(—n?) = —oo.

3.47. Megjeqyzés. A fenti definiciékbol kovetkezik, hogy a sorozathatarérték itt is egyér-
telmt, hasonléan a véges hatarérték esetéhez.

Megmutatjuk, hogy egy +o00-hez tarté sorozat alulrél, egy —oo-hez tarté pedig feliilrdl
korlatos.

3.48. Allitas. Ha a, — +oo, akkor (a,) alulrdl korldtos, ha pedig a, — —oo, akkor (ay,)
feliilrol korldtos sorozat.

Bizonyitas. Legyen a, — 400 tetszoleges sorozat. Ekkor K = 1-hez is létezik olyan
N € NT kiiszobindex, hogy minden n > N esetén a,, > 1. Legyen

L :=min{ay,as,...,ay_1,1}.

Vildgos, hogy a, > L minden n € NT esetén. Az a, — —oo eset hasonléan lathatd
be. ]

Jelolje a tovabbiakban -
R:=RU{+o0} U{—00} (3.7)

az un. kibovitett szamegyenest, tehat a valds szamokhoz hozzavéve a +00 és —oo szim-
boélumokat. Fontos, hogy ez utébbiak valéban szimbdélumok, és nem valds szamok!

3.49. Allitas. Halima, = A (A € R), akkor barmely (a,,) részsorozatra lim a, = A
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Bizonyitds. Ugyanugy belathaté, mint a Allités. O]
Konnyen meggondolhaté az alabbi allitas.
3.50. Allitas. Minden monoton sorozatnak van hatdrértéke.

Bizonyitds. Ha a monoton sorozat korldtos, akkor a [3.13] Tétel alapjan tudjuk, hogy
konvergens. Ha (a,) nem korldtos, akkor monoton névé esetben ez csak tugy lehet, hogy
feliilrél nem korlatos. Legyen K € R tetsz6leges. Mivel (a,)-nek K nem felsé korlatja,
ezért 1létezik N € N, hogy ay > K. No de n > N esetén — a monoton noévést kihasznalva
— kapjuk, hogy

a, > any > K.

Mivel K tetszoleges volt, ebbdl kovetkezik, hogy a,, — +o00.
A monoton fogyé eset hasonléan bizonyithatd, ekkor a sorozat —oo-hez tart. O

A 400 vagy —oo hatarértékii sorozatokkal végzett miiveletek (ilyenek Osszege, szor-
zata, hanyadosa) nagy koriiltekintést igényelnek.

3.51. Tétel (Végtelen hatarérték és miiveletek). Az aldbbiak teljesiilnek az (ay) és (by)
sorozatokra.

1. Ha a,, — +00 és (by) alulrdl korldtos (pl. (b,) konvergens vagy +oo-hez tart), akkor
a, + b, — +oc0.

2. Ha a,, — +00 és (by)-nek eqy indextdl kezdve van pozitiv alsé korldtja (pl. (b,) egy
pozitiv szdmhoz vagy +o0o-hez tart), akkor a, - b, — +oo.

3. Ha a, — 400 és (b,)-nek egqy indextdl kezdve van negativ felsé korlatja (pl. (by)
egy negativ szimhoz vagy —oo-hez tart), akkor a, - b, — —oc.

4. Ha a, — —oo és (b,) felilrdl korlatos (pl. (b,) konvergens vagy —oo-hez tart),
akkor a,, + b, — —o0.

5. Ha a, — —o0 és (b,)-nek eqy indextdl kezdve van pozitiv alsé korldtja (pl. (by) egy
pozitiv szamhoz vagy +o0o-hez tart), akkor a,, - b, — —o0.

6. Ha a, — —o0 és (b,)-nek egy indextdl kezdve van negativ felsé korldtja (pl. (by)
egy negativ szimhoz vagy —oo-hez tart), akkor a, - b, — +o00.

7. Ha |a,| — 400, akkor % — 0.

8. Ha a, — 0 és a, > 0 egy indextol kezdve, akkor i — 400, ha pedig a, < 0 egy
indextol kezdve, akkor i — —00.
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Bizonyitds. 1. Legyen K € R tetszOleges. A feltétel szerint 1étezik olyan L € R szam,
hogy minden n € N esetén b, > L. Mivel a,, — 400, ezért K — L-hez létezik olyan
N € N, hogy minden n > N esetén a,, > K — L. Tehat n > N esetén

an+by,>K—L+L=K,

amibol kovetkezik az allitas.

2. Legyen K > 0 tetszdleges szam. A feltétel szerint létezik olyan L € R szdm és
N; € N, hogy minden n > Nj esetén b, > L. Mivel a,, — +00, ezért K/L-hez létezik
olyan Ny € N, hogy minden n > N, esetén a,, > K/L. Legyen N := max{ Ny, Ny }. Ekkor
n > N indexekre

b, > 5 -L=K
A bn > =K,
ahol kihasznéltuk, hogy K/L > 0 és L > 0. fgy kovetkezik az allités.

A 3 — 6. allitdsok a fentiekkel analég médon lathatok be.

7. Legyen |a,| — 400 és € > 0 tetsz6leges. Ekkor az 1/ > 0 szamhoz létezik N € N,
hogy n > N esetén |a,| > 1/¢. Ebbdl

1 1
—=|—|<eg n=>N
|an| 7
Ezért 1/a,, — 0.
8. Az el6z6hoz hasonldéan lathatd. O

A fentiek alapjan konnyen meggondolhatok az alabbi, tablazatba rendezett eredmé-
nyek sorozatok Osszegének, szorzatanak ill. hanyadosanak hatarértékeirdl.

3.52. Allitas. Ha a, = A ésb, = B, akkor az (a, +by,) sorozat hatdrértéke az alabbiak
szerint alakul:

AeR|A=4x0 | A= -
BeR |A+B 400 —00
B =400 | 400 400 ?
B=—->| —c ? —00

Ha a, — A és b, — B, akkor az (a, - b,) sorozat hatdrértéke az aldbbiak szerint
alakul:

A>0|A=0|A<0|A=40 | A=—
B>0 | A-B 0 A-B +00 —00
B=0 0 0 0 ? ?
B<0 | A-B 0 A-B —00 400
B=+40c0| 4+ ? —00 +00 —00
B=—-00| —0 ? +00 —00 400
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Ha a, — A és b, — B, akkor az <“—") sorozat hatarértéke az aldabbiak szerint alakul:
0

A>0]|A=0|A<0|A=40 | A= -0
B>0 | A/B 0 A/B +00 —00
B=0 ? ? ? ? ?
B <0 A/B 0 A/B —00 400
B =+o00 0 0 0 ? ?
B=-c 0 0 0 ? ?

Ahol a tablazatokban ? szerepel, ott tobbfajta eshetdség van — ezeket a gyakorlatokon
részletezziik. Alljon itt néhany kiragadott példa!

3.53. Példa. Ha a,, — 0 és b, — +oo (vagy b, — —o0), akkor az a, - b, sorozat
hatarértéke barmi lehet, és az is elofordulhat, hogy a szorzatsorozatnak nem létezik
hatarértéke. Példaul, elore rogzitett A szamhoz tartd sorozatot kapunk az

A
ap,=—, b,=n (neN)
n

valasztassal, hiszen ekkor a,, - b, = A a konstans A sorozat.
Ha

1
an = —, by=n* (neN),
n

akkor a, - b, = n — +o00, ha pedig

1
an = ——, by, =n?
n

(n €N),
akkor a,, - b, = —n — —o0.
A szorzatsorozatnak nem létezik hataértéke példaul az alabbi esetben:
_1)n
an:u, b, =n (né€N),
n

mivel a, - b, = (—1)™.

A R halmazbeli miiveleteket az alapjan szoktdk definidlni, ami a fenti tablazatokban
a megfelel6 hatarértékkel rendelkez6 sorozatok kozotti miiveletekre érvényes.
A végtelen hatarérték és a rendezés kapcsolatarodl szol az alabbi allitas.

3.54. Allitas.

1. Ha a, — 400 és (b,) olyan sorozat, hogy egy indextdl kezdve b, > a,, akkor
b, — +o0.

2. Ha a, — —oo és (b,) olyan sorozat, hogy egy indexrtdl kezdve b, < a,, akkor
b, — —0.

Bizonyitds. Az olvaséra bizzuk. n
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3.8. Sorozatok koézépsorozatai

3.55. Definicié. Legyen (a,) egy pozitiv tagi sorozat, vagyis a, > 0 minden n-re.
Képezziik ekkor (a,)

o szamtanikézép-sorozatdat mint

a a Qp,
A, = e S , n€ENT:
n

o mértanikézép-sorozatdt mint

Pp— n +-
Gy, :=a-ay---- a,, mné&eNT;

e harmonikuskézép-sorozatat mint

3.56. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy pozitiv tagi sorozat monoton névé, akkor mértani-
és harmonikuskozép-sorozata is monoton novo!

3.57. Tétel. Ha a, — A (A € R), akkor a fent definidlt kézépsorozatai is mind A-hoz
tartanak, tehdat

A, — A G,— A, és H, — A

Bizonyitds. 1. Legyen elészor a, — 0. Megmutatjuk, hogy (A,), (G,) és (H,) is 0-hoz
tart.
Legyen ¢ > 0 rogzitve. Ekkor £/2-hoz 1étezik N; kiiszobindex, hogy

Vn > Ny esetén |ay| < % (3.8)

Rogzitsiik le Nyj-et! Ekkor |a| + |az| + - - - + |an, | konstans. Ezért €/2-hoz létezik olyan
Ny € N, hogy Vn > N, esetén

lat| + |as| + -+ + |an,| €
< —.
n 2

Legyen N := max{Ny, No}. Ha n > N, akkor (3.8) és (3.9) alapjén

ap+---an, +an, 1+ +a, <\a1|+---+!aNl\+\aN1+1|—|—~~-+\an\
n B n n
e/2-(n— N e €/2-n
L2 =N e e/

€
2 n 2

(3.9)

|An| -

< =Ec.
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Ez bizonyitja az A, — 0 &llitast. Az[[.12] Tétel alapjén
0<H,<G,< A, neN,

ezért a[3.15 Tételbdl (Rendér-elv) kdvetkezik, hogy G,, — 0 és H,, — 0 is teljesiil.
2. Legyen most a,, - A € R\ {0}, és mivel a,, > 0, azért A > 0. Ekkor

n n
e —A+ay-A+--+a, - A < la; — Al + |ag — A| 4+ -+ + |a, — A
B n o n
A kapott felsé becslés a (b,) := (|a, — A|) 0-hoz tarté sorozat szémtanikozép-sorozata,

ami 1. alapjan 0-hoz tart. gy |A, — A| — 0, vagyis a,, — A.

Maésrészt + — %, és igy az elobbieket az (ai) sorozatra alkalmazva kapjuk, hogy

an n

I 1 - n )
a4y = H, = = A
n A % R ai
Az[1.12] Tétel és a[3.15 Tétel (Rendér-elv) miatt G, — A is igaz.

3. Mar csak az A = 400 eset van hatra. A |3.52, Allitas 7. pontja alapjan t — 0.
Ezért a bizonyitas 1. része miatt

ai_f_..._f_aL n

mivel (H,) pozitiv tagu sorozat (Id. a . Allités 8. ont/ja). Kihasznélva, hogy 0 <
H, < G, < A, és H, — +o0, valamint alkalmazva a [3.54] Allitést kapjuk, hogy

G, — +o0 és A, — +00.
O

3.58. Feladat. Mutassunk olyan divergens sorozatot, amelynek szamtanikozép-sorozata
konvergens!

3.59. Példa. Legyen

1
ap = :
Vn!
Mi az (a,) hatarértéke?
Nyilvan
1 1
V1 2w

vagyis (a,) mértanikdzép-sorozata az (1) sorozatnak. Ezért am Tétel alapjan a,, — 0.

n
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3.60. Példa. Legyen
n

ap 1= —

n!’
Mi az (a,) hatarértéke?

Vegyiik észre, hogy a (3.1]) egyenléségben definialt (e,,) sorozatbdl képezett mértanikozép-
sorozat a kovetkezo alaku:

2 32 nn1 (n+1)" n+1
1 22 (n —1)n-1 YUl

ami a [3.57] Tétel alapjan e-hez tart. Ebbél
n n+1

— > l-e=c.
n-+1 v n!

Ay =

3.9. Nevezetes sorozathatarértékek

1. )
lim — = 0.
n
Bizonyitas. Ld. a 3.8 Allit4st. O
2.
lim /n = 1.
Bizonyitds. A szdmtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséghdl (1d. az m Té-
telt) n > 2-re
in _Vn+yn+n—2 2
1< {/n= . 11 < <l+—=—=1+0=1.
<3n=(Vn-vn - )< - - NG +
Innen a[3.15] Rendér-elv alapjén kovetkezik az allitas. O
3.

lim/a=1 (a€R").

Bizonyitds. Az Arkhimédészi axiomabol kovetkezik, hogy AN € N : % <a < N.
Ezért n > N esetén

1 1

—<a< N<n= — < Vva< yn.

N <@ <n T Va < /n

Innen a 2. pont és a[3.15] Rendér-elv alapjan kovetkezik az &llitas. ]
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0, lq| < 1,

. n 17 q: 17
limq¢" =
+o0, ¢qg>1,

Bizonyitds. Ha 0 < ¢ < 1, akkor konnyen lathatd, hogy (¢™) (szigortan) mono-
ton fogyd, tehdt a Tétel szerint az infimumdhoz tart. Ha ¢ > 0 infimuma
volna, akkor ¢" > a, vagyis ¢ > a volna, amibdl hatdrértéket véve ¢ > 1 — ez
ellentmondas. Tehat a = 0, és igy ¢" — 0.

Ha —1 < g < 0, akkor az el6bbiek szerint a sorozat abszolit értéke, igy maga a
sorozat is 0-hoz tart. Ha ¢ > 1, akkor (%)” = qin — 0, és ebbdl ¢" — +o00, mivel a
sorozat pozitiv tagi. A ¢ < —1 esetben a sorozatnak van +oo-hez és —oo-hez tarto
részsorozata. ]

lim (n*-¢") =0 (k€Z|q <1).

Bizonyitdas. Elég belatni a 0 < g < 1 esetre. Mivel

" 1k. n+1 1 k
a+1:(n+k) q :<1_|__> g l-g=q<1,
Qn ne .- qn n

ezért elég nagy n-re “”—:1 <1, igy

a

Upt1 < Ap.

Tehét a sorozat egy indextél kezdve (szigorian) monoton fogyd, igy az infimumahoz
tart. Ha a > 0 alsé korlatja lenne, akkor

a<nt q" <= Va < (Yn)F-q

volna, amibol hatarértéket véve

1<gq
kovetkezne — ez ellentmondas. ]
nk
lim— =0 (k€Z,a>1).
an
Bizonyitds. Azonnal adédik az el6zébdl g = % jeloléssel. O
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n

. a
hmH:O (a>1).

Bizonyitds. Han > [a] +1=: N ([a] az a egészrésze), akkor ¢ < 1. gy n > N-re

" ooag-a---a a¥ a a a aV N

0<d = - D O [P N
n' 1-2.-.n N! N+1 N+2 n NI n N! n '
Innen a [3.15] Rendér-elv alapjén kovetkezik az allités. O
n!
lim— =0
nn
Bizonyitas.
! 1-2-. 1 1
O<n_: n§_11:_7
nn" n-n n n n
és Rendor-elv. O

lim (1 + f) =e* (reR).
n
(A valds kitevé pontos értelmezését 1d. a kovetkezd szakaszban.)

Bizonyitds. Legyen a, — 400 tetsz6leges sorozat. Ekkor, ha [a,] jeldli az a,, egész-

részét,
1 [an] 1\ 1\ lanl+1
14+ — <14 — <|14-— .
la,] + 1 an, [a,]

A bal ill. jobb oldalon az ((1 + %H)”) il ((1 4 2)"*1) egy-egy részsorozata 4ll,
melyek mindegyike a [3.14] Definicié szerint e-hez tart, tehat

(o)
1+ — — e.
ap

Ha z > 0, akkor a, := % — +o0, ezért az elézdek és a késdbb beldtandé [3.69

Allités alapjan
(1+£> = <1+;) ] — e”.
n z

A negativ x esete hasonléan gondolhaté meg. O
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10.

. 11 1 1
hm(1+ﬁ+§+'--—|—a)—hmzﬁ—e. (3.10)
k=0

Bizonyitas. Fejtsiik ki az (1 + %)n kifejezést a Binomialis tétel szerint!
1+ \" _(n n n 1 n n 1 n n 1 N n n 1
n) \0 1 n 2/) n? 3) nd n) n"
1 —1) /1)\? —1D(n-2) /1\°
(LY =D (1Y =D m=2) (1)
n 21 n 3! n
N C I I N E T
BRTRT n/ 2 n n/ 3l
4_(1_1) (1_2>...(1_”_1)l
n n n n!

A (3.11) kifejtésbdl vildgos, hogy

1\" 1 1 1 1 "1
1+—) <=4 —4+—+F- 4 — = —

(3.11)

amibdl hatarértéket véve

A masik iranyu egyenlotlenség bizonyitasdhoz tekintsiink egy tetszdleges tagot

a (3.11)) kifejtésben:
1 2 k—1\ 1
1—=)(1=-=)-(1- - 3.12
(=) (=2) 050 612

Most rogzitsiik le k-t! Vildagos, hogy n — oo esetén a (3.12)) kifejezés 1/k!-hoz tart.
Ha n olyan, hogy k < n, akkor (3.11)) alapjan

1+1 n>1+—1+ 1 L 1+ +(1 L 1 2 1 1)1
n) —0 1! n) 2! n n n k!

Az n — oo hataratmenetet elvégezve kapjuk, hogy

> 1 1 1 1
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Mivel k tetszoleges volt, ezért

. 1 1 1
e > lim (1+——|——+.-.+_>

is teljesiil, amivel a bizonyitas teljes. m
11.
lim L _ 0
Unl
Bizonyitas. Ld. a|3.59, Példat. O]
12.
lim —— = ¢
Vnl
Bizonyitdas. Ld. a|3.60, Példat. O

3.61. Feladat. Igazoljuk az alabbiakat!
1. Ha a pozitiv tagi (a,) sorozatra lima, = A € RT, akkor lim /a,, = 1 teljesiil! Mi
a helyzet, ha (a,) hatérérteke 0 vagy végtelen?

2. Ha az (a,) sorozatra lima,, = A € R, ahol |A] < 1, akkor lima! = 0. Mi a helyzet,
ha |A| > 17

3.10. Valés szamok valés kitevoji hatvanyai

Az [1] fejezet végén volt sz6 valés szdmok raciondlis kitevés hatvényairdl, amelyeket
a kozépiskolaban megismert mdédon vezettiink be. Most a sorozathatarérték fogalmanak
ismeretében definidlni tudjuk egy (pozitiv) szdm tetszoleges valds, igy irracionélis kitevos
hatvanyat is ugy, hogy a hatvanyozastél ,elvart” tulajdonsdgok érvényben maradjanak.
A definicidhoz sziikségiink lesz a kovetkezé allitasokra.

3.62. Allitas. Legyen r,s € Q, r < s. Ha a > 1, akkor
a” < a’®,
ha pedig 0 < a < 1, akkor
a” >a’.
Legyen 0 < a <bésr e Q. Har >0, akkor
a" <b,
ha pedig r < 0, akkor
a" >b".
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Bizonyitds. Legyen elészor a > 1. A hatvanyozas azonossdgaibdl és a valds széamok (r6.)
rendezési tulajdonsagabol kovetkezik, hogy

T

a"<adel<a,
ezért elég beldtni, hogy ha p € Q, p > 0, akkor a” > 1. Legyen p = ™, m # 0. Ekkor

m

a’ = Van.

Mivel a > 1, azért szintén a hatvéanyozas azonossdgaibol és a rendezés (r6.) tulajdonsa-
gabodl kovetkezik, hogy a™ > 1 is teljesiil. Tegyiik fel indirekt, hogy 3/a™ < 1. Ekkor az
elébbiekhez hasonlé meggondolassal

("{/a”) =a" <1,

ami ellentmondas. Tehéat a? = V/a™ > 1.
Ugyanigy lathato be az 0 < a < 1 eset is.
Ha 0 < a < b, akkor

a

b T
a" <b<—=1< <—> ,
ahol 3 > 1 ésr > 0. Tehat az allitas a bizonyitas elso része alapjan addédik. Hasonléan
gondolhat6 meg az r < 0 eset is. [
Az Arkhimédészi axioma kovetkezménye lesz az alabbi allitas.

3.63. Allitas. Haz € R tetsz6leges, akkor taldlhatd olyan (rn) C Q raciondlis szdmokbol
allo szigorian monoton novd sorozat, melyre r,, — x.

Bizonyitds. Az|l.41] Kévetkezmény azt mondja, hogy minden (nemelefajulé) nyilt inter-
vallumban, igy az (z — 1, z) intervallumban is van racionalis szam. Ezért

dry € (x—1,2)NQ.

Vildgos, hogy (r1,z) N (z — 1, x) egy nyilt intervallum. Ezért igaz, hogy

1
Iry € (ry, ) N (z — i,x) NQ.

Hasonléan,
1
drsy € (ro, ) N (z — g,x) N Q.
Folytatva az eljarast, kapjuk racionalis szamoknak olyan ry,ro, 73, ... szigorian monoton

novo sorozatat, melyre

1
T— =<1, <T =T, — T
n
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3.64. Definicié. Legyenek a € RT és x € R tetsz6leges szamok. Ekkor a fentiek alapjén
létezik (r,) C Q raciondlis szamokbdl 4ll6 szigorian monoton névé sorozat, melyre r,, —
x. Az (a™) sorozat a Allitas szerint monoton. Tovabbd, korlatos is, hiszen barmely
qg > x, ¢ € Q esetén a? egy felso, ill. alsd korlatja, attdl fiiggden, hogy a > 1 vagy
0 < a < 1. Tehat (a") konvergens. Definidlja

a® = lima™

Be kell latnunk még, hogy a fenti definicié nem fiigg az (r,,) sorozat megvélasztésatol.
Ehhez az alabbi allitast gondoljuk meg, mely az

Va—1 (a>0)
nevezetes sorozathatarérték altalanositasat mondja ki.

3.65. Allit4s. Legyen (rn) C Q, 7, — 0 raciondlis szamokbdl dllo nullsorozat és a > 0
tetszoleges. Ekkor
am — 1.

Bzzonyztas Legyen € > 0 rogzitve. Tudjuk, hogy an — 1 és ezért a reciproksorozatra
a n — 1. Igy e-hoz létezik olyan N € N, hogy Vn > N esetén

av,awe(1—¢, 14¢)

Specialisan,
1 1
av,a" N € (1—¢, 1+¢). (3.13)

Mivel r,, — 0, ezért % > 0-hoz 1étezik olyan K € N7 kiiszobindex, hogy Vk > K esetén

L1
——<r —.
N T FSN

A 1’ tartalmazasbdl és a . Allitasbol kapjuk, hogy a > 1 esetén

1

l—e<a v <a”€<a%<1+5, k> K.

Tehat ¢ > 0-hoz taldltunk olyan K € N7 kiiszobindexet, hogy Vk > K esetén a™ €
(1—¢, 1+4¢), ezért a™ — 1.
A 0 < a <1 eset konnyen meggondolhaté abbdl, hogy ilyenkor % > 1. n

3.66. Kovetkezmény. Az a® hatvdny . Definicidja nem fiigg az x-hez tarté (szi-
gorian monoton nivd) raciondlis szamokbdl dllé sorozat megudlasztdsdtol, tehdt tetszd-
leges (1), (gn) C Q, 1, — x és g, — x szigorian monoton novd sorozatok esetén
lima™ = lim a?.

66



Bizonyitds. Ha r, — x és ¢, — x a fenti tulajdonsdgu, akkor s, := r, — q,, n € Nt
definiciéval (s,) C Q és s, — 0. Az el6z6 allitds alapjan

arn
=am" " =a°" — 1.

CLQn
Mivel (a™) és (a?) is konvergens, és a hanyadosuk 1-hez tart, ezért a hatdrértékiik
megegyezik. O]

A sorozathatarérték és miiveletek kapcsolatabol adodik, hogy a fent definidlt valos
kitevos hatvanyozas megorzi a hatvanyozas ismert azonossagait.

3.67. Allitas. Legyenek a,b € RT. Ekkor a hatvdnyozds azonossdgai érvényben marad-
nak valos kitevds hatvanyokra is, tehdt barmely x,y € R esetén

1. a* - a¥ = a"tY;
2. a0 = (a-b)*;
3. (a®)¥ =a™¥;

4. a7 =21,

Tovabba, érvényben maradnak a . Allitdsban kimondott rendezési tulajdonsdgok is
r,s € R esetén.

Bizonyitds. Az 1. éllitast bizonyitjuk, a tobbi hasonléan megy. Legyenek (7,), (¢,) C
Q, rn, = x és q, — y tetszbleges szigorian monoton névo sorozatok. Nyilvan 7, +
Gn — T +y és (r, + ¢,) szigorian monoton nové. A definicié alapjan, és kihasznalva a
sorozathatarérték és miuveletek kapcsolatardl tanultakat:

a®-a¥ = (lima™) - (lima?) = lim (a’" - a®) = lim """ = ¢**Y,
ahol alkalmaztuk a raciondlis kitevos hatvanyozas azonossagat. [

Ezen allitas egyik kovetkezménye, hogy a tovabbiakban, ha a”-et akarjuk kozeliteni,
vehetiink tetszéleges (z,,) C R, z,, — x sorozatot is.

3.68. Kovetkezmény. Ha a > 0 és x, — x tetszdleges valds sorozat, akkor
a’™ — a”.

Bizonyitds. A hatvanyozas azonossagai miatt
a*"

a™ = a® = =g " = 1.

aa:

Tudjuk, hogy =z, —x — 0 és a Allités bizonyitasaval analég médon lathatd, hogy
a®~* — 1 teljesill (a bizonyitdsban sehol sem hasznéltuk ki, hogy a kitev6k racionali-
sak!). O
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Végiil belatjuk, hogy a|3.29, Kovetkezmény is altalanosithatéd valds kitevore.

3.69. Allitas. Legyen (a,) walds szdmsorozat, an,, A > 0 és a, — A. Ekkor bdrmely
xr € R esetén
a;, — A",

Bizonyitas. Legyen eloszor x > 0. Elég megmutatni, hogy

a” an\ %
2= (3) ~b

Qnp,
= — 1.
b, T —

Belatjuk, hogy b> — 1. Legyen 0 < ¢ < 1. Ekkor felhasznélva, hogy % > 0, és alkalmazva
a . Allitas utolsé kijelentését kapjuk, hogy

ahol

1

(1—e)r <1< (l+e)x.
Mivel b, — 1, ezért létezik N € NT, hogy n > N esetén
(1—e)r <b, < (1+e)s,
amibdl, szintén a rendezési tulajdonsagokat felhasznalva az x > 0 valds kitevore,
l—e<b, <l+e.
Tehat barmely € > 0-hoz 1étezik olyan N kiiszobindex, hogy n > N esetén
bre(l—g, 1+¢),

ezért by — 1.
Az x < 0 eset kovetkezik abbdl, hogy egy 1-hez tarté sorozat reciproka is 1-hez
tart. [

3.11. A valés kitevojii hatvanyok egy masik lehetséges
értelmezése

A kovetkezékben az a® (a > 0,z € R) alaki hatvinyok értelmezésének egy masik
lehetséges maédjat vazoljuk. Természetesen csak az értelmezés menete kiillonbozik a fenti-
ektol, a végeredményben nyert konstrukcié ekvivalens a korabbival, amely az alabbiakban
ki is fog deriilni .

Az otlet a kovetkezo: el6szor az e hatvanyt értelmezziik tetszoleges valés x kitevo-
re. Ezt kovetéen megmutatjuk, hogy az exp: R — R, expz := e” (természetes alapu)
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exponencialis fiiggvény szigorian monoton nové és az értékkészlete RT, igy értelmezhet-
jiikk az inverzfiiggvényét, amelyet természetes alapt logaritmusfiiggvénynek neveziink:
In: Rt — R. Ekkor a® := exp(zlna) = e*¢ amely dsszhangban van a hatvanyozéstdl
elvart azonossagokkal.

A fentiek kivitelezése tobb 1épésben torténik. Elso 1épésként értelmezziik az exp fiigg-
vényt! A 3.5 Példa elsd részének szinte szé szerinti megismétlésével beldthatd, hogy

n

sorozat elég nagy n-tél kezdve (nevezetesen n > —z esetén) szigorian monoton nove-
ked6. Masrészt ugyancsak nem nehéz igazolni, hogy a sorozat feliilrol is korlatos, igy
konvergens. Legyen x € R esetén

T n
expx = lim (1 + —) .
n—o00 n

Vegyiik észre, hogy exp(0 = 1, tovabbd expl = e a [3.14. Definicié alapjan. Nyilvan
expr > 0 is teljesiil minden valés = szamra, hiszen a fenti sorozat pozitiv és monoton
novo, ezért a hatarértéke is pozitiv.

Masodik 1épésben az imént definidlt exp fiiggvény néhany tulajdonsagéat igazoljuk.
A Bernoulli-egyenlétlenség felhasznalasaval nem nehéz beldtni, hogy tetszéleges |z| < 1
esetén minden elég nagy n-re

X

1+x§(1+f) <14+
n

)

l1—=x

¢és igy hataratmenettel
1+gz:§expgz:§1+1L (Jz| < 1). (3.14)
—x

A fenti egyenl6tlenségeknek, és a Rendor-elvnek azonnali kévetkezménye, hogy tetszole-
ges h, — 0 sorozatra

ha\" .
(1—1——) —1 és exph, — 1.
n

Ekkor azonban az

n n 2\ " —:B_Q "
(5 (-5 = (1-2) :<1+ )
n n n n
Osszefiiggésben elvégezve a hataratmenetet kapjuk, hogy

expx - exp(—z) = 1.
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Teljesen hasonlé modon igazolhatd, hogy tetszoleges z,y € R esetén
expx - expy = exp(x + y).
Ennek alkalmazasaval rogton adodik, hogy h,, — 0 esetén
exp(z + h,) =expx -exph, — expx (3.15)

(amely kés6bb az exp fiiggvény folytonossdgéat fogja jelenteni). Masrészt pedig n € N
esetén

expn=exp(l+14+---+1)=expl-expl----- expl =e”.

n darab n darab
Sot,
q
(exp2> :exp(g_i_]_?_'_..._i_g):expp:ep,
q q q q)

qd;rrab
tehat

p r

eXp — = eq.

Mindez azt jelenti, hogy az exp fiiggvény a raciondlis szamok halmazan megegyezik e
racionalis kitevoji hatvanyaival, igy az exp fiiggvény megfelel az elvarasainknak, az e
valds kitevdjii hatvanyait értelmezi.

Kovetkezzen most az exp fliggvény néhany tulajdonsaga. Vegyiik észre, hogy = < y
esetén a (3.14) egyenlotlenség alapjan

expy =exp(x+y—z) =expx- (exply —x) >expz-(1+y—x) >expu,
tehat az exp fiiggvény szigorian monoton novo, ezért injektiv. Megmutathato, hogy az
értékkészlete R™. Ennek lényege, hogy adott y € R esetén a
H:={reR:expzr <y}

halmaz nem iires és feliilr6l korlatos, ezért ¢t := sup H € R. Igazolhatd, hogy expt = y.
Ezzel tehét azt kaptuk, hogy exp: R — R* bijekcid, igy van inverze, amelyet természetes
alapt logaritmusfiiggvénynek neveziink: In: R* — R. Legyen ekkor a > 0,z € R esetén

xT

a” = exp(zrlna) = e

A fentiek alapjan konnyen lathato, hogy a valés kitevojii hatvanyok ily médon vald értel-
mezése Osszehangban all a hatvanyozastdl elvart tulajdonsagokkal. Végiil megemlitjiik,
hogy a (3.14)) egyenl6tlenségbdl dtrendezéssel az is kovetkezik, hogy h,, — 0 esetén
exph, —1
hn,

(ami kés6bb az exponencidlis fiiggvény 0 pontbeli differencidlhatdsédgat fogja jelenteni).

—0
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4. fejezet

Fiiggvények hatarértéke és
folytonossaga

Egy fliggvény hatarértéke az a pontban A, ha az a-hoz kozeli helyeken a fiiggvény
A-hoz kozeli értékeket vesz fel. Itt az a pontbeli fiiggvényérték nem érdekes, lehet, hogy
a filggvény nincs is értelemzve a-ban. Egy fiiggvény folytonos az a pontban, ha az a-hoz
kozeli helyeken a fliggvény f(a)-hoz kozeli értékeket vesz fel. Vagyis az argumentum kis
valtozéasa az értékek kis valtozasat eredményezi.

4.1. Torlédasi pontok

Az elézé fejezet Definici6janak megfeleléen jeldlje a tovabbiakban
R:=RU{4+oc}U{~00}

az un. kibovitett szdmegyenest.
Idézziik fel, hogy az Definicioban bevezettiik egy a € R szam r > 0 sugaru
kérnyezetét mint a
K.(a)=(a—ra+r)
nyilt intervallumot. Bar a +o00 és —oo nem valds szamok, sziikségiink lesz a , kornyezetiik”
fogalmara, melyeket nemkorlatos intervallumokként értelmeziink. Legyen r > 0 pozitiv
szam, ekkor

r

Ky (~o0) = (—oo,—%) -

Vildgos, hogy a fenti jeloléssel, ha r > 0 kicsi és z € K,.(+00), akkor z ,kozel van” a +oo-
hez. Tovabbé az is konnyen ldthatd, hogy egy (a,) sorozat A € R (véges vagy végtelen)

K, (+00) := (l,+00) ,

71



hatarértékének fogalma a fenti kornyezetek segitségével egyszeriien definidlhaté az alabbi
modon.

4.1. Definicié. Az (a,) sorozat hatarértéke A € R, ha
Ve > 0 szamhoz létezik N € N kiiszébindex, melyre Vn > N esetén a,, € K. (A).

Bevezetjik még egy a pont r > 0 sugaru un. kipontozott kirnyezetét, mely az a-n
kiviili valés szamokat tartalmazza az r sugaru koérnyezetbdl, vagyis

K.(a):=(a—7r,a)U(a+7), haaeR, (4.1)

R (100) = I (400) = (1,400 (42)

R (=00 i= Io(-00) = (=001 ). (43)

4.2. Definicié. Legyen H C R tetsz6leges halmaz. Azt mondjuk, hogy egy a € R pont
torlodast pontja H-nak, ha
minden r > 0 esetén K,(a) N H # 0,

vagyis ha az a pont tetszoleges kornyezete tartalmaz téle kiilonbozé H-beli elemet.

Egy H C R halmaz torlodési pontjainak halmazat jelolje H'.

Konnyen ldthato, hogy ha a € H', akkor a € H és a ¢ H is el6fordulhat (pl. a = +o00
vagy a = —oo is lehet).
4.3. Példa. Ha H = N, akkor H' = {400}, tovdbbd ha H = [a,b|, akkor H' = [a, b].
Mésrészt, ha H véges halmaz, akkor meggondolhatd, hogy H' = ().
4.4. Feladat. Legyen H = Q. Mi lesz a H' halmaz?
4.5. Feladat. Igazoljuk, hogy ha K C R feliilrél nem korldtos, akkor oo € K’ teljesiil!

Az alabbi allitds a torlédasi pont egy fontos ekvivalens definiciéjat fogalmazza meg.

4.6. Allitas. Legyen H C R tetszéleges halmaz, a € R. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekviva-
lensek.

1. a € H;

2. létezik olyan (h,) C H sorozat, melyre h,, # a (n € N) és h,, — a.
Bizonyitds. 1. = 2.: Tegyiik fel, hogy a € H' teljesiil. Legyen
h, € K; (a) NH
tetszoleges elem, ilyen a torlodasi pont definicigja alapjan létezik. Vilagos, hogy az igy
kapott (h,,) sorozat kielégiti a kivanalmakat.
2. = 1.: Mivel h,, — a, ezért Vr > 0 esetén létezik N € N, hogy minden n > N esetén

hn, € K.(a). A feltételek miatt n > N esetén h,, € K,(a) N H is teljesiil, ezért Vr > 0
esetén K,(a) N H # 0, igy a valéban torl6dasi pontja H-nak. ]
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4.2. Fiiggvény hatarértéke

Vizsgédljunk meg harom, egymashoz nagyon hasonlé fiiggvényt!
Legyen
fi:R=R fiz):=z+2, (1] dbra)

-4 (z—-2)(z+2)

fo:R\{2} = R fo(z) = = p— =z+2, (4.2, dbra)
fi:R—>R f3(z) = {‘f”’ Ezzi; dbra)
Yy fl Y f2 Y f3
A

R R ) &

1r----- *
4.1. abra. 4.2. 4bra. 4.3. abra.

A fiiggvények a := 2 pont koriili viselkedésére vagyunk kivancsiak. Az f; fiiggvény
esetén jol lathat6, hogy ha x kozel van a 2-hoz, akkor az fi(x) = x + 2 értékek kozel
esnek a 4-hez, amely éppen f;(2).

Az fy figgvény ugyan nincs értelmezve a 2-ben, de ha = kozel van a 2-hoz, az fo(x) =
x + 2 értékek egy szam, ebben az esetben a 4 koriil keveset ingadoznak.

Az f3 fiiggvény a 2-ben is értelmezve van. Ha x kozel van a 2-hoz (de x # 2), akkor az
fs(z) = x + 2 értékek (az fi és f, fiiggvényhez hasonléan) a 4 koriil keveset ingadoznak
(fiiggetleniil attdl, hogy f(2) =1).

A példakban tapasztalt jelenségek nyoman alakitjuk ki a fiiggvény hatarértékének
fogalmat.

Az f fiiggvény a pontbeli hatarértékének fogalméat olyan pontokra értelmezziik, me-
lyek ,elég kozel” vannak az értelmezési tartomanyhoz, de annak nem feltétleniil elemei,
vagyis melyek D(f)-ben vannak.

4.7. Definicié. Legyen f: R — R és a € D(f) az értelmezési tartomény egy torlodasi
pontja. B
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke a-ban A € R, ha

Ve > 0 esetén 30 > 0, hogy ha 2 € K;(a) N D(f), akkor f(z) € K.(A),
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vagyis a-hoz ,elég kozeli” (értelmezési tartomédnybdl val6) pontok esetén a fiiggvényérté-
kek kozel vannak A-hoz.
Jelolésben:
lignf = A vagy glclgi f(z)=A.

Fontos megjegyezniink, hogy amennyiben a € D(f) N D(f), vagyis a az értelmezé-
si tartoméanynak is eleme, a definicié nem fiigg a fiiggvény a-ban felvett helyettesitési
értékétol, f(a)-tol!

Tovabba, azért koveteltiik meg, hogy a az értelmezési tartomany torlédasi pontja
legyen, hogy igy (barmely § > 0 esetén) Ks(a) N D(f) tartalmazzon (legalabb egy) =
elemet.

4.8. Feladat. Fogalmazzuk meg a fenti definici6 0sszesen 9 specidlis esetét aszerint, hogy
a € R, a =400 vagy a = —o0, illetve A € R, A = +00 vagy A = —o0!

Nézziik meg példaként az a € R, A € R esetet! A definicié az aldbbi format olti:

lignf =AcR<«—=
Ve > 0-hoz 3§ > 0, hogy ha = € (a — d§,a + ) N D(f), © # a, akkor f(x) € (A—¢e, A+¢).
Masképp,

hflnf =AeR«—=

Ve > 0-hoz 3§ > 0, hogy ha 0 < |z —a| < 9, x € D(f), akkor |f(z) — A| <e.
Nézziik meg az a € R, A = +00 esetet is! A definicié az alabbi format olti:

licrlnf = 400 <=

1
Ve > 0-hoz 30 > 0, hogy ha = € (a — d,a + ) N D(f), © # a, akkor f(x) > o

(Vilagos, hogy itt € helyett K > 0-t és f(z) > K-t is irhattunk volna.)
A szakasz elején 1év6 példdban

Példa végtelen hatarértékre:

o1
lim — = 0.
x—0 xQ

A kovekezd fontos tétel a fiiggvényhatarérték fogalmat ,viszi at” sorozathatarérték
fogalmara, ezért a neve Atviteli elv.
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4.9. Tétel (Atviteli elv fiiggvényhatérértékre). Legyen f: R — R, a € D(f) és A € R.
Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

1. lim f = A;
2. minden (z,) C D(f), xn, # a (n € N), x,, — a sorozat esetén f(x,) — A.

Bizonyitdas. 1. = 2.: Legyen (x,) C D(f), x, # a, v, — a tetszbleges sorozat (ilyen
létezik a € D(f) és a 4.6/ Allitds miatt!). Legyen adva € > 0. Mivel 1. szerint lim f = A,
a

ezért a definicié alapjan
e > 0-hoz létezik § > 0, hogy ha z € K;(a) N D(f), akkor f(z) € K.(A).  (4.4)
Masrészt, z,, — a miatt
d > 0-hoz létezik N € N, hogy Vn > N esetén x,, € Ks(a).

Mivel a feltétel szerint , # a, z, € D(f) is teljesiil, ezért n > N esetén z, € Ks(a) N

D(f), és igy (1) miatt
f(x,) € K.(A), n>N.

Tehét adott e-hoz taldltunk olyan N € N kiiszobindexet, hogy n > N esetén f(x,) €
K .(A), ezért f(z,) — A teljesiil.

2. = 1.: Tegyiik fel, hogy 2. teljesiil. Indirekt tegyiik fel, hogy f-nek A nem hatéarér-
téke a-ban. Ekkor

1 .
Jde > 0, hogy minden — > 0 esetén taldlhat6 olyan x, € K1 (a) N D(f),
n n
melyre f(z,) ¢ K.(A).

Igy kaptunk egy (z,) C D(f), 2, # a, T, — a sorozatot (hiszen x, € K1(a)), melyre
f(z,) - A (hiszen f(x,) ¢ K.(A) minden n-re), ami ellentmond 2-nek. O

4.10. Kovetkezmény. Adott pontbeli fiigguényhatarérték egyértelmi. Tehdt
limf=Aéslimf=B=— A=B.

Bizonyitds. Kovetkezik a [3.11] és a [3.47 Megjegyzésekbdl és a [4.9 Tételbol. O

4.11. Példa. Egyszerii példa olyan fiiggvényre, amelynek nem létezik hatarértéke egy
pontban, az eljelfiiggvény f(z) = sgn(z) a2.2.5] alszakasz 2. példdjabol.

1)



Ennek az a = 0 pontban nincs hatarértéke, hiszen ha x, = % — 0, akkor f(x,) =
1 — 1, viszont ha z, = —% — 0, akkor f(z,) = —1 — —1. Konnyen lathaté azonban,
hogy ez a fiiggvény sem ,teljesen csinya”, mert rendelkezik a kovetkezo tulajdonsaggal.
Ha z,, > 0, z,, — 0, azaz az (z,,) sorozat jobbrdl tart az a ponthoz, akkor f(z,) =1 — 1.
Hasonléan, ha =, < 0, =, — 0, azaz az (x,) sorozat balrdl tart az a ponthoz, akkor
flz,)=—-1— —1.

Az Atviteli elv egy kovetkezménye, hogy fliggvények véges hatarértékére megfogal-
mazhatunk a sorozat konvergencidjaval analég médon Cauchy-kritériumot (ld. a m
Tételt).

4.12. Tétel (Cauchy-kritérium fuggvényhatarértékre). Legyen f: R — R, a € D(f)'.
A kovetkezok ekvivalensek.

1. Létezik és véges a lim f hatdrérték.

2. Bdrmely e > 0 szdmhoz taldlhatd olyan § > 0, hogy minden x,y € Ks(a) N D(f),
esetén |f(z) — f(y)| < e.

Bizonyitds. 1. = 2.: Tegyiik fel, hogy létezik lim f = A € R. Ez azt jelenti a hatarérték

definicidja szerint, hogy

Ve > 0-hoz 38 > 0, hogy Vz € Ks(a) N D(f) esetén |f(z) — A| < g

gy ha 2,y € Ks(a) ND(f), akkor
£

2:6.

|f($)—f(y)|§|f($)—A|+|A—f(y)|<%+

2. = 1.: A [1.9) Atviteli elvet hasznaljuk. Elészor belétjuk, hogy ha (z,) C D(f),
T, # a, v, — a, akkor (f(x,)) Cauchy-sorozat. A sorozathatérérték definicija alapjan

V8 > 0-hoz AN € N, hogy Vn > N esetén z,, € Ks(a) N D(f).

Legyen € > 0 adva. A 2. feltételbdl kapjuk, hogy ehhez létezik megfelel6 6 > 0 szam.
Viélasszunk d-hoz az elobbiek szerinti N kiiszobindexet! Ekkor 2. alapjan

n,m > N esetén z,, 2, € Ks(a) ND(f) = |f(z,) — f(zm)] <e.

Tehét minden ilyen tulajdonsagu (z,) sorozatra (f(x,)) sorozat Cauchy-sorozat, igy
létezik lim f(x,) véges hatdrérték.

Azt kell meggondolnunk, hogy kiilénb6z6 (x,,) sorozatokra nem kaphatunk kiilonboz6
hatarértékeket (tehdt minden esetben ugyanaz az A szam lesz a hatdrérték). Legyen
(xn) € D(f), z, # a, x, — a sorozat — ehhez talalhat6 A € R, hogy f(z,) — A.
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Hasonléan, legyen (z,) C D(f), 2z, # a, z, — a. Az el6z6ek alapjan ehhez is talalhaté
B € R, hogy f(z,) — B.
Ekkor ,,6sszefésiilve” az (x,,) és a (z,) sorozatot kapjuk, hogy az alabbi sorozat

L1, 21y X2y, 225 « ooy Ty Zpy + v -
a-hoz tart. Az el6zbek alapjan kovetkezik, hogy

f(x), f(=1), f(za), f(22), ..., f(xn), f(2n), -

sorozat Cauchy-sorozat, azaz konvergens. Mivel a paratlan indexti részsorozata A-hoz, a
paros indexti B-hez tart, ezért a|3.33| Allitas miatt A = B. n

A fiiggvényhatarérték és miiveletek kapcsolata konnyen meggondolhato az Atviteli elv
és a sorozathatarérték és miiveletek kapesolatardl tanultak alapjan (1d. a Allitést).

4.13. Allitas (Fiiggvényhatéarérték és miiveletek). Legyenek f és g wvalds fiigguények,
legyen a € (D(f) ND(g)), és A, B € R. Tegyiik fel, hogy

limf=Aés limg= B.
Ekkor
Flim | f[ = [A],
tovabbad

Jlim(f +g) = A+ B, ha A+ B értelmes;
Jlim(f-g)=A-B, ha A- B értelmes.

Ha g # 0 az a egy kipontozott kérnyezetében, akkor

A A
Ellign (g) =5 ha 5 értelmes.

Az A és B kozotti miveleteket a Allitds alapjan értelmezzik.

Bizonyitds. A bizonyitdasok adodnak a Tételbol és a Allitasbol. Példaként nézziik
meg az f + g hatarértékének esetét! A [4.9] Tétel szerint elég megmutatni, hogy

ha (xz,) C D(f)ND(g),x, # a,x, — a akkor (f + g)(x,) = A+ B.
Mivel lim f = A és lim g = B, ezért aTétel alapjan igaz, hogy minden ilyen sorozatra
f(z,) = Aés g(x,) — B.
Alkalmazva a Allftast kapjuk, hogy ha A + B értelmes, akkor
lm(f + g)(z,) = lim (f(x,) + g(z,)) = A+ B.
]

A késébbiekben latni fogjuk, hogy az f o g kompoziciomivelet nem viselkedik ilyen
jol a fiiggvényhatarértékre nézve.
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4.3. Fiiggvény folytonossaga

Legyen fi : R = R, fi(z) =z, a:=2 (L4 4bra). Egy mdsik fiiggvény pedig legyen
a abran lathaté fo : R — R,

1, hax <2
fo(z) :=4¢ 2, haz =2
3, ha x > 2.
)
)
3T o—
fi@2) |- ‘ |
| fo2) |- --- ¢
i Q
2 x l
9 x
4.4. abra. 4.5. abra.

Lathaté, hogy az f; fliggvény olyan, hogy ha x kozel van az a := 2 ponthoz, akkor
az f1(z) = z fiiggvényértékek is kozel lesznek az f1(2) = 2 értékhez. Ugyanezt nem
mondhatjuk el az fy fiiggvényrol. Akarmilyen x szdmot vesziink is, amely kozel van
az a = 2 ponthoz (z # 2), az fo(x) fliggvényértékek elég tavol lesznek az fo(2) = 2
szamtol (biztosan 3-nél tavolabb). Az f; fiiggvény viselkedése nyomdn fogalmazzuk meg
a folytonossag fogalmat.

4.14. Definicié. Legyen f : R — R és a € D(f) az értelmezési tartomédny egy pontja.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos a-ban, ha

Ve > 0 esetén 3§ > 0, hogy ha x € Ks(a) N D(f), akkor f(z) € K.(f(a)),

vagyis a-hoz elég ,kozeli” (értelmezési tartoméanybdl valé) pontok esetén a fiiggvényér-
tékek kozel vannak f(a)-hoz. Ha H C D(f) olyan részhalmaz, hogy f minden a € H
pontban folytonos, akkor azt mondjuk, hogy f folytonos H-n. Ha H = D(f), akkor azt
mondjuk, hogy f folytonos (figgvény).

Figyeljiik meg, miben kiilonbozik ez a definicié a fuggvényhatérérték [4.7] Definici-
6jatoll Most megkoveteltiik, hogy a € D(f) legyen — értelmezési tartomanyon kiviili
pontban nem beszélhetiink a fiiggvény folytonossagarol. Masrészt, a definiciéban sze-
replé © € Ks(a) N D(f) pont © = a is lehet. Erre azonban trividlisan teljesiil, hogy
f(z) = f(a) € K.(f(a)), mivel itt A helyett f(a) szerepel.
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4.6. abra. Az a pontbeli folytonossig

A folytonossag egy masik, ekvivalens megfogalmazéasa a kovetkezd, mely a halmaz
fiiggvény altali 6sképét (1d. az Definici6t), valamint a kornyezet fogalmat hasznélja.

4.15. Definicié. Legyen f : R — R és a € D(f) az értelmezési tartoméany egy pontja.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos a-ban, ha az f(a) pont minden K (f(a)) kor-
nyezetére a K (f(a)) halmaznak az f fiiggvény &ltali ésképe, f~1 (K (f(a))) tartalmazza
az a pont egy kornyezetét.

4.16. Allitas. Ha a € D(f) ND(f), akkor
f folytonos a-ban <= Ilim f = f(a).

Bizonyitds. Rogton addédik a[4.7] és a [4.14] Definiciokbdl. O

A folytonossag definicidja segitségével a véges helyen vett véges hatarérték fogalma
is ujradefinialhaté az alabbi moédon.

4.17. Definicié. Ha a € D(f)' N R, akkor

" fiiggvény folytonos a-ban.

Hlignf = AcR < f(z):= {Z(x), ifz

Ha példdul D(f) intervallum, akkor a € D(f)' N D(f) teljesiil minden pontjéra.

Egyszertien meggondolhatd, hogy a Dirichlet-fligguény egyetlen pontban sem folyto-
nos.
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4.18. Megjegyzés. Ha a € D(f) \ D(f), vagyis 1étzik r > 0, hogy K,.(a) N H = {a},
akkor a un. izoldlt pontja D(f)-nek. Konnyen lathat6 a definicié alapjan, hogy ilyenkor
f mindig folytonos a-ban.

4.19. Tétel (Atviteli elv fiiggvény folytonossdgéra). Legyen f : R — R és a € D(f).
Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

1. f folytonos a-ban;
2. minden (x,) C D(f), x, — a sorozat esetén f(x,) — f(a).

Bizonyitds. Analég médon torténik, mint a Tételé.
1. = 2.: Legyen (z,,) C D(f), x, — a tetszdleges sorozat. Legyen adva € > 0. Mivel
1. szerint f folytonos a-ban, ezért a definici6 alapjan

e > 0-hoz létezik § > 0, hogy minden x € Ks(a) N D(f) esetén f(z) € K.(f(a)). (4.5)
Masrészt x,, — a miatt
d > 0-hoz létezik N € N, hogy minden n > N indexre z,, € Ks(a).

Mivel a feltétel szerint x,, € D(f) is teljesiil, ezért n > N esetén x,, € Ks(a) N D(f), és

igy (4.5) miatt
F(z2) € K.(f(a)), n>N.
Tehat adott e-hoz talaltunk olyan N € N kiiszobindexet, hogy n > N-re f(z,) €
K.(f(a)), ezért f(x,) — f(a) teljesiil.
2. = 1.: Tegyiik fel, hogy 2. teljesiil. Indirekt tegyiik fel, hogy f nem folytonos a-ban.
Ekkor

1
Je > 0, hogy minden — > 0 esetén talalhat6 olyan z,, € K1 (a)ND(f), melyre f(z,) ¢ K.(f(a)).
n n

Igy kaptunk egy (z,,) C D(f), xn — a sorozatot (hiszen z,, € Ki(a)), melyre f(z,) -
f(a) (hiszen f(z,) ¢ K.(f(a)) minden n-re), ami ellentmond 2-nek. O

4.20. Megjegyzés. Ha a fenti atviteli elvet akarjuk alkalmazni egy a € D(f) \ D(f)
pontban, akkor a Allitds alapjan nincs olyan (xn) C D(f) sorozat, hogy z, # a
(n € N) és z,, — a. Ezért a (it)-ben csak olyan (z,) sorozatokat vizsgalunk, melynek
tagjai egy indextél kezdve megegyeznek a-val. Ekkor egy indextél kezdve f(x,) = f(a),
tehdt f(z,) — f(a) teljesiil. Ezzel beldttuk a [4.18 Megjegyzést is.

A fiiggvények kozotti miveletek a folytonossagra is ,, jél viselkednek”.
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4.21. Allitas (Folytonossdg és miiveletek). Legyenek f és g valds fiigguények és a €
D(f)ND(g). Tegyiik fel, hogy f és g folytonosak a-ban. Ekkor

L frg fog és g (ha g(a) # 0)

15 folytonosak a-ban.

Bizonyitds. A bizonyitasok adodnak a Tételbdl és a sorozatok kozotti miiveletekrol
tanultakbdl. Példaként nézziik meg az f - g folytonossaganak esetét! A Tétel szerint
elég megmutatni, hogy

ha (z,) C D(f) N D(g), zn — a akkor (f - g)(z,) = (f - 9)(a).

Mivel f és g folytonosak a-ban, ezért a Tétel alapjan igaz, hogy minden ilyen
sorozatra

f(xn) = fla) és g(xn) — g(a).
Alkalmazva a Allitast kapjuk, hogy

i (f - g)(xn) = lim (f(zn) - g(2n)) = f(a) - g(a) = (f - g)(a).

4.22. Feladat. Mutassunk olyan f éss g fiiggvényeket, amelyekre D(f) = D(g) = R,
nem folytonosak mindeniitt, de

—_

. f + g folytonos R-en.

[\

. f? folytonos R-en.

w

. fg folytonos R-en.

>

f o g folytonos R-en.

4.4. Hatarérték, folytonossag és kompozicié

Az el6z6 szakasz utolsé tétele a folytonossag és fiiggvények kozotti miveletek kap-
csolatardl a fliggvényhatarértékre vonatkozé megfelel6 tétel analogonja. Van azonban a
fiiggvények kozott lehetséges miiveletek kozott még egy, a kompozicid (1d. az De-
finici6t), melyre folytonossidg és hatarérték esetén lényegesen kiilonbozo tételeket kell
megfogalmaznunk. Kezdjiik a folytonossag és fiiggvények kozotti kompozicié kapcesolata-
val.
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4.23. Tétel (Folytonossig és kompozicid). Legyenek f és g valds figguények, és tegyiik
fel, hogy g folytonos az a € D(f o g) pontban, f pedig az g(a)(€ D(f)) pontban. Ekkor
f o g folytonos az a pontban.

Bizonyitds. Az allitast legegyszeriibben a Atviteli elv segitségével bizonyithatjuk.
Legyen z,, — a, (x,) C D(f og) tetsz6leges sorozat. A g fiiggvény a-beli folytonossagara
vonatkozé atviteli elv alapjan g(z,) — g(a). Az f fiiggvény g(a) pontbeli folytonossagat

kihaszndlva
(fog)(wn) = fg9(zn)) — flg(a)) = (f o g)(a),

amibdl az allitds kovetkezik. O

Prébaljuk meg megfogalmazni a fiiggvényhatarértékre vonatkozé, fentinek megfelelo
allitast!
4.24. Allitas. Legyenek f és g valds figgvények, a € D(fog). Tegyiik fel, hogy Ilim g =
b és Elli{nf = c. Ekkor
Jlim(fog) =

Egy nagyon egyszerti példan megmutathatd, hogy a fenti allitas nem igaz! Legyen

Ekkor

(fog)(z) =1
Legyen a = 1. Ekkor Ellimg:li{ng:():b, Elliinf:hgnf:():c, de

lim(fog)=1#c¢=0!

A probléma azzal van, hogy a ¢ fiiggvény ,,nagyon nem injektiv’ az a pont kérnyeze-
tében. Ha megprobalnank a fenti Hamis Allitdst az atviteli elv segitségével bizonyitani,
kideriil, ez miért baj. Legyen (z,) C D(f o g), x, # a, x, — a tetszbleges sorozat.
Ekkor a [4.9) Tétel alapjan g(x,) — b. Ebbdl azonban nem kovetkezik (feltétleniil), hogy
(fog)(x,) = f(g9(x,)) — ¢, ugyanis nem biztos, hogy g(x,) # b (legalabb egy indextél
kezdve) teljesiil! Epp ez a probléma az elébbi példaban is. A kovetkezd tétel a helyes
allitast fogalmazza meg.
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4.25. Tétel (Hatdrérték és kompozicid). Legyenek f és g valds figguények, a € D(fog)'.
Teqgyiik fel, hogy 3lim g = b. Fkkor az alabbi 1. és 2. feltételek barmelyikébol kovetkezik,

hogy
Jlim(fog) =c.

1. b e D(f) és [ folytonos b-ben, f(b) = c;

2. beD(f) és Hlignf =: ¢, tovabbd a-nak létezik olyan K (a) kirnyezete, hogy g(z) #

b, ha v € K(a) (pl. g injektiv/szigorian monoton az a eqy kornyezetében vagy
b==+00).

Bizonyitds. A bizonyitas lényege, hogy mindkét esetben miikodik az atviteli elv. Legyen
(zn) C D(fog), T, # a, T, — a tetszbleges sorozat. Ekkor a[d.9 Tétel alapjan g(z,) — b.
Tovabba:

1. Mivel f folytonos b-ben, ezért (f o g)(x,) = f(g9(xn)) = f(b) = c.

2. Mivel z, € K(a) egy indext8l kezdve, ezért g(z,) # b teljesiil elég nagy n-re. Igy
ismét alkalmazva a Tételt, lignf = ¢ miatt kapjuk, hogy (f o g)(z,) = f(g9(x,)) —

c. O

4.5. Jobb és bal oldali hatarérték, folytonossag

4.26. Definicié. Egy a € R szam r > 0 sugaru bal oldali kornyezetén a
K, (a) := (a —r,d]
intervallumot értjiik. Az r sugari jobb oldali kérnyezetén a

K'(a):=la,a+r)

nyilt intervallumot értjiik. A +oo-nek csak bal oldali, a —oco-nek csak jobb oldali kérnye-
zeteit értelmezziik, ezek megegyeznek az eredeti kornyezetekkel, vagyis

K (ho0) = Ko(+00) i= (3,420 )
K (-00) = Kol-o0) i= (=00, 1)

4.27. Definicié. Egy a pont r > 0 sugard kipontozott bal/jobb oldali kornyezetein azon
halmazokat értjitk, melyek az a-n kiviili szdmokat tartalmazzak az r sugard bal/jobb
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oldali kérnyezetbol, vagyis
K (a) == (a —r,a), haa€R,

r

K*(a) == (a,a+7), haaeR,

R (+00) i= I (400) = (1,40

Rt (-00) = (o) = (=00, ).

4.28. Definicié. Legyen H C R tetsz6leges halmaz. Azt mondjuk, hogy egy a € R pont
bal (jobb) oldali torlddasi pontja H-nak, ha

minden 7 > 0 esetén K. (a) N H # 0 (K (a) N H # (),

vagyis ha az a pont tetszéleges bal (jobb) oldali kérnyezete tartalmaz téle kiilonbozo
H-beli elemet.
Egy H C R halmaz bal ill. jobb oldali torlédasi pontjainak halmazat jelolje H' ill. H’ .

4.29. Megjegyzés. Konnyen meggondolhaté, hogy H' C H' és H. C H’, de a forditott
irdnyud tartalmazasok nem allnak fent feltétleniil! Példaul, H = (a,b) esetén a € H', de

a¢ H .
Az aldbbi éllitas a bal/jobb oldali torlédasi pont fontos ekvivalens definici6jat fogal-
mazza meg.

4.30. Allitas. Legyen H C R tetszbleges halmaz, a € R. Ekkor az aldbbi dllitdsok
ekvivalensek.

1.a€ H (acH,);

2. létezik olyan (hy,) C H sorozat, melyre h, < a (h, >a), n € N és h,, — a.
Bizonyitas. Ld. mint a Allftas bizonyitasa. O]

Most definidljuk egy f fiiggvény a pontbeli bal/jobb oldali hatarértékének fogalmét.

4.31. Definicié. Legyen f : R — Résa € D(f)"_ (a € D(f).) az értelmezési tartomany
egy bal (jobb) oldali torlédasi pontja. B
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény bal (jobb) oldali hatdrértéke a-ban az A € R pont, ha

Ve > 0 esetén 30 > 0, hogy ha x € K5 (a) ND(f) (z € K (a) N D(f)),
akkor f(z) € K.(A).

Jelolésben:
lir%f = A vagy lim f = A vagy limof(x) = Aill
a— a— r—a—
lif&f = A vagy lirilf = Avagy lim f(z)=A.

rz—a+0
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Vil4dgos, hogy +oo-ben csak bal oldali, —oo-ben pedig csak jobb oldali hatarértéket
értelmezhetiink.

4.32. Allitas. Legyen f:R — R és a € D(f)_ ND(f),. Ekkor

Elhgnf == HEEI&JC, HEJIF%JC €s £1£%f :EJ:E%f.

Bizonyitds. Azonnal adodik a definiciébol. m

4.33. Példa. . . .
lim — = +00 # —o0 = lim — = #lim —
x—0+ 2 r—0— x—0
A bal/jobb oldali hatérérték definicidjahoz hasonlé médon értelmezhetjiik egy fiigg-
vény balrdl, ill. jobbrdl valé folytonossagat.

4.34. Definicié. Legyen f : R — R és a € D(f) az értelmezési tartomédny egy pontja.
Azt mondjuk, hogy az f fliiggvény f balrdl (jobbrdl) folytonos a-ban, ha

Ve > 0 esetén 35 > 0, hogy ha z € K; (a) N D(f) (z € K (a) N D(f)),
akkor f(z) € K.(f(a)).
A Allitashoz hasonléan beldthaté a kovetkezd.
4.35. Allitas. Ha a € D(f)_ ND(f) (a € D(f) . ND(f)), akkor
f balrdl (jobbradl) folytonos a-ban <= ElliE%f = f(a) (Ellii%f = f(a)).
4.36. Feladat. Fogalmazzuk meg a fiiggvény bal/jobb oldali hatarértékére ill. folyto-
nossagara vonatkozo atviteli elvet!

4.37. Tétel (Monoton fiiggvények hatarértékérdl). Minden monoton figgvénynek az
értelmezési tartomdnya minden bal (jobb) oldali torléddsi pontjiban létezik bal (jobb)
oldali hatdrértéke, mégpedig:

1. ha f monoton novd, akkor

limf= sup f, (4.6)
“ (—00,a)ND(f)

li = inf :

B = o

2. ha f monoton fogqyo, akkor

lim f = inf ,

a—0 f (—00,a)ND(f) f

limf= sup f.

a+0 (a,4-00)ND(f)
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Itt

sup f :=sup{f(z) :z € H},
H
i%ff =inf{f(x):x € H}.
Bizonyitds. A (4.6) esetet bizonyitjuk, a tobbi hasonléan meggondolhatd.

Legyen
A= sup f.

(=00,a)ND(f)
Be kell latni, hogy hHOl f 1étezik és A-val egyenld. Legyen € > 0 tetszoleges. A szuprémum
definicidja miatt
dz’ € (—o0,a) ND(f) : f(2') € K.(A)
(ha A véges, akkor A —e < f(z') < A). Mivel f monoton nové, ezért
ha 2/ <z <aésx e D(f), akkor f(a') < f(z) < A= f(z) € K. (A).

Nyilvan 36 > 0, melyre (¢/,a) = K; (a) (ha a € R, akkor § := |a — 2/|). Ezzel a §
vélasztassal

€ K5 (a)ND(f) (& 2 <z <axeD(f)) esetén f(z) € K.(A),
tehat E{%f = A. m

A bal és jobb oldali hatarérték segitségével osztalyozhatjuk egy fiiggvény értelmezési
tartomanyanak azon pontjait, melyekben nem folytonos.

4.38. Definicié (Szakadasi pontok osztalyozdsa). Ha a € D(f) olyan pont, hogy f nem
folytonos a-ban, akkor a szakaddsi pontja vagy szakaddsi helye f-nek.
Az a € D(f)ND(f)_ND(f) elséfaji szakaddsi pontja f-nek, ha szakaddsi pontja és

H}Iiirolf, H}Ii}rlaf e R.
Ilyenkor
wim gy £ =g/
az f ugrdsa a-ban.
e Ha u # 0, akkor az a pont ugrdshelye f-nek.

e Ha u =0, akkor az a pont megsziintethetd szakaddsi pont. Ilyenkor
R > lir%f = hf(}f(: lim f # f(a)).
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4.7. dbra. Ugrashely 4.8. dbra. Megsziintethet6 szakadé-
si hely

Az a € D(f) mdsodfaji szakaddsi pont, ha olyan szakaddsi pont, ami nem elséfaju.

4.39. Megjegyzés. A Tételbdl rogton adddik, hogy intervallumon értelmezett mono-
ton fiiggvénynek barmely szakadasi pontja csak elséfaju lehet, mégpedig ugrashely, tehat
nem megsziintethetd. (Vildgos, hogy a monotonitas miatt a 1étezé egyoldali hatarértékek
végesek.) Azt sem nehéz belatni, hogy a szakadasi helyeinek szdma megszamlalhato.

4.40. Megjegyzés. A Dirichlet-fiiggvénynek minden valés szam masodfaji szakadasi pont-
ja.

4.6. Elemi fiiggvények folytonossaga és hatarértéke

Jelen szakasz tanulményozasahoz érdemes visszalapozni a [2| fejezethez, és az ott
szereplé abrakhoz!

4.41. Allitas. A . alszakaszban felsorolt hatvanyfiiggvények folytonosak.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Atviteli elvet! Legyen x,,z € D(id") (n € N), 2, —
tetszoleges sorozat. Be kell latni, hogy

id"(x,) = 2, — id"(x) = 2".
Ez kivetkezik a Allitasbol. u

A hatvanyfiiggvények folytonossdga miatt hatarértékeiket elegendé az értelmezési
tartomanyon kiviili torlédasi pontokban meggondolni.

4.42. Allitas. Han paros, akkor

limid" = limid" = +o0,

— 00 +
limid™ = lim id™" =0,

lién id™" = +o0.
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Ha n padratlan, akkor
limid" = —oo,lJirm id" = 400,
limid™" = lim id™" =0,

limid™" = —o0, limid™" = +o0.
0— 0+
Tovabbd, ha r € R tetszbleges, akkor az R -on értelmezett id" fiigguvényre

lJirmidr =+4o00, r >0,

limid" = 400, limid" =0, r <0.
0+ 400

Bizonyitds. Adédik a 1.9 Atviteli elvbél és a fiiggvények szigord monotonitasabdl a meg-
felel6 intervallumokon, 1d. a Allitdsnak a hatvanyozas és rendezés kapcsolatarol szélo
részét. O

4.43. Allitas. Bdarmely a > 0, a # 1 esetén az exp, exponencialis fiiggvény (ld. (2.1)))
folytonos.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Atviteli elvet! Legyen x € R, z,, — x tetszoleges sorozat.
Be kell 1atni, hogy

exp,(z,) = a®™ — exp,(z) = a”.

Ez adodik a Kovetkezménybol. O

4.44. Allitas. Bdrmely a > 0, a # 1 esetén a log, = (exp,)”! logaritmusfiiggvény
folytonos.

Bizonyitds. Kovetkezni fog a késébb belatott Tételbél (folytonos fiiggvény inverze
is folytonos). O

Az exponencidlis és logaritmusfiiggvények folytonossdga miatt hatarértékeiket elegen-
d6 az értelmezési tartomanyon kiviili torlédasi pontokban meggondolni.

4.45. Allitas. Bdarmely a > 1 esetén
li = limlog, =
LI EXP, = HUIMI0g, +00,
li = 0,limlog, = —o0.
lim exp, = 0, limlog, 00
Barmely 0 < a < 1 esetén
l}g exp, = l(l)grn log, = +o0,

li = 0,limlog, = —oco.
lim exp, = 0, limlog, = —oo
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Bizonyitds. Adédik al1.9 Atviteli elvbél és a fiiggvények szigord monotonitésabél, 1d. af3.67]

Allitasnak a hatvanyozas és rendezés kapcsolatardl szolo részét. O]

4.46. Allitas. A . alszakaszban felsorolt trigonometrikus fligguények és inverzeik
folytonosak.

Bizonyitds. A 4.9 abra alapjan beldthaté |z < F-re (|| > §-re pedig trividlis), hogy
|sinz| < |z|, z€R.

A Atviteli elvet alkalmazzuk. Legyen z € R és x,, = x tetszOleges sorozat. Ekkor
felhasznalva, hogy |cos| < 1, kapjuk:

T, +xr . T, — . X, — X
sinx,, —sinx| = |2 - cos - sin < 2 |sin
| | ‘ 2 2 ‘ - 2
A fenti egyenl6tlenség alapjan
Tp — T
|sinz,, —sinz| < 2 ‘ = |z, — 2| = 0, (4.7)

és ezt akartuk belatni.
Mivel

. ™
COST =S| ——T
9 )

ezért a [4.23| Tétel miatt cos is folytonos. A tg és ctg fliggvények igy két folytonos fiigg-
vény hanyadosaként dllnak el8, ezért folytonosak (1d. a Allitast). A trigonometrikus
fiiggvények inverzeinek folytonossdga pedig a Tételbdl adddik. O

Konnyen meggondolhatd, hogy a sin és cos fiiggvényeknek nincs hatarértékiik +oo-
ben. Azonban érvényesek az aldbbiak:

4.47. Allitas.

lim tg=+o00, lim tg=—o0, k€ Z,

Z+kr—0 Z+kr+0
lim ctg = —o0, lim ctg = 400, k € Z,
kmr—0 km+0
lim arct = limarctg = —
imarctg = ——, limarctg = —,
—o0 & 2 +oo & 2

lim arcctg = m, 1+1m arcctg = 0.

4.48. Allitas. A . alszakaszban felsorolt hiperbolikus fligguények és inverzeik foly-
tonosak.
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Bizonyitds. A hiperbolikus fiiggvények folytonossdga adddik az exp fiiggvény folytonos-
sagabdl és a |4.21| Allitasbol, az inverzeik folytonossiaga pedig a Tételbol. O]

4.49. Allitas.

limsh = —o0, lim sh = 400,

—00

limch = lim ch = 400,
limth = limcth = —1,
limth = limcth =1,
+o0 +oo
lim cth = —o0, lim cth = +o0.
0— 0+

Bizonyitds. A sh esetét bizonyitjuk, a tobbi hasonléan megy. Felhasznaljuk az exp fiigg-
vény hatarértékeit.

r _ ,—T 0—
lim shx = lim c-° OO:—oo.
T——00 T——00 2 2
O
4.50. Allitas.
lim arsh = —o0, lim arsh = 400,
lim arch = o0,
+oco
lim arth = lim arcth = —o0,
~140 —1-0
lim arth = lim arcth = oo,
1-0 140
lim arcth = lim arcth = 0.
Bizonyitds. Adoédik a megfelel6 inverzfiiggvények hatarértékeibdl. ]

4.7. Nevezetes fiiggvényhatarértékek

Az alabbi nevezetes fiiggvényhatarértékek bizonyitasa mind adédik a Tétel meg-
felel6 szereposztassal valo alkalmazasabol.

1.

. 1
lim z= = 1.
Tr—400
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Bizonyitds. A [4.9) Tételt alkalmazzuk. Legyen x,, — oo tetszileges sorozat, és te-
gyiik fel, hogy x, > 1 (egy indextdl kezdve ez biztos teljesiil). Ekkor

([a]) T < (20) 70 < ([2] + 1) T .

A bal ill. jobb oldalon az (nn%l) ill. ((n+ 1)) egy-egy részsorozata &ll, melyek

1-hez tartanak. gy (xn)ﬁ — 1, amibdl az allitas kovetkezik. ]
lim z* = 1.
z—0+

Bizonyitds. Mivel tetszoleges x,, — 0+ esetén xi — 400, ezért az 1. pont alapjan

ORE
— = — 1,
Ty Tin

igy xin — 1 is teljesiil. A[L.9 Tétel alapjan készen vagyunk. O
. log.x
m1_15{100 p =0 (p,c>0,c#1).

Bizonyitds. Vilagos, hogy ha p > 0, akkor lim, ,,, 27 = +o00. Alkalmazva a [4.25
Tétel 2. pontjat és az 1. nevezetes hatarértéket kapjuk, hogy

i PY3p —
Sl =1

Kihasznélva a log, fiiggvény folytonossagat és a [4.25| Tétel 1. pontjat,

1 P 1
lim log,(z?)# = lim OBty D708 log.1 = 0.
T—+00 T—+00 xP T—+00 xP

Ebbodl p-vel valé osztas utan kovetkezik az allitas. m

q
lim = =0 (a € (1,400),q > 0).

r—+oo qF

Bizonyitds. A fenti 3.-at p := % és ¢ := a szamokra alkalmazva kapjuk, hogy

log, x
lim — =0.
T—r+00 Ta
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Tudjuk, hogy a > 1 miatt lim a” = +o00. A |4.25| Tétel 2. pontjat felhasznalva

T—+00
1 x
lim Og“% — lim —~ - =0.
Tr—+00 (ax)g T—+00 (a:c)a

Mivel lim,_,qx? = 0, ezért a [4.25] Tétel 1. pontja alapjan — tulajdonképpen a fenti
hatarérték g-adik hatvanyat véve —,

q
q
lim (—— | = lim = =0
T—+00 (Clx) Tr—+00

Q=

1 p —
wlg&x log.z =0 (p,c>0,c#1).

Bizonyitas. Ha x — 0+, akkor P — 0+ is teljesiil. Felhaszndlva 2.-t és a |4.25
Tétel 1. pontjat, kapjuk:

i pyzP

Ismét alkalmazva a Tétel 1. pontjat és a log, fiiggvény folytonossagat,

. PP _ D p_ 1 oD _ _
xllggr log,.(z?) xliggrx log,. x Ill}(r)lJr p-a?-log,x =log.1=0.

Innen p-vel osztva kapjuk a kivant egyenloséget. O]

: 1\*
lim (1 + —) =e,
T—~400 €T

1 X
lim (1 + —) =e.
T——00 €T

Bizonyitds. A [B.9} szakasz 9. pontjanak bizonyitdsdban meggondoltak szerint ko-
vetkezik. []

lim(1 + t)% =e.

t—0
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Bizonyitds. Legyen t,, — 0 tetszOleges sorozat. Ekkor az (i) sorozat vagy +oo-hez
tart, vagy —oo-hez, vagy két olyan részsorozatbdl all 6ssze, melyek egyike 4+o00-hez,

a masik —oo-hez tart. A 6. pont alapjan ezért
1

1 tn
(1+t,)0 = <1+I) e,

ln

és ezt kellett megmutatni.

_log.(1+1t) 1
lg%f_ﬁ (C>O,C7£1).

Bizonyitds. Mivel log, folytonos, ezért alkalmazva a|4.25( Tétel 1. pontjat és a fenti

7. hatarértéket:
. log.(1+41)
im—“%——~

) 1
limlog, (1 +#)7 = lim —=——= =log.e = ;.
O
) 1 1 1
lim —8e? ~ 0@ _ (a,c>0,c#1).
T—a T —a a-lnc

Bizonyitds. Vilagos, hogy

T
r—a<——-——1—0.
a

A Tétel 2. pontja és a fenti 8. hatdrérték alapjan

log (14+2—-1) log.z —log.a 1
=limag - —— 2% = —.
r—a f—l Tz—a r—a Inc

Ebbdl a-val osztva adddik az allitas.

10.
=1
lim
r—0 xX

=Ilnc (¢>0,c#1).

Bizonyitds. Vilagos, hogy
r—=>0<c"—-1—=0.

A Tétel 2. pontja és a fenti 8. hatarérték alapjan

log(14¢~1) @ 1
a—0ct —1 Inc

lim

z—0 ct—1

Ebbdl reciprokot véve adodik az allitas.
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11.

L a

c"—cC

lim
rx—a T — QA

=c"-lnc (¢>0,c#1).
Bizonyitas. Vilagos, hogy
rT—a<=x—a—0.

A Tétel 2. pontja és a 10. hatarérték alapjan

Lot —1 1 =
lim —— = lim — - =Inc
z—=a T — Q z—a C% T —a
Ebbodl ¢®-nal szorozva adédik az allitas.
12. )
. sinz
lim =1
z—0 X
)
. \z
sin &
1 1 x

4.9. abra. A sinz < x < tgx egyenlotlenség

Bizonyitds. A9 dbra alapjian meggondolhatd, hogy

T
sinz <z < tgz, ha0<x<§.

Ebbé6l )
sin x
cosr < — <1
T

adodik, és felhaszndlva a cos fiiggvény 0 pontbeli folytonossagat, kapjuk, hogy

. sinx
lim =1.
x—04+ I
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sinz  sin(—x)

x —x
egyenloség alapjan
. sinz
lim =1
r—0— I
is igaz, igy az allitast bizonyitottuk. O

4.51. Feladat. Szamitsuk ki az

lim (x—c)x (c €R)

T—+o0 \ T + C

hatarértéket!
Egyszert atalakitassal

r—c\’ r—c
= -1 . 4.
(x—i—c) P (x nx—i—c) (48)

Mivel
x—c
lim =1,
T—+o0 T + C
és a 8. nevezetes hatarérték alapjan
. Int
lim =1,
t—1¢t—1

alkalmazva az g(x) = (z — ¢)/(x + ¢) belsé fiiggvénnyel valé helyettesitést , a[4.25 Tétel
2. pontja alapjan kapjuk, hogy

z—c
11m o 1 = 11m ) n
T—~400 oTc T—>+00 C T+ c

ZL‘—C:]“

Ezt behelyettesitve a (4.8]) egyenldségbe, kapjuk

, x—c\” _ T —c _ —2cx x+c. T—cC
lim = lim exp(z-In = lim exp . In
z—+oo \ & + ¢ T—+00 T +c T—+00 r+c —2c T +c

—2c-1 — —2c

=€ e
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4.8. Folytonos fiiggvények tulajdonsagai

Ebben a szakaszban intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények tulajdonsagaival
foglalkozunk, ezért az aldbbiakban az f : I — R jelolés alatt mindig D(f) = I-t értiink.
Az els6 fontos eredményt egyszertibben tgy fogalmazhatjuk meg, hogy egy intervallumon
folytonos fliggvény grafikonjanak lerajzolasakor ,,nem emeljiik fel a ceruzat”.

4.52. Tétel (Bolzano-Darboux-tétel). Legyen f : [a,b] — R folytonos fiigguény. Ekkor
ha uw € R olyan, hogy

fla) <u < f(b) (vagy f(b) <u < f(a)),
akkor létezik ¢ € (a,b), melyre f(c) = u.

4.10. abra. Bolzano—Darboux-tétel

Bizonyitds. Legyen példaul f(a) < u < f(b). Definidljuk a kovetkezé halmazt:
H:={z€a,b]: f(z) <u}.

Ekkor H # (), ugyanis a € H. Mésrészt H feliilr6l korldtos, mivel H C [a, b], tehédt b
egy felsé korlatja. fgy a Fels6 hatar axioméja miatt H-nak van legkisebb felso korlatja,
sup H € R. Legyen

c:=supH.

H C [a,b] miatt ¢ € [a,b] teljesiil. Belatjuk, hogy f(c) = u. Indirekt, ha f(c) > u volna,
akkor az f fiiggvény c pontbeli folytonossaga miatt 1étezne olyan 6 > 0 szam, hogy
f(z) >u,haz € (c—0,c) C [a,b]. Ez ellentmond annak, hogy ¢ a legkisebb fels6 korlatja
H-nak, hiszen ¢ — 0 is fels6 korlat volna. Mésrészt, ha f(c) < u volna, akkor szintén az f
fiiggvény ¢ pontbeli folytonossagat hasznalva, 1étezne olyan § > 0 szam, hogy f(z) < u,
ha z € (¢,c+ d) C [a,b]. Ez pedig ellentmond annak, hogy ¢ felsé korlatja H-nak. ]
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Ennek a tételnek egy fontos kévetkezménye, hogy intervallum folytonos fiiggvénnyel
vett képe is intervallum.

4.53. Kovetkezmény. Ha f eqy tetszdleges I intervallumon értelmezett folytonos fiigg-
vény, akkor f Darboux-tulajdonsagu, azaz bdarmely J C I intervallum esetén

f())=A{f(z) € J}
intervallum.

Bizonyitds. Legyen f egy I intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, és legyen J C [
intervallum. Be kell 1tni, hogy f(J) is intervallum, vagyis az intervallum Definicidja
szerint

barmely y; < u < ya, y1,y2 € f(J) esetén u € f(J).

Mivel 43 = f(a) ésys = f(b) valamely a,b € J szdmokra, tovabba f : [a, b] — R folytonos
(hiszen [a,b] C J C I), ezért alkalmazhatjuk a Bolzano-Darboux-tételt. Ennek alapjan
de € (a,b) C J, melyre f(c) = u,
vagyis u € f(J), és ezt akartuk beldtni. O

4.54. Kovetkezmény (Bolzano-tétel). Ha f olyan, intervallumon értelmezett folytonos
figgvény, mely felvesz pozitiv és negativ értéket is, akkor f-nek van gydke (nullhelye) az
intervallumban.

Bizonyitds. A feltétel szerint 1éteznek olyan a,b € I szdmok, melyekre f(a) < 0 < f(b).
A Bolzano-Darboux-tétel alapjan 3¢ € (a,b) (vagy ¢ € (b,a)), melyre f(c) = 0. O

Ha egy halmaz infimuma/szupremuma eleme a halmaznak, akkor azt mondjuk, hogy
ez a halmaz minimuma/mazimuma. Hasonléan definidlhatjuk egy fiiggvény minimu-
mat/maximumat mint az értékkészletének megfeleld elemét.

4.55. Definicié. Legyen f : R — R tetszéleges fiiggvény. Ha létezik olyan zo € D(f),

hogy
Vo € D(f) esetén f(x) > f(zo) (ill. f(z) < f(xg)),

akkor f(zo) az f minimuma (ill. mazimuma).

4.56. Tétel (Weierstrass-tétel). Legyen f : [a,b] — R folytonos figgvény. Ekkor f-nek
van minimuma €s Mmarimuma.
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p @
4.11. 4bra. Welerstrass-tétel

Bizonyitas. A Kovetkezmény alapjan R(f) = f([a,b]) intervallum. Jelolje m :=
inf R(f) és M :=supR(f). Azt kell beldtni, hogy m, M € R(f). Az infimum tulajdon-
sagai alapjan
1
Vn € Nesetén Jy, € R(f) :m <y, <m+ —.
n

A kapott (y,) sorozatra y, — m teljesiil. Mivel y, € R(f), n € N, ezért léteznek
z, € [a,b], n € N szdmok, melyekre f(x,) = y,. Igy

f(z,) — m.

A kapott (z,) C [a,b] sorozat korldtos, ezért a [3.36] Bolzano-Weierstrass-tétel szerint van
konvergens részsorozata, (z,,). Legyen

d = limx,, € [a,b].
A Atviteli elv alapjan az f fiiggvény d-beli folytonossagabdl adodik, hogy
f@n,) = f(d) =m,

mivel (f(xy,)) részsorozata az m-hez tart6 (f(x,))-nek. Ezzel belattuk, hogy f(d) =m €
R(f)-

Az M esete ezzel analég médon gondolhatd meg. O]

4.57. Kovetkezmény. Korldtos és zart intervallumon értelmezett folytonos fiigguény
értékkészlete korldtos és zart intervallum.

Bizonyitds. Azonnal adddik a Kovetkezménybdl és a Weierstrass-tételbsl. [

A kovetkezd tételben azt gondoljuk meg, hogy milyen tulajdonségi egy (intervallu-
mon értelmezett) folytonos fiiggvény inverze.
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4.58. Tétel (Folytonos fiiggvény inverze). Legyen f egy I intervallumon értelmezett
folytonos és injektiv fligguény. Ekkor f szigorian monoton. Tovdbbd, az f~' inverz fiigg-
vény

e is intervallumon van értelmezve;
e szigoruan monoton ugyaniugy, mint f;
e folytonos.

Bizonyitds. Eloszor meggondoljuk, hogy ha f folytonos és injektiv, akkor szigoriian mo-
noton. Tegyiik fel indirekt, hogy

E|$1,$2,x3 S [7 T < Ty < T3, hOgy f(xl) < f(.fl:g) < f(xQ)a

(az Osszes tobbi ,rossz” eset hasonldan gondolhaté meg).
Mivel [z1,22] C I = D(f) és f(x1) < u := f(x3) < f(x2), ezért a [£.52] Bolzano-
Darboux-tétel alapjan
Jde € (x1,22) : f(c) =u= f(x3).

Ez azonban ellentmond f injektivitasanak, ugyanis ¢ < x3.
Most lassuk be az inverzfiiggvényre vonatkozo allitasokat!

o A Kévetkezmény alapjan D(f~!) = R(f) intervallum.

o Legyenek y; < yo, y1,y2 € D(f71) = R(f) szamok, és tegyiik fel, hogy f szigorian
monoton nové. Ekkor a 1étezd xq1, 12 € D(f), f(x1) = y1, f(x2) = yo szamokra
nyilvan

S ) =21 <me = (1)
teljesiil. A szigorian monoton fogyé eset hasonléan meggondolhato.

e Indirekt tegyiik fel, hogy y az f~! egy szakadasi pontja. Mivel f~! intervallumon

értelmezett szigorian monoton fiiggvény, ezért a Megjegyzés alapjan y-ban
csak elsofaji, nem megsziintethetd szakadasa lehet. Ez azonban azt jelentené, hogy
R(f~1) = D(f) nem volna intervallum, ami ellentmondés. Tehat f~! folytonos.

]

4.59. Megjegyzés. Az el6zo tételben valéjaban nincs sziikség f folytonossagara. Kénnyen
meggondolhatd, hogy egy szigorian monoton fiiggvény inverze mindig folytonos, csak
nem feltétleniil intervallumon van értelmezve.

Az alabbiakban a folytonossagnak egy fontos specidlis esetét definidljuk, amikor egy
halmaz pontjaiban a folytonossag definicidja alapjan € > 0-hoz 1étez6 0 nem fiigg a pont
helyétol.
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4.60. Definicié. Legyen f : R — R és H C D(f). Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
egyenletesen folytonos H-n, ha

Ve > 0-hoz 3§ > 0, hogy =,y € H, |z — y| < 0 esetén |f(z) — f(y)| < e.

4.61. Feladat. Igazoljuk, hogy az id fiiggvény egyenletesen folytonos R-en! Ez igaz,
ugyanis minden £ > 0 esetén § := € j6 valasztas.

Gondoljuk meg, hogy az id® fiiggvény nem egyenletesen folytonos R-en! Ha z nagy,
akkor ¢ kicsi kell legyen, mert f meredeken no. Késobb latni fogjuk, hogy viszont ez a
fiiggvény is egyenletesen folytonos barmely [a, b] korldtos és zart intervallumon.

4.62. Definicié. Az f : R — R fiiggvényt Lipschitz-tulajdonsdginak (vagy Lipschitz-
folytonosnak) mondjuk, ha létezik olyan L > 0 konstans, hogy

|f(x) = fW) < L-|lz—yl, xyeD(f)

4.63. Megjegyzés. Egy Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvény egyenletesen folytonos D(f)-en,

ugyanis ha ¢ > 0 adott, akkor ¢ := ¢ vélasztassal, z,y € D(f), |[x — y| < 0 esetén

€
@)= fWI < Leje—yl<L-—=
Lipschitz-tulajdonsagi példaul az id és a sin (1d. a (4.7)) becslést =, = y-ra) L = 1
konstanssal.

€.

4.64. Példa. Vigyazat! Az nem igaz, hogy minden egyenletesen folytonos fiiggvény
Lipschitz-tulajdonsdgi volna! Példaul, az f(z) = /x fiiggvény egyenletesen folytonos
a [0,1] intervallumon, de nem Lipschitz-tulajdonsagu (a 0 kozelében L tetszdlegesen
nagy kellene legyen).

4.65. Allitas. Ha f egyenletesen folytonos H-n, akkor folytonos is H-n.
Bizonyitds. Legyen a € H tetszoleges és € > 0 adva. Ekkor az egyenletes folytonossag
definicidja alapjan
e > 0-hoz 30 > 0, hogy =,y € H, |v —y| < 0 esetén |f(z) — f(y)| <e.
Ezzel a § valasztassal, a fentit y = a-ra alkalmazva kapjuk, hogy
|z —al < d esetén |f(x) — f(a)] <,
ami épp az a-beli folytonossagot jelenti. O

A Feladatban 1dttuk, hogy az allitds megforditdsa altaldban nem igaz, tehdt van
olyan H halmaz és H-n folytonos fiiggvény, mely nem egyenletesen folytonos. A kdvekezd
tétel azt mondja ki, hogy ha H korlatos és zart intervallum, akkor ez az eset nem allhat
fenn.
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4.66. Tétel (Heine-tétel). Ha f : [a,b] — R folytonos figgvény, akkor f egyenletesen
folytonos [a, b]-n.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy f nem egyenletesen folytonos [a, b]-n. Ez a definicié
alapjan a kovetkezot jelenti:

Je > 0, hogy Vd > 0 esetén Fzs,ys € [a,b], |xs — ys| < J, melyre |f(xs) — f(ys)| > .

Vélasszunk megfelel§ z,,,y, € [a,b] pontokat § = £ > 0-hoz minden n € N-rel Igy

kaptunk olyan (z,), (y») C [a, b] sorozatokat, melyekre

1,
|zn — yn| < - és |f(zn) — flyn)| >, neN.

Mivel (z,) C [a, b] korldtos sorozat, ezért a [3.36 Bolzano-Weierstrass-tétel szerint létezik
konvergens részsorozata, (z,,). Legyen

z:=limx,, € [a,b],

itt hasznaltuk az [a, b] intervallum zértsdgdt. Az |z, — y,| < L miatt (yy,) is konvergens
és
xr = limyy,,.

A Atviteli elv alapjan az f fiiggvény = pontbeli folytonossagabdl kovetkezik, hogy

fan,) = f(x) és fyn,) = f(2),

ami ellentmondas, hiszen

>e, 1€N

|f(xnz) - f(ynz)
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5. fejezet
Sorok

A sorokra akkor van sziikségiink, mikor végtelen sok szamot akarunk Osszeadni. A
sorok tulajdonképpen specidlis alaki, véges 0sszegekbol allo sorozatok.

5.1. Végtelen sorok

Vegyiink egy 1 méteres rudat. A[3], sorozatokrol sz6l6 fejezetben meggondoltak szerint
ha a rudat félbevagjuk, majd a félrudat is félbevagjuk, majd az egyik darabot ismét
félbevagjuk és igy tovabb, akkor a ridhosszaknak

1 1 1 1
5 320 53 g

sorozatahoz jutunk. Most gondoljunk arra, hogy valaki a rid szeletelésénél kapott dara-
bokat Ossze szeretné illeszteni, azaz az

1 1 1 1

2—|—22—|—23—|—...—{—2n—|—...
,0sszeget” szeretné elkésziteni. Akkor az %—hez hozzaragasztja az 2% hosszusagut, igy a
kapott rud % + 2% hosszu lesz; majd ehhez ragasztja az 2% hosszusagut, igy % + 2% + 2%
hosszut kap, és igy tovabb. A kapott 6sszegekbdl allé sorozatot fogjuk végtelen sornak
nevezni.

A végtelen sorok klasszikus motivaciéja Akhilleusz és a tekndsbéka ,futéversenye”,
Zénon paradoxona. Akhilleusz kezdetben szaz 1ab elényt ad a hiillének. Alighogy elindul
a verseny, Akhilleusz par ugrassal ott terem, ahonnan a teknds indult. Ezalatt az id6
alatt azonban a teknés is haladt egy keveset. Akhilleusz egy tjabb 1épéssel odaér, am
ezalatt a teknoOs ismét halad egy Kkicsit, és még mindig vezet. Akdarmilyen gyorsan is
ér Akhilleusz oda, ahol a teknds egy pillanattal kordbban volt, amaz mindig egy kicsit
elérébb lesz. Zénon ugy érvelt, hogy Akhilleusz sohasem fogja megelézni, de még csak
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utolérni sem a tekndst. Azonban, ha Osszeadjuk a végtelen sok aprd idOszeletet, amit
az egyes lépések igénybe vesznek, véges idot kapunk eredményiil, méghozza pontosan
annyit, amennyire Akhilleusznak sziiksége van, hogy utolérje a teknést. Ha ennél tobb
id6t adunk, természetesen meg is elozi.

5.1. Definicié. Legyen (a,) egy adott sorozat. Készitsiik el az
Sl = as, Sg ::a1+a2, 53 Z:CL1+CL2+(13, ,Sn ZZCL1+G2+...+6L”,

osszegek sorozatdt. A kapott (S,) := (a1 + az + ... + a,) sorozatot (végtelen) sornak
nevezziik, és Y a,-nel jeloljik, azaz

> an = (Sy).

Itt S, :==a1 +as+ ...+ a, asor n-edik részletdsszege vagy szelete.

A végtelen sor tehat egy specidlis alakt sorozat. Ennek megfeleléen beszélhetiink
arrol, hogy egy sor konvergens vagy divergens.

5.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a > a, végtelen sor konvergens, ha az (S,,) sorozat
konvergens. Y a,, divergens, ha az (S,) sorozat divergens.

Ha az (S,,) sorozatnak létezik (véges vagy végtelen) hatarértéke, akkor a a,, végtelen
sor 0sszegén a részletosszeg-sorozat hatarértékét értjiik, azaz

o0

Z a, := lim S,,.

n=1

5.3. Feladat. Mértani sor Legyen q € R, |q| < 1. Tekintsiik a

24"

un. mértani sort! Az n-edik részletosszeg (n > 0):

) ¢t —1
Sh=1+q+q”+f+n~+0"=—;jT‘

Mivel ¢" — 0, ezért

n+1 _ _
limSn:limq 1: ! = ! ,
q—1 qg—1 1-—g¢q

tehat a > ¢" végtelen sor konvergens, és
n=0 1- q
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a végtelen sor 0sszege.
Ha ¢ > 1, akkor a fenti részletosszegre S,, — oo teljesiil, tehét

Zq”:oo.
n=0

Ha pedig ¢ < —1, akkor a > ¢" sornak nem létezik osszege.

5.4. Példa. A (3.10]) nevezetes hatarérték tulajdonképpen az aldbbi sordsszeget jelenti:

o0

> % —e. (5.1)

n=0

A véges sok szam Osszeaddsara teljesiilé azonossagok koziil a végtelen sorok Gsszegé-
re teljesiil az asszociativitas, valamint, hogy konstanst kiemelhetiink beléle. A végtelen
sorok szorzatara (és a szorzat megfelel6 definidlasara) vonatkozd szabédlyok mar bonyo-
lultabbak, errdl a fejezet végén ejtiink néhany szot.

5.5. Tétel (Sorok osszege és miiveletek). Tegyiik fel, hogy

ian:AEEeﬂs ibn:BER
n=1 n=1

c € R. Ekkor
1.

Hi(c-an):c-ian:c-/l;
n=1

n=1

3 Z(an +b,) = Z ay + Z b, = A+ B, ha az dsszeq értelmes.
n=1

n=1 n=1

Bizonyitds. Jelolje S, := a1+ --+ay,, T, :== b1 +---+0b,. A feltételek szerint lim S,, = A,
lim7T,, = B.
1. A > (c- ay,) sor n-edik szeletére

Up=(c-a1)+-(c-ap)=c-(a1+-+a,) =c-S,.

Ebbdl kovetkezik, hogy

EZ(C-an)zlimUn:c-limSn:c-A:c-Zan.
n=1 n=1
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2. A Y (a, + b,) sor n-edik szeletére
Vo= (a1 +b1) 4+ (an+b) = (a1 4+ +ay) + (br+ - +by) =S, + T
Ebbdl kovetkezik, hogy

Eli(anqun) =limV, =limS, +1lim7, = A+ B = f:anqLibn.

n=1 n=1 n=1
0

5.6. Megjegyzés. Egy konvergens sor konvergens marad (legfeljebb az 6sszege valtozik),
ha

e (a,) els6 néhdny tagjat megvéltoztatjuk (akar elhagyjuk, felcseréljiik, stb.);

e zardjeleket iktatunk be a végtelen 6sszegbe (igy tulajdonképpen (S,,) egy részsoro-
zatét kapjuk).

Zardjeleket elhagyni azonban nem szabad! Példaul, a
I+ (-1+1)+(-1+1)+---

végtelen sor konvergens, Osszege 1, a zardjeleket elhagyva azonban egy divergens sort
kapunk (az (S,) sorozat tagjai felvéltva 0-k és 1-ek).

A részletosszegek sorozata — igy a sor — pontosan akkor konvergens, ha teljesiil ra a
Cauchy-kritérium.

5.7. Tétel (Cauchy-kritérium sorokra). A > a, sor pontosan akkor konvergens, ha
Ve > 0-hoz AN € N, hogy Vn > m > N esetén |a,i1+ -+ a,| < e.
Bizonyitas. Alkalmazzuk a Tételt az (.S,) sorozatra, és hasznaljuk fel, hogy
|Sn — S| = |amsr + -+ an|, n>m.

[]

A Cauchy-kritériumbdl kévetkezik, hogy ha egy sor konvergens, akkor a tagjaibdl allo
sorozat 0-hoz tart.

5.8. Allitas (,Trividlis kritérium” sorokra). Ha 3" a, konvergens, akkor a, — 0.
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Bizonyitds. Mivel > a, egy konvergens sor, ezért az (S,) sorozat konvergens. A fenti
Cauchy-kritérium szerint barmely € > 0 hibakorlathoz van olyan N kiiszobindex, hogy
minden m > N ésn:=m+ 1> N esetén

|Gmt1 + - 4 an| = lan| < e.
Ez éppen azt jelenti, hogy a,, — 0.

Maésképp: ha >>° a, = A € R, vagyis S,, — A, akkor persze S, — A is teljesiil.

n=1
lgy
an =5, —S,-1 —~A—-—A=0.

]

Fontos megjegyezniink, hogy a fenti allitds megforditasa nem igaz! Ehhez az alabbi
példakat gondoljuk meg.

5.9. Feladat. Legyen (a,) := (In %), vagyis tekintsiik a

n+1
Zln -

sort! Igazoljuk, hogy nem konvergens!
Mivel 2 =14+ L — 1 ezért

n—+1
n

—Inl=0.

a, = In

Miésrészt minden n € N esetén

2 3 4 n+1
Sn—lni—i-lni—i—lng—i-...—l—ln -
=(In2—-Inl)+(In3—-m2)+ (In4d —In3)+---+ (In(n+ 1) —Inn)

=In(n+1).
Mivel In(n 4+ 1) — oo, ezért (S,,) nem korldtos, igy > a,, nem konvergens.

5.10. Megjegyzés. Lattuk, hogy az elébbi sor tagjai atalakithatok mint

Zlnn+ L Z(ln(n—i— 1) —Inn).

n

Az ilyen tipusi sorokat teleszkopikus osszegnek szoktak hivni.

5.11. Feladat. Harmonikus sor Tekintsiik a
1
- 5.2
>! 52
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un. harmonikus sort! Tudjuk, hogy % — 0. Mutassuk meg, hogy a Z% sor nem konver-
gens!

Az Tételt alkalmazzuk. Legyen ¢ := % Ekkor barmely N € N esetén m = N és
n = 2N valasztassal

1 1 1
| 4.4 | >N.—— ==
N+1Jr +2N_ 2N 2’

[ R

tehat a > % sorra nem teljesiil a Cauchy-kritérium, igy nem konvergens.
A gyakorlatban el6fordulnak az tin. abszolut konvergens sorok.

5.12. Definicié. A > a, sor abszolit konvergens, ha »_ |a,| konvergens.

5.13. Allitis. Ha > ay abszolit konvergens, akkor > a, konvergens.

Bizonyitds. Mivel > |a,| konvergens, ezért az Tétel alapjan Ve > 0-hoz 3N, hogy
Vn > m > N esetén

ams1| + -+ anl] = |amsr| + -+ an] <e.
Ekkor a > a,, sorra is teljesiil a Cauchy-kritérium ugyanezen kiiszobindexszel, hiszen
i1 + - F an| < |amar| + ..+ |an] < e.

Ez éppen azt jelenti, hogy > a,, konvergens. O]

5.2. Konvergenciakritériumok

A gyakorlatban sokszor nehéz eldonteni egy-egy sor konvergencidjat a definicié vagy
a Cauchy-kritérium alapjan. Masrészt, altalaban a sor 6sszegének értékére nincs sziiksé-
gilink, csak annak ismeretére, hogy konvergens-e. Az alabbiakban néhany olyan tétellel
ismerkediink meg, melyek hasznosak lehetnek sorok konvergencidjanak/divergencidjéanak
megallapitasahoz. A tételeket pozitiv (> 0) tagi sorokra mondjuk ki, majd dltalanositjuk
tetszoleges el6jelli tagokbdl allo sorokra.

Eloszor azt gondoljuk meg, hogy egy pozitiv tagi sornak mindig létezik Gsszege.

5.14. Allitas. Ha a, > 0, n € N, akkor

ian:AE@
n=1

mindig létezik, mégpedig A € R (tehdtl a sor konvergens), ha a részletdsszegeibél dallo (S,,)
sorozat felilrdl korldtos, és A = 400, ha (S,) felilrél nem korldtos.
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Bizonyitds. Kovetkezik abbdl, hogy ilyenkor (.S,,) monoton névé sorozat, tehat alkalmaz-
haté a Allitas: (S,) hatarértéke véges vagy +o00, attdl fiiggden, hogy feliilrdl korldtos
vagy sem. [

5.15. Kovetkezmény. Az Feladatban a harmonikus sor dsszege

n=1

Az Allitas alapjan az alabbi, pozitiv tagi sorokra kimondott konvegenciakrité-
riumok esetében mindig elegend6 azt vizsgalni, hogy a részletosszegekbol allo sorozat
feliilrol korlatos vagy nem.

Az els6 az un. 6sszehasonlité vagy majordans- ill. minoranskritérium.

5.16. Tétel (Osszehasonlité kritérium). Legyen 0 < a,, < b,, n € N.

1. Ha > b, konvergens, akkor > a, konvergens.
2. Ha Y a, divergens, akkor b, divergens.

Bizonyitds. Legyen S, :=ai+as+...+a, ésT, :=b+by+...+b,, n € N. Az elébbiek
alapjan (S,) és (T,,) monoton névo sorozatok. Tovabba, a feltétel szerint

S, < T, neN. (5.3)

1. Ha >_ b, konvergens, akkor ez azt jelenti, hogy (7,) konvergens, tehét feliilr6l kor-
latos. Az (5.3)) miatt ilyenkor (S,,) is feliilrél korlatos, tehédt konvergens, azaz »_ a,
konvergens.

2. Kovetkezik az 1. pontbdl.
[

5.17. Megjegyzés. Konnyen meggondolhatd, hogy a fenti tételben elég lett volna megko-
vetelni, hogy a,, < b, egy N indextol kezdve teljesiiljon.

5.18. Feladat. A )

nOt
alaku sorokat hiperharmonikus sornak nevezik. Igazoljuk, hogy

1
Z — divergens, ha o < 1;
”1 (5.4)
Z — konvergens, ha o > 1!
nOt

A bizonyitashoz sziikség lesz egy tjabb konvergenciakritériumra, amit bizonyitds nélkiil
mondunk ki.
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5.19. Tétel (Kondenzaciés kritérium). Ha az (a,) sorozat monoton fogyd és a, > 0,

n € N, akkor a
Z a, €s Z 2" agn

sorok eqyszerre konvergensek vagy divergensek.

1
A hiperharmonikus sorra alkalmazva, > — pontosan akkor konvergens, ha a
na

Z QnQHLa _ Z 2n-(1—a)

sor konvergens. Ez pedig az Feladat alapjan éppen az ((5.4]) kitétel.
A tovabbiakban a hanyados- és gyokkritériummal ismerkediink meg.

5.20. Tétel (D’Alembert-féle hanyadoskritérium). Legyen (a,) adott sorozat, a, > 0,
n € N.

1. Ha3q € (0,1) és AN € N, hogy

Qp+1

<¢ nz=N,
G,
akkor > a, konvergens.
2. Ha dg>1 és AN € N, hogy
“>q =N,
Qn

akkor " a, divergens.
Bizonyitdas. Legyen k € N. Az 1. feltételbol

AN+1

<qg=any1 < an-q
an
aAN+2

2
<g=ani2<any1-¢=<an-q
aAN+1

AN-+k k
—— < qg=antr < anyk-1'q< ... <an-q.
AN+k—-1

Ekkor a > a, sor n = N + k-adik részletosszegére

Sn:SN+kZCL1+...+CLN_1+CLN+CLN+1+(1N+2+...+CLN+k

<L+ay+anv-q+ay-¢+...+ay-¢"

1
:L+aN~(1+q+...+qk)<L—i—aN~1—,
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ahol L :=a; +as + ... +an_1, és felhasznaltuk az Feladatbdl, hogy 0 < g < 1 esetén
Yo" = ﬁ. Tehét (.S,) feliilrél korldtos, igy konvergens, ami azt jelenti, hogy > a,
konvergens.

A 2. feltétel esete hasonléan meggondolhaté. n

5.21. Megjegyzés. A hanyadoskritérium feltételei teljesiilnek, ha

1.
Iim & = g € [0,1),
Qp,
illetve
2. .
Ilim = = ¢ > 1.
Qp,

Ha lim % =1, akkor ,,barmi” lehet.
5.22. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium). Legyen (a,) adott sorozat, a, > 0, n € N.
1. Ha3q € (0,1) és AN € N, hogy

Va, <q, n>N,
akkor > a, konvergens.

2. Ha dq > 1, hogy
Ya, > q végtelen sok n-re,

akkor > a, divergens.

Bizonyitds. Legyen k € N. Az 1. feltételbol

Vay < q=ay <"
"Yani1 < ¢ = ang < C]NJrl

N+k
N antr < q = anek < ¢

Ekkor a > a, sor n = N + k-adik részletosszegére

Sn:SN+kZal+...+(IN_1+CLN+CLN+1+...+CLN+k
<SL+gV+¢" T 4+ N

1
:L+qNo(1+q+...+qk)<L+qN‘1—_q,
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ahol L :=a; +as + ... +an_1, és felhasznaltuk az Feladatbdl, hogy 0 < g < 1 esetén
Yo" = ﬁ. Tehét (.S,) feliilrél korldtos, igy konvergens, ami azt jelenti, hogy > a,
konvergens.

A 2. eset hasonléan gondolhaté meg. O

5.23. Megjegyzés. A gyokkritérium feltételei teljesiilnek, ha

1.
Ilim {/a, = q € [0, 1),

illetve

dlim {/a,, = ¢ > 1.

Ha lim /a,, = 1, akkor ,barmi” lehet.

Ha a fenti kritériumokat tetszoleges eléjelii sorokra akarjuk alkalmazni, akkor a sor
tagjainak abszolit értékére kell ket vonatkoztatni.

5.24. Allitas. Tegyiik fel, hogy (an) és (by) tetszdleges eldjeld sorozatok. Ekkor az
és Tételek feltételeit a > |ay| ill. > |b,| sorra alkalmazva, mindegyik tételben

az

1. feltétel teljesiilése esetén > a, abszolit konvergens, igy konvergens; a

2. feltétel teljesiilése esetén . a, divergens — kivéve, az Tételben csak a ) |ay|
divergenciajat dllithatjuk.

Bizonyitds. A bizonyitas az 1. esetben megegyezik a korabbi tételek bizonyitasaval. A 2.
feltétel esetében az és az [5.22) Tételek alkalmazdsakor meggondolhatd, hogy (|a,|),
igy (a,) sem tarthat 0-hoz. O

5.25. Feladat. Adjunk példat olyan konvergens ill. divergens sorra, melyrol sem a
hédnyados- sem a gyokkritérium alapjan nem donthetd el, hogy konvergens-e! (Tehét
ezek a kritériumok nem sziikséges feltételt adnak.)

5.26. Feladat. Léssuk be, hogy ha a > a, sorra az [5.20] Tétel (hdnyadoskritérium)
valamelyik feltétele teljesiil, akkor az Tétel (gyokkritérium) megfelels feltétele is
teljestiil ra!

Adjunk példat olyan sorra, melynek a gyokkritérium alapjan eldontheto a konvergen-
cidja, a hanyadoskritérium alapjan azonban nem! Tehdt az el6bbi allitds megforditasa
nem igaz, igy a gyokkritérium ténylegesen erésebb a hanyadoskritériumnal.
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5.27. Példa. A ) < divergens és a > -5 konvergens sor esetén is

. Qn41 .
lim /= = lim {/a, =1
Qp,

teljesiil. Tehat az [5.21] és az [5.23 Megjegyzésben a feltételek élesek.

Az alterndld sorokra vonatkozik a kovetkezd tétel.

5.28. Tétel (Leibniz-tétel). Legyen (a,) monoton fogyd, a, — 0. Ekkor a

Z(_l)n—i—lan

végtelen sor konvergens.
Bizonyitds. Legyen k € N. Ekkor

S =a Sy = a; — asy

Sz = a1 — ay + as Sy =a; —as+as—ay

Sop—1=a1 —ag+ ...+ ag_1 Sop=a1 —as+ ...+ ag_1 — Qo
Mivel a,, > 0 minden n-re, ezért

Sl>SQ
53>S4

Sok—1 > Sap.
Felhasznélva, hogy a1 > as > as > a4 > ... > asx_1 > as > ..., kapjuk az alabbit
St ZSgZ...ZSQkfl > ... 685 <5< .. <85, <. ..

Ebbél kovetkezik, hogy (Sax_1) és (Sax) is monoton, korldtos sorozat, tehat konvergens
(Id. a Tételt). Mivel Sop_1 — Sox, = agy, ezért

lim(SQk_l — Sgk) = lim agk = 0,
hiszen a,, — 0. Ez éppen azt jelenti, hogy
lim Sgk_l = lim Sgk =A S ]R,

amib6l kovetkezik, hogy (.S,,) is konvergens, lim S,, = A, tehat > (—1)""a, konvergens.
[l
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A bizonyitasbdl latszik, hogy A € [Sax, Sor_1] minden k € N-re, igy
[Sok—1 — A| < agi, < agp—1 és |So — Al < age (B €N),

azaz

1S, — Al < an, neN. (5.5)

Ez hasznos lehet az alternalé sor 6sszegének a becsléséhez.

5.29. Definicié. Ha egy sor kielégiti a Leibniz-tétel feltételeit, vagyis

Z(_1>n+1an

alaku, ahol (a,) monoton fogyd, a,, — 0, akkor Leibniz-sornak nevezziik.

5.30. Példa. A .
—1)ntlz
R

sor Leibniz-sor, igy a Leibniz-tétel szerint konvergens. Azonban nem abszolut konvergens,
mert lattuk, hogy >° < divergens.

5.31. Definicié. Azt mondjuk, hogy > a, feltételesen konvergens, ha konvergens, de
nem abszolit konvergens.

5.3. Végtelen sorok atrendezései, Cauchy-szorzata

5.32. Definicié. Egy p : N — N bijekciot (p kolesonosen egyértelmii és R(p) = N) a
természetes szamok permutdcidjanak (més széval dtrendezésének) neveziink.

Példaul a 3,2,1,6,5,4,...,3k+ 3,3k + 2,3k + 1,... sorozat egy permutacidja a ter-
mészetes szamoknak.
Vildgos, hogy egy permuticié egyben egy sorozat is, ezért a

p(n)=p,, neN
jelolést fogjuk hasznalni.

5.33. Definicié. Legyen adva az (a,) és (b,) sorozat. Azt mondjuk, hogy (b,) az (a,)
sorozat egy dtrendezése, ha létezik p permutécidja a természetes szdmoknak, hogy (b,,) =

(ap,,)-

A kovetkezo két tételt bizonyitas nélkiil mondjuk ki.
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5.34. Tétel. A > a, sor pontosan akkor abszolit konvergens, ha minden p permutdcio
esetén Y a,, abszolit konvergens. Ekkor bdrmely p permutdcio esetén

oo oo
E ap, = E Ay, .
n=1 n=1

E tétel szerint az abszolut konvergens sorok 6roklik a véges sok szam osszeaddasanal
teljesiilo kommutativitast. Ezzel szemben a feltételesen konvergens sorok nagyon labilis
képzédmények.

5.35. Tétel. Legyen > a, feltételesen konvergens sor.
1. Minden A € R szamhoz létezik p permutdcio, hogy

f:apn =A.

n=1

2. Létezik olyan p permutdcid, hogy . a,, divergens.

A kovetkezékben technikai okokbdl a sorozatok tagjait n = 0-tdl kezdve sorszamoz-
zuk.

5.36. Definicié. Legyenek > a, és > b, végtelen sorok. E két sor Cauchy-szorzatan
azt a »_ ¢, végtelen sort értjiik, melyre

Cp = (Iobn + albn_l + ...+ CLnbo = Zakbn_k.
k=0

Szemléletesen:

Formalisan a Cauchy-szorzatot ugy képzelhetjiik el, mintha a végtelen sorok végtelen
Osszegek lennének, és szorzasukkor minden tagot minden taggal megszorzunk.

5.37. Tétel (Mertens-tétel). Legyen Y a, abszolit konvergens és Y b, konvergens vég-
telen sor. Ekkor a )’ ¢, Cauchy-szorzatuk konvergens, tovabbd

> o= 33 i (Y] (S0).
n=0 n=0 k=0 n=0 n=0
Miel6tt a tételt bizonyitandnk, gondoljuk meg az alabbi lemmat!

5.38. Lemma. Ha ) a, abszolit konvergens végtelen sor és (x,,) nullsorozat, akkor

n

lim E ApTlp—k — lim (aoxn +a1Tp_1+ -+ anﬂfo) = 0.
n—00 o n—00
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Qo a1 a2 as

bo aobo,’alb(}//agba’/agbo/ co

bl agbl,’albl/’agbL/

s

// 4
,

b2 agbg/albz/ s

s
s

bs lagbs.” - - -

’

5.1. dbra. Sorok Cauchy-szorzata
Bizonyitas. Legyen € > 0 tetszoOleges. Vélasszunk egy K pozitiv szamot, melyre

2| <K, n€Nés Y ay| < K. (5.6)

n=0

Mivel z,, — 0, a ) |a,| sorra pedig teljesiil az Cauchy-kritérium, ezért 1étezik olyan
N € N, hogy
e €
|z, | < o & lani1| + ...+ |an] < Ve

Ha n > 2N, akkor n — k > N minden 0 < k < N esetén, ezért (5.6) és (5.7)) alapjén

n>N. (5.7)

n N n
Z%In—k = Zakxn—k + Z Ak Tn—k
k=0 k=0 k=N+1
N n
< a0 Jaw] - ol
k=0 k=N+1
e - € €
< — K - <— K+K-— =c¢.
o 2 T K D Jal < g KA Koo =e
k=0 k=N+1
Ezzel az allitast belattuk. O
A Mertens-tétel bizonyitasa. Jelolje
Zan::AER, an::BER
n=0 n=0
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Be kell latnunk, hogy

o0

Z(aobn + &1bn,1 + ...+ anbo) =A-B.

n=0
Legyen S, :==ag+ ay; + ---ay, T,, := by + by + - - - b,. Ekkor lim S,, = A és limT,, = B.
Felirva a Cauchy-szorzat n-edik részletosszegét, atalakitasok utan az alabbit kapjuk:

Vi = agbo + (aoby + aibo) + (aobe + arby + agbo) + - - - + (aobp + a1by—1 + - - + anbo)
= aOTn + CLlj—"n—l + -+ a'nTO
=ap-(Tn—B)+a-(T-1—B)+---+a, - (To—B)+(ag+a1+---a,) - B
= [CL()(Tn—B)—'—(Il(Tn,l—B)—{—+an(T0—B)]+SnB

Mivel a (7,, — B) sorozat 0-hoz tart, ezért az Lemma alapjan a kapott Osszeg elso

(szogletes zardjelben 1évé) tagja 0-hoz tart. A 2. tag pedig definici6 szerint A- B-hez tart,
amivel a tételt belattuk. [

5.39. Példa. Konnyen lathaté (akdr a hanyados-, akar a gyokkritérium segitségével),
hogy a

xn

2

sor abszoliut konvergens barmely x € R esetén. Szamitsuk ki a
wn n
pRETR) ek
n! n!

sorok Cauchy-szorzatét tetszéleges .,y € R valds szamokra! Az Definicié alapjén a
> ¢, szorzatsor n. tagja

n k n—k n
N N A
w=2 7 (n—k)! nl Z(k>x oo
k=0 -
ami az |1.10] Binomialis tétel alapjan

(@ +y)"

Cp, 1
n:

Tehat a két sor Cauchy-szorzatara

(£5) (25) -5

n=0 n=0

teljestil.
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5.40. Megjegyzés. Az elobbi példaban

e = Z g
n=0
Ez kénnyen igazolhaté abbdl, hogy — amint lattuk — az E(z) = >, “"n—T fiiggvény ugyan-

azt az egyenlOséget elégiti ki, mint az exponencidlis fiiggvény, nevezetesen
E(z) - E(y) = E(x +y),

x = 1-re pedig az (b.1]) egyenldség alapjan F(1) = e.

5.4. A sorok néhany alkalmazasarodl

5.4.1. Végtelen tizedestortek
A valos szamok kozépiskolabdl ismert végtelen tizedestort-eloallitasa
T =ag,aa2as3..., ay €7, a, €{0,1,...,9},n>1
tulajdonképpen egy végtelen sorosszeg:

r=Y 1%””. (5.8)

n=0

Kérdések:
1. Ha adva van egy ilyen sor, miért konvergens?
2. Ha adva van x € R, hogyan kapjuk meg az eloallitasat?
3. Ha adva van x € R, egyértelmii-e az eloallitas?

Az 1. kérdésre eddigi tanulméanyaink alapjan konnyen valaszolhatunk. Mivel

0< In i, n>1,
- 10 — 10m -
ezért az Osszehasonlité kritérium és a 210% mértani sor konvergencidja miatt
az soreléallitds mindig konvergens.

A 2. kérdésre a valasz az, hogy sokféle eldallitdas lehetséges, mi az alabbiakban mu-
tatunk ezek koziil egy szokasos konstrukciét. Valasszuk meg az ag € Z szamot ugy,

hogy
ag < x <ag+ 1.
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A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy ag > 0 (az ap < 0 eset hasonléan
gondolhaté meg). Vélasszuk meg az a; € {0,1,...,9} szdmot tgy, hogy

i < i aq + 1
Q — l’ Q, .
0 101 = ST

Vaélasszuk meg az as € {0,1,...,9} szdmot gy, hogy

ay CL2—|—1

—_ < JE—
°+1o +102 STt et e
Tovabb folytatva, az n-edik 1épésben valasszuk meg az a, € {0,1,...,9} szdmot ugy,
hogy
a, +1
o . oo N. 5.9
a0~|—101—|— +10n_x<a0+101+ + TR n e (5.9)
Mivel az
— gt 4 nEN
° 101 107’
sorozatra ([5.9)) alapjan
1
0<az—s, < —, N
<z—5,< 10 n e
teljesiil, ezért s, — x, vagyis
(o) an B
—~ 107

A 3. kérdésre adott valasz nemleges, hiszen példaul
0,999...=1,000...

Konnyen meggondolhaté, hogy az altalunk leirt eldallitds az 1 szamra az 1,000... ala-
kot eredményezi. Ha azonban az (5.9) képletben az egyenléség- és egyenl6tlenségjelet
felcseréljiik, vagyis azt koveteljitk meg, hogy

aq a, +1
ay + — + - +—<x +——|— -+ neN

10! 10m 10! 107
legyen, akkor az 1-et 0,999... alakban kapnank meg. A koévetkezOkben azt mutatjuk

meg, hogy a konstrukcionk maga olyan, hogy minden valés szamhoz egyetlen eloallitast
rendel hozza. Tegyiik fel indirekt, hogy x el6all mint

o0

oo
- Qg by,
- 0k 2: 0k’
k=0

k=

és legyen n € N az els6 olyan index, melyre a, # b,. Felteheto, hogy a,, < b,, és mivel
egész szamokrol van szé, a, + 1 < b, tehéat

&szo,...,an,1 :bnflaan—i_l < by.
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Ekkor az (5.9) egyenlétlenséget (by,)-re és (a,)-re alkalmazva

a a, +1 by by, ay a, +1
— <} — —<rx< —
T T T T i A I TV 107

ami ellentmondas.

ag +

5.4.2. Az e szam irracionalis

Az (5.1]) egyenl6ség alapjan

1
Zm:e.
n=0

Tegyiik fel indirekt, hogy

e=L pqezt g>2
q

(a g > 2 feltehetd, egyébként bovitjiik a tortet). Az

1 1 1
Spi=1+=+—=+--+—, neN

1 2 n!’
jeloléssel s, — e szigorian monoton n6vo mdédon. Legyen n > ¢ tetszoleges. Ekkor
1 1 1
0<q! (s, —85) =q!- + S
<@t (o= s =4 ((q+1)! (q+2)! n!)
1 1 1

:q+1+(q+1).(q+2)+"'+(q+1).....n

1 1 1
= |14+ —+ -+
q+1 ( q+2 (q+2)-----n>
1

1 1 1
<— (14 + o
_q+1< g+1 (g+1)? (q+1)"q1>
1 1

1
< . =

(VAN
l\'J.I —

Ebbdl az n — oo hatdaratmenetet elvégezve kapjuk, hogy
1
qu!-(e—sq)gi

Masrészt, az indirekt feltevés alapjén
D D 1 1 1
|. — =ql. .| == =ql = =1 == — — — ... = —
0<q!(e—sy) =¢ (q 3q> =q! <q 1 T q!) €Z,
ami ellentmondas.

5.41. Megjegyzés. Ez az elegans bizonyitas Joseph Fourier (1768-1830) francia matema-
tikustol szarmaszik.
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6. fejezet

Differencialhatosag

6.1. A derivalt fogalma és geometriai jelentése

Vizsgdljunk meg két egyszerii fiiggvényt: f1 : R — R, fi(t) := %, és fo : R —
R, fo(t) := |t|. Rogzitsiik az a := 0 pontot! Kénnyen ellendrizhetd, hogy fi és fo is
paros; alulrél korlatos és feliilr6l nem korlatos; a pozitiv szamok halmazan novekvé, a
negativ szdmok halmazan fogyo; az a = 0 pontban minimuma van, és a minimum értéke
0; az a = 0 pontban folytonos. Szembetlind a sok hasonlésag ellenére, hogy az a = 0
pontban az f; fiiggvény sima, az f, fliggvénynek pedig térése van. Van-e olyan ,,miiszer”,
amely kimutatja, hogy egy fiiggvény valamely pontban sima, egy masik pedig nem?

Legyen f: R — R tetszleges fiiggvény, a € D(f) egy rogzitett pont. Az f fiiggvény
a-hoz tartozo kilonbségihdnyados-fiigguénye legyen a

f(z) — f(a)

T —a

K7 :D(f)\{a} =R Kl(2):=

fiiggvény. Vizsgaljuk meg ezzel a ,miiszerrel” az f; és f, fiiggvényt az a := 0 pont esetén

(6.1] és[6.2 abra)!

Az f; fiiggvény esetén

Kfn = DA =hO) 2=,

Az fy fiiggvény esetén

K (x) = (6.1)

folx) = f2(0) _ Jz[ =0 _ |z| _ I, haz>0
z—0 T z2—-0 x| -1, hax<o0

(1d. a[6.3] és a[6.4] dbrat!) Latjuk, hogy a sima f; fliggvény esetén van hatérértéke (folyto-
nossé tehetd) a Kgl kiilonbségihanyados-fiiggvénynek a 0-ban, mig a toréssel rendelkezo
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I
1F--+ Li--—
i r i T
6.1. abra. Az f; fliggvény 6.2. abra. Az f, fliggvény

y, K

-
xXr

xXr
T

6.3. abra. A Kgl fiiggvény 6.4. abra. A K{? fliggvény

fo fiiggvény K[J;Q kiilonbségihdnyados-fiiggvényének nincs hatarértéke a 0 pontban.

Ez a vizsgdlat motivéalja, hogy azokat a fiiggvényeket, amelyek kiilonbségihanyados-
fiiggvényének van hatérértéke abban az a pontban, amelyhez tartozik (a példaban a = 0),
differencidlhatonak fogjuk nevezni a-ban, és az a-beli derivdltja ezt a hatarértéket jelenti:

f’(a) — lim f(l’) — f((l)

T—a r — a

Honnan keriilt el6 az a ,miiszer”, amely alkalmas egy fiiggvény simasdgat kimutatni?
El6szor egy geometriai megkozelitést mutatunk be. A koordinata-rendszer (a, f(a)) és a
t6le kiilonbozo6 (x, f(x)) pontjain at fektessiink egy egyenest (szel6t). Az egyenes mere-
deksége (irdnytangense)

f(z) = f(a)

rT—a
(Ezt jeloltiik K7 (x)-szel.)

Ha z tart az a-hoz, akkor (sima fiiggvény esetén) a szel6k tartanak egy hatdrhely-
zethez, amelyet érintonek neveziink, igy a szelok meredeksége is tart az érinté meredek-
ségéhez (6.5 dbra). (Ezt a hatdrértéket neveztiik el derivaltnak.) A mdsik egy fizikai
interpretécié legyen. Tegyiik fel, hogy egy pont mozgasat a t — s(t) ut-id6 fiiggvény irja
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a
6.5. abra. Szel6 meredeksége

le. A [to, t] id6intervallumban az dtlagsebesség a megtett s(t) — s(tp) it és a megtételéhez
sziikséges t — ty id6 hdnyadosa, azaz
s(t) — s(to)
t—ty
Ha ,,minden hataron tdl” roviditjiik az idéintervallumot, az atlagsebesség egy szam koriil

keveset ingadozik (feltéve, hogy sima volt az t-id6 fiiggvény), ezt a szdmot nevezziik
pillanatnyi sebességnek:

_s(t) —s(to) , 5
fim = =) vagy lim 75 =

Lathato, hogy a pillanatnyi sebesség az atlagsebesség hatarértéke és az ut-ido fiiggvény
differencidlhdnyadosa: s'(ty) = v(ty). Ez fizikailag tulajdonképpen azt jelenti, hogy a
derivélt az ,utolsé mérhetd egységre jutd megvaltozas”.

6.2. A derivalt fogalma és kapcsolata a folytonossag-
gal

6.1. Definicié. Legyen A C R, a € A. Azt mondjuk, hogy a belsé pontja az A halmaz-
nak, ha a-nak létezik K (a) kornyezete, hogy K(a) C A.
Az A halmaz bels6 pontjainak halmazat jelolje int A.

6.2. Példa. Legyen A :=[0,1) intervallum. Ekkor int A = (0, 1) (nyilt) intervallum.

6.3. Definicié. Legyen f : R — R, a € int D(f). Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
differencidlhato az a pontban, ha

g 1@ = (@)

r—a T —a

e R,

122



vagyis ha az f fiiggvény a-hoz tartozé K/ kiilonbségihdnyados-fiigguényének, ahol

KL D)\ {a} B () = LSO
r—a
létezik véges hatdrértéke a-ban/]
Ha f differencidlhaté az a pontban, akkor
 f(z) — f(a)
"(a) = lim ——————~=,
f(a) = lim ——"—

Az f'(a) € R szamot az f fiiggvény a pontbeli differencidlhdnyadosanak vagy derivdlt-
jcinakE| nevezziik.

Az f'(a) helyett hasznalatos még az f(a), %(a), %Lpza, Df(a) jelolés is.

6.4. Megjegyzés. A derivalt definicidja ekvivalens mdédon igy is irhato:

) oty L) = S(0)

h—0 h

6.5. Megjegyzés. A derivalt defniciéjaban szereplé hatarérték létezése és végessége egy-
ardnt fontos. Az f(x) := J/x fiiggvény esetén az a = 0 pontban a kiilonbségi hanyados
hatarértéke létezik, de +o00, igy ez a fiiggvény nem differencialhaté a 0-ban.

A fenti abra alapjan meggondoltak szerint az f'(a) szam a fiiggvény grafikon-
janak, graph(f)-nek (a, f(a)) pontjdhoz hizott érintéjének a meredeksége. Ennek meg-
feleléen definidlhatjuk az a € int D(f) pontban differencidlhaté f fiiggvény a pontbeli
érint6jét.

6.6. Definici6. Tegyiik fel, hogy f differencialhaté az a € int D(f) pontban. Ekkor az
f fiiggvény a pontbeli érintdje az alabbi egyenlettel meghatarozott egyenes:

y=fla)+ f'(a)- (x —a). (6.2)

Az érinté tehdt az (a, f(a)) ponton atmend f'(a) meredekségii egyenes. A kovetkezd
fontos tétel arrdl szdl, hogy a fiiggvény érintdje mennyire van ,kozel” a fliggvény grafi-
konjahoz.

6.7. Tétel (Fotétel). E|Legyen f:R—=R, acintD(f). Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:

1. f differencidlhato az a pontban;

'Ez A. L. Cauchy francia matematikus definiciéja 1821-bél.

2Jelentése: szarmaztatott (J. L. Lagrange, 1797.)

3A differencialhatésag C. Carathéodory (1950) gordg matematikustél szarmazé ekvivalens megfogal-
mazasa.

123



2. AF, : D(f) — R az a pontban folytonos figgvény, hogy Vx € D(f) esetén
f(@) = fla) + Fo(z) - (z —a). (6.3)
Bizonyitds. 1. = 2.: Legyen f differencialhaté a-ban. Ekkor vezessiik be az

@10 oy £ g
F,:D(f) >R, Fy(x):= {f’(g;)a o

fiiggvényt. Az F, folytonos a-ban, ugyanis Vo € D(f) \ {a} esetén

az f fiiggvény a-beli differencidlhatésdga miatt pedig

lim F,(z) = f'(a) = F.(a).

r—a

Legyen ezutan x € D(f) tetszbleges. Ha = # a, akkor

nyilvan igaz.
2. = 1.: Tegyiik fel, hogy 3F, az a-ban folytonos fiiggvény, hogy Vz € D(f) esetén

f(@) = fla) = Fo(z) - (x — a).
Ha x # a, akkor

r —a

Mivel a feltétel szerint F, folytonos a-ban, ezért lim,_,, F,(x) = F,(a), de akkor

3l L&) = @) _ F,(a) €R

T—a Tr — Qa
is teljesiil, azaz f differencidlhaté a-ban, sét F,(a) = f'(a). O
6.8. Megjegyzés. A bizonyitasbdl kideriilt, hogy a tétel szerint 1étezd F, fiiggvényre
Fo(a) = f'(a)

teljestil.
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Vonjuk most ki a (6.3) azonossagbdl az érint6 (6.2)) egyenletét! Ekkor
f(@) —y = (Fo(z) = f'(a)) - (x — a)

Ez azt jelenti, hogy f érintgje olyan kozel van f-hez x-ben, mint egy a-ban 0 hatar-
értékkel rendelkez6 folytonos fiiggvény, megszorozva (x — a)-val. Az érinté egyenletét
behelyettesitve és az egyenletet atrendezve pedig azt kapjuk, hogy

f(@) = f(a) + f'(a) - (x — a) + (Fu(z) — f'(a)) (z — a).

Ebbdl
f@) = fla) + f'(a) - (x — a) + r(z, a), (6.4)

ahol
lim r(,a)

rx—a T —

= 0.

A (6.4]) egyenlet a differencidlhatésag egy harmadik ekvivalens megfogalmazasa, amely
K. T. W. Weierstrass német matematikustol szarmazik 1861-bol.

6.9. Tétel. Ha f differencidlhato a-ban, akkor f folytonos a-ban.

Bizonyitds. Ha f differencidlhato a-ban, akkor 3F, olyan a-ban folytonos fiiggvény, hogy
Vo € D(f) esetén f(z) — f(a) = Fu(x) - (x — a), azaz

f=fla)+ F,-(id—a).

Mivel a-ban folytonos fiiggvények 0sszege, szorzata is folytonos, ezért f is folytonos az a
pontban. O

6.10. Megjegyzés. Az f : R — R, f(x) := |z| fliggvény folytonos az a := 0 pontban,
de a osszefiiggésben lattuk, hogy a 0-hoz tartozoé kiilonbségihanyados-fiiggvényének
nincs hatarértéke a O-ban, ezért f nem differencialhaté a 0 pontban. A példa azt mutatja,
hogy a tétel nem fordithaté meg.

6.11. Definicié. Az f fiiggvény derivdltfiigguényének nevezziik, és f’-vel jeloljitk azt a

fiiggvényt, amely minden x pontban, melyben a fiiggvény differencialhatd, megadja az
x-beli derivaltat. Tehat

D(f') :={z : f differencidlhaté z-ben}
(@) = tlim LD = F@)
fl(z) = lgr; P

6.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény folytonosan differencidlhato az
a € intD(f) pontban, ha az f' derivaltfiiggvény létezik az a pont egy kornyezetében
és folytonos a-ban. Az f fiiggvény folytonosan differencidlhato, ha D(f') = int D(f) és
f' folytonos.
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6.13. Példa. Az f : R — R, f(t) := t* fiiggvény nem csak az x := 0 pontban tii-
nik siménak (1d. az el6z6 szakaszt). Legyen z € R egy tetszéleges valés szam! Nézziik
meg, hogy az f fiiggvény x-hez tartozo kiilonbségihanyadosanak van-e hatarértéke z-ben!
Egyszertien lathato, hogy

limM = limH = limw = lim(t + z) = 2z,

t—z t—=x t—wx t—x t—z t—=x t—z

tehat f differencidlhaté az-ben és f'(x) = 2z, vagyis a derivéltfiiggvénye (id?) = 2-id.

6.3. Miveletek differencialhaté fiiggvényekkel
6.14. Tétel. Ha f, g differencidlhatok a-ban, akkor f + g is differencidlhato a-ban, és
(f +9)(a) = f'(a) + d'(a).

Bizonyitds. A definicié és az Osszeg hatarértékére vonatkozo Gsszefiiggés alapjan

i U 9@ = +9)@) _ | f(@)+ g(x) = (@) — (@)

= lim
T—a Tr — a T—a T — a
i J@ =@ )~ gla)
r—ra Tr— a r—ra Tr—a
= f'(a) + ¢'(a).
O
6.15. Tétel. Ha f differencidlhato a-ban és A € R, akkor \f is differencidlhato a-ban,

és
(Af)(a) = A- f'(a).
Bizonyitds. Ismét a definicié és a konstansszoros hatarértékére vonatkozé osszefiiggés

alapjan
i M@ =ON@ _ o f@) = f@)

T—a Tr —a T—a T —a

(a).
[l

6.16. Kovetkezmény. Ha f, g differencialhatok a-ban, akkor f — g is differencidlhato
a-ban, és

(f —9)'(a) = f'(a) = g'(a).
Bizonyitds. Alkalmazzuk a[6.14] és a[6.15] Tételeket f-re és g-re, valamint A = —1-re. [

6.17. Tétel (Leibniz-szabaly). Ha f, g differencidlhatok a-ban, akkor f - g is differenci-
alhato a-ban, és

(f -9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
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Bizonyitds. Az elébbiekhez hasonléan

(f9)(x) = (f9)(a) f(x)g(x) — fla)g(x) + fla)g(x) — fla)g(a)

lim = lim
Tr—a Tr— a T—a r— a
o PO @ 0 = gla)
r—a T — Qa r—a Tr — Qa
= f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
Felhasznéltuk, hogy mivel ¢ differencidlhaté a-ban, ezért g folytonos a-ban (ld. a
Tételt), igy lim,_,, g(z) = g(a). O

6.18. Tétel. Ha g differencidlhatd a-ban és g(a) # 0, akkor é is differencidlhato a-ban,

és N @)
J(a
B4
g 9*(a)
Bizonyitds. Mivel g differencidlhat6 a-ban, ezért g folytonos a-ban (1d. aTételt). fgy
a g(a) # 0 feltétel miatt 3K (a) C D(g) kornyezet, hogy Vo € K(a) esetén g(z) # 0,

tehdt a € int D (5) . Ekkor

1 _(1 I g(a)—g(x)
lim (9) (z) (9) (@) _ i 4@ @ _ @@ _
r—a Tr— a r—a Tr — Qa r—a T — QA

r—a  g(z)g(a)
1
/
= —g a
@) 9*(a)
O
6.19. Tétel. Ha f,g differencidlhaték a-ban és g(a) # 0, akkor § is differencidlhato
a-ban és )
([) (a) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
9 9%(a)
Bizonyitas. Mivel § = f- é, és a feltételek szerint i differencialhaté a-ban, ezért a

szorzatfiiggvény differencidlhatosagara vonatkozé tétel miatt 5 differencidlhaté a-ban és

(1)' . ( N 1)’ @ = )+ f@. (_g’<a>> _ Pla)glo) = fla)g'(a)

9 9
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6.20. Tétel. Tegyiik fel, hogy g differencidlhaté a-ban és f differencidlhatd g(a)-ban.
Ekkor f o g is differencidlhaté a-ban, és

(f o 9)'(a) = f'(9(a)) - 4'(a).
Bizonyitas. Eloszor gondoljuk meg, hogy a feltételekbol kovetkezik:
acintD(fog)=int{x € D(g) : g(x) € D(f)}.

Mivel g(a) € int D(f), ezért Je > 0, hogy K.(g(a)) C D(f). Mésrészt g differencidlhatéd
a-ban, ezért folytonos is a-ban, igy € > 0-hoz 1étezik 6 > 0, hogy

z € Ks(a) ND(g) = g(z) € Ke(g(a)) C D(f). (6.5)
Tudjuk, hogy 3p > 0: K,(a) C D(g). Jelslje r := min{4, p}. Ekkor alapjan
v € Ky(a) = 2 €D(g), g(x) € D(f) =z €D(foy),

igy a € int D(f o g) teljesiil.
Mivel g differencidlhaté a-ban, ezért a[6.7] Fététel miatt 3G, az a-ban folytonos fiiggvény,
hogy Vx € D(g) esetén

9(x) = g(a) = Gu(2) - (z — a).
Mivel f differencidlhaté g(a)-ban, ezért szintén aFététel miatt 3F ), a g(a) pontban
folytonos fiiggvény, hogy Yy € D(f) esetén

fy) = f(g(a)) = Fya)(y) - (y — g(a)).

Legyen = € D(f o g), ekkor az y := g(z) jeloléssel a fenti két egyenléséghdl kovetkezik:

(feg)(@) = (fog)la) = flg(x)) — flg(a)) = Fyw(g(x)) - (9(x) = g(a))
— Fyo9(@)) - Gul) - (z—a)  (66)
= ((Fg(a) 0g) G,) (z): (x—a).
Mivel ¢ differencialhaté a-ban, ezért g folytonos a-ban (I1d. a Tételt); Fyq) folyto-
nos g(a)-ban, igy a kompoziciéfiiggvény folytonossagdara vonatkozé tétel szerint Fy, o g
folytonos a-ban. Mivel G, folytonos a-ban, ezért a szorzatfiigny folytonossdgat fel-

hasznalva, az (Fg(a) o g) - G, is folytonos az a pontban. fgy a Fotétel alapjan
utolsd sora éppen azt jelenti, hogy f o g differencidlhaté a-ban, sét

(fo9)(a) = ((Fyw ©9) - Ga) (a) = Fyw)(g(a)) - Gala) = f'(9(a)) - 4'(a).
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6.21. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitasban kénytelenek voltunk a Tételre (Fotétel)
tamaszkodni, bar kézenfekvé volna a kévetkezo joval egyszertibbnek tiing, &m hibas gon-
dolatmenet. Alakitsuk at az fog fiiggvény g(a) pontbeli kiilonbségihdnyadosat az alabbi
modon:

flg(@)) = flg(a)) _ flg(x)) — flg(a)) g(x)—g(a)

T—a ~ gl@) —gla) r—a

Az © — a hatdrdtmenetben a jobb oldal elsé tényezéje f'(g(a))-hoz tart (mivel a g
fiiggvény a pontbeli folytonossdga miatt g(z) — g(a)), a masodik tényez6 pedig ¢'(a)-
hoz tart. Ez az érvelés azért hibas, mert elofordulhat, hogy az a ponthoz tetszélegesen
kozel van olyan z, melyre g(x) = g(a) teljesiil. Igy az stalakitds nem feltétleniil végezhetd
el az a pont egy kornyezetében, 0-val ugyanis nem oszthatunk.

A kovetkezo tétel az inverzfiiggvény differencialhatésagarol szol. Fontos megjegyez-
niink, hogy a tétel allitasai koziil a leglényegesebb maga a derivalt 1étezése, mert a derivalt
képlete azonnal adodik a kompoziciéfiiggvény derivélasi szabalyabol. Ugyanis, az

foft=id
egyenloség mindkét oldalat derivalva, a [6.20] Tétel alapjan

Io £71 . (£71y — -1y 1
Jof U 1= = 5o

ami éppen (6.7)).

6.22. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R szigorian monoton és folytonos
fiigguény. Legyen a € I, f differencidlhaté a-ban és f'(a) # 0. Ekkor f=* differencidlhatd
a b:= f(a) pontban, és

—1\/ o 1
mdsképp .
(@) = 5

Bizonyitds. A szigori monotonitas miatt a folytonos f fiiggvény injektiv, igy a folyto-
nos fiiggvény inverzérdl szolé tétel miatt 1étezik az f~' : J — I inverzfiiggvény, ahol
D(f~') = J is nyilt intervallum, tehdt b € int D(f~!). Az f~! fiiggevény b pontbeli
differencialhatosagdhoz meg kell mutatni, hogy létezik a

i W) = f0)
y—b Y — b

hatarérték és ez valés szam.
Legyen (y,) C J, y, — b, y, # b tetszbleges sorozat. Barmely n € N esetén legyen
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6.6. abra. Inverzfiiggvény derivaltja

Tn = ["Yyn). Az (z,) C I sorozat konvergens, és limx, = a, mert az inverzfiiggvény
folytonossagardl szold tétel és az atviteli elv szerint

Yp — b= f_l(yn) — f_l(b), azaz T, — Q.

Tovabba z,, # a is teljesiil f~! injektivitdsa miatt. Ezért

F ) = ) wma !
b b f() — fl) | T@I@ 7 i)
f_l(yn) — f_l(b)

hiszen f’(a) # 0. Mivel barmely (y,,) C J, y, — b esetén az (

) sorozat
, AR PR Yn =D
konvergens, ezért a fiiggvényhatarértékre vonatkozo atviteli elv szerint 1étezik a
—1 -1 b
i W) = [ (0)
y—b Y — b

hatarérték. fgy f~1 differencidlhaté b-ben, és az is 1ldthatd, hogy

]

6.23. Megjegyzés. A tétel allitdsat jol szemlélteti a[6.6] abra: ha az érintét tikrozzik az
y = x egyenesre, akkor a meredekség a reciprokara valtozik.
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6.4. Elemi fiiggvények derivaltja
Nézziink egy tovdbbi példat! Legyen f: R — R, f(t) :=t*, = € R. Ekkor

_ 3_ .3 (42 2
limM —limt—x = lim (t=a)(t"+tw+ o) = lim(t? + tx + 2%) = 322,

t—x t—x s t—=x t—x t—=x t—x

tehat f differencidlhaté x-ben, és f/(x) = 322, vagy réviden
(id*) =3 -id>.
Az alabbiakban ezt 3 helyett altalanositjuk tetszoleges a kitevére.

Nevezetes fiiggvényderivaltak:
L (id*) =a-id*" (a€R)

Bizonyitds. Mivel az id® fiiggvény csak a pozitiv félegyenesen van értelmezve, ezért
érvényes a kovetkezo atiras:

& = eoulna:’

ebbol a kompoziciéfiiggvény derivalasi szabalya alapjan

1
/ . _
([L’a) :ealn:c.a__:a/.xa 1‘
x
O
2. sin’ = cos
Bizonyitas.
. . sint —sinz . 2sin5%cos &2
sin’(z) = lim ——— = lim
t—x t—ax t—x t—axa
) sint_Tw t+x
= lim T~ COS =1-cosz = cosz.
t—x = 2

Az atalakitds soran a trigonometrikus fiiggvények addicids tételeinek egy kovetkez-

ményét, valamint a cos fliggvény folytonossagat hasznaltuk. Mivel lim,, Sizu =1,
ezért t — x esetén az u := 5% — 0, igy
. sin5E
lim ——=— = 1.
t—x =
O
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. cos' = —sin

Bizonyitds. Ugyanugy, mint fent, az olvaséra bizzuk.

A |
'tg_cos2

Bizonyitds. A hanyadosfiiggvény derivélasi szabalyabol:

. / . . .
o sin sin’ - cos — cos’ -sin  sin® + cos? 1
g = _— = —=

cos cos? cos? cos?’

ot = -5

sin
Bizonyitds. Ugyanugy, mint fent, az olvaséra bizzuk.
. exp., =exp,-lna (a > 0), specidlisan: exp’ = exp

Bizonyitds. A A7) szakaszban igazoltuk az aldbbi nevezetes hatarértéket:

t _ T
exp),(x) = }glg at _z =a®-lna=-exp,(z)-lna, (a>0,a#1).

1
id-lna

. log! = (a >0, a# 1), specidlisan: In’ = &

Bizonyitds. A [4.7] szakaszban igazoltuk az aldbbi nevezetes hatérértéket:

. log, t—log, x 1 1
log’ (z) =1 z = = 1).
084 (7) e t—x r-lna id(z)-Ina’ (a>0,a71)

Vagy masképp: az inverzfiiggvény derivélasi szabdalya alapjan:

1 1 1 1

1 / — — = = .
Oga(l') eXpIa(IOga .’ﬂ) expa(loga .CC) Ina r-Ina ld(l') ‘na

. sh’ = ch
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10.

11.

12.

13.

14.

Bizonyitas.

B —z\ '/ z\/ —x\/ T —x
e’ —e e”) — (e e’ +e
sh’x:( ):() ( ): + =chx
2 2
[
. ch’ =sh
Bizonyitds. Ugyanigy, mint fent, az olvasora bizzuk. O]
th' = -
Bizonyitds. A hanyadosfiiggvény derivalasi szabalyabdl:
0 — sh\" sh'-ch—ch'-sh ch®—sh® 1
- \ch/) ch? ko
m
cth’ = —Sh%
Bizonyitds. Ugyantugy, mint fent, az olvaséra bizzuk. n
arcsin’ z = ﬁ, re(—1,1)
Bizonyitds. Az inverzfiiggvény derivélasi szabdlya alapjan:
» 1 1 1 1
arcsin’ r = = _ _ 7
sin’(arcsinz)  cos(arcsin z) V/1—sin?(arcsinz) V1 — a2
mivel cos |(_%7g) > 0. ]
arccos’ x = —\/11_?, re(—1,1)
Bizonyitas. Ugyantgy, mint fent, az olvaséra bizzuk. O

arctg’ x = reR

_1
1422
Bizonyitds. Az inverz fiiggvény derivalasi szabdlya alapjan:

1 2(aretg 1) 1 1
———— = cos’(arctg z) = = :
tg(arctg ) 8 1+ tg?(arctg =) 1+ a?

arctg’ x =

Itt felhaszndltuk, hogy cos? = ami kénnyen adédik a sin® + cos? = 1 azonos-

1
T+tg?”
sagbdl, ha mindkét oldalt osztjuk cos?-el. n

133



15.

16.

17.

18.

19.

arcctg’ © = — reR

1
1+22>
Bizonyitds. Ugyanugy, mint fent, az olvaséra bizzuk. O

! _ 1
arshx—ﬁ, Z’GR

Bizonyitds. Az inverzfiiggvény derivélasi szabdlya alapjan:

arsh’ x = ! = 1 = 1 — 1 .
sh’'(arsh #)  ch(arsh z) \/1 + sh?(arsh ) V1+a?
[
arch' v = == (v>1)
Bizonyitds. Ugyanugy, mint fent, az olvaséra bizzuk. O]
arth’ o = 1_112, -l<z<1
Bizonyitds. Az inverz fiiggvény derivalasi szabalya alapjan:
arth’ x = m — ch*(arth z) = - th%arth 9 =1 _1$2.
itt felhasznaltuk, hogy ch?® = 171th2, ami konnyen adédik a ch? —sh? = 1 azonos-
sdgbol, ha mindkét oldalt elosztjuk ch?-el. n
arcth’ . = =, |z] >1
Bizonyitds. Ugyanugy, mint fent, az olvaséra bizzuk. O]
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6.5. Lokalis novekedés, fogyas és lokalis széls6érték

6.24. Definicié. Legyen f: R — R, a € int D(f). Azt mondjuk, hogy f lokdlisan névd
(fogyd) az a pontban, ha 3K (a) C D(f), hogy Va; € K(a), 1 < a esetén f(x1) < f(a)
(f(z1) > f(a)) és Vs € K(a), 22 > a esetén f(x2) > f(a) (f(z2) < f(a)).

6.25. Tétel. Ha f differencidlhato a-ban, és f az a pontban lokdlisan novd (fogyé), akkor
f'(a) =0 (f'(a) <0).
Bizonyitds. A bizonyitast lokdlisan novo esetre végezziik — a lokdlisan fogyo eset ha-

sonl6an meggondolhaté. Mivel f lokdlisan né az a-ban, ezért 3K (a) C D(f), hogy
Vr € K(a),  # a esetén
f(@) — fla)

r—a
(ha x < a, akkor x —a < 0 és f(z) — f(a) < 0, mig x > a esetén z —a > 0 és

f(x) = f(a) 2 0).

Az f differencidlhaté a-ban, ezért

i 1@ = (@)

T—a Tr—a

>0

>0, azaz f'(a) > 0.

]

6.26. Definicié. Az f fuggvény szigoridan lokdlisan novd (fogyd) a-ban, ha 3K (a) C
D(f), hogy Vai, 23 € K(a), 11 < a < xg esetén f(z1) < f(a) < f(z2) (f(21) > f(a) >
f(22)).

Ha f differencidlhaté a-ban és szigorian lokdlisan né az a-ban, akkor ugyan Vz €
K(a), = # a esetén
fz) — f(a)

r—a

i 1) = (@)

r—a Tr — a

> 0,

de a hatarértékre csak
>0

mondhatd, igy f/'(a) > 0. Példdul az f : R — R, f(t) := t3 fiiggvény a 0-ban szigortian
lokalisan nd, de f'(0) = (t3)'|;=0 = 3t*|;=¢ = 0.

6.27. Tétel. Ha f differencidlhato a-ban, és f'(a) > 0 (f'(a) < 0), akkor f szigorian
lokdlisan nové (fogyd) az a pontban.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f’(a) > 0. Ekkor

) — i 1) = 1(@)

r—a T —a

> 0,
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amibOl a hatarérték definicidja alapjan kovetkezik, hogy létezik a-nak olyan kipontozott

f(z) = f(a)

K (a) kornyezete, melyre
r—a

>0, z¢€K(a).

gy f szigortan lokalisan noévé a-ban (ha z < a, akkor z —a < 0 és f(z) — f(a) <
0, mig z > a esetén © —a > 0 és f(x) — f(a) > 0). Az f'(a) < 0 eset hasonléan
meggondolhato. [

6.28. Megjegyzés. A fiiggvény lokdlis novekedésének illetve csokkenésének semmi koze az
adott pont kérnyezetében a fliggvény ,,menetéhez”. Példaul, az

o) = {O e

fiiggvény a 0-ban szigoruan lokélisan novo, de a 0 egyetlen kérnyezetében sem monoton
novo.

6.29. Definicié. Legyen f : R — R, a € int D(f). Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek
az a pontban lokalis minimuma van (vagy a lokdlis minimumhelye f-nek), ha 3K (a),
hogy Vo € K(a) esetén f(z) > f(a).

Szigori lokdlis minimum akkor van, ha Vo € K(a), x # a esetén f(z) > f(a).
Ertelemszerii valtoztatdssal kapjuk a lokdlis mazimum (vagy lokdlis mazimumhely) és
a szigoru lokdalis mazximum fogalmat. A minimum és a maximum kozos elnevezése a
szélsoérték.

6.30. Tétel. Ha f differencidlhato a-ban, és az f figguénynek lokdlis szélséértéke van
az a pontban, akkor f'(a) = 0.

Bizonyitds. Ha f'(a) # 0 lenne (példdul f'(a) > 0), akkor f az a-ban szigorian lokélisan
novekedne, igy nem lehetne lokalis szélsoértéke a-ban. O]

Vigyazat! A fenti tétel csak sziikséges feltételt ad lokalis szélsGérték 1étezésére, és nem
fordithaté meg!

6.31. Példa. Tekintsiik az f(x) = 23 hozzdrendeléssel adott fiiggvényt. Mivel f'(x) =
322, ezért f'(0) = 0, de f-nek nincs lokélis szélséértéke a 0-ban.

6.6. Kozépértéktételek

6.32. Definicié. Azt mondjuk, hogy f differencidlhato az A C D(f) halmazon (jele
f € D(A)), haVa € A esetén f differencidlhaté a-ban.
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A fenti jeloléssel analég médon jelentse f € C(A), hogy f folytonos a-ban minden
a € A esetén.

6.33. Tétel (Rolle-tétel). Ha f € Cla,b], f € D(a,b), és f(a) = f(b), akkor Ic € (a,b)
olyan, hogy f'(c) = 0.

Bizonyitds. Ha Yz € [a,b] esetén f(z) = f(a) = f(b), azaz f konstansfiiggvény, akkor
barmely ¢ € (a,b) megfelel.

Ha dzy € (a,b), hogy f(zo) # f(a), akkor az f € C[a,b] miatt a Weierstrass-tétel
szerint van minimuma és van maximuma is az f-nek, és legaldbb az egyiket nem az [a, b]
intervallum végpontjaban veszi fel, hanem az intervallum belsejében. Legyen ez a pont
c. Ekkor ¢ lokalis széls6értékhely, igy a[6.30] Tétel szerint f'(c) = 0. O

6.34. Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen f € Cla,b], f € D(a,b). Ekkor
de € (a, b) olyan, hogy
f(0) — f(a)

—HY

Bizonyitds. Tekintsiik a

h:la,b] = R, h(z):= f(x)— <w (x—a) —i—f(a))

fiiggvényt! Konnyt ellenérizni, hogy h(a) = h(b) = 0. Tovabba h € Cla,b] és h € D(a,b).
Igy a Rolle-tétel szerint 3¢ € (a,b) olyan, hogy h/(c) = 0. Mivel h/(z) = f'(z) — W
(x € (a,b)), ezért

f(b) = f(a)
0="n(c)=f'(c) -
(€)= (o) - T2 =1,
amibol ) — (o)
kovetkezik. ]
6.35. Megjegyzés. A . abra alapjan jél lathato a tétel szemléletes jelentése. Az W

hényados az (a, f(a) és (b, f(b)) pontokat &sszekotd hir meredeksége. A tétel azt mondja,
hogy van olyan ¢ € (a,b) pont, ahol a fiiggvény grafikonjénak az érintéje parhuzamos a
hur egyenesével. A bizonyitasban szerepl6é h fiiggvény éppen az f és a hur egyenesének
egyenlete kiilonbsége. Ahol ennek értéke a legnagyobb, ott h derivaltja 0, és éppen ez a
keresett ¢ pont.

A Lagrange-féle kozépértéktétel kovetkezménye az is, hogy intervallumon differenci-
alhato fiiggvény pontosan akkor konstans, ha derivélja 0.

6.36. Allitas. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor ekvivalenesek:
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b

6.7. dbra. Lagrange-féle kozépértéktétel

1. Létezik c¢* € R olyan, hogy Vx € I esetén f(x) = ¢* azaz [ konstans az I interval-
lumon.

2. Minden z € I esetén f'(x) = 0.

Bizonyitds. 1. = 2. : Trividlis. 2. = 1. : Legyen a1, 25 € I, 11 < x5. A[6.34] Lagrange-féle
kozépértéktétel szerint e € (xq,x2) olyan, hogy

f(ffg) B f(lj) _ f/(C) _ 07
azaz f(z1) = f(22). 0
6.37. Megjegyzés. A tétel intervallumon differencidlhaté fiiggvényrol szél. Példaul az f :

0,1)u(2,3) =R
1, hal0<uz<l,
fz) =
2, ha2<x<3
fiiggvényre Vo € (0,1)U(2,3) esetén f'(x) = 0, de a fliggvény mégsem konstansfiiggvény.
6.38. Megjegyzés. Ha f : R — R tetszoleges differencialhatéd fiiggvény, akkor a

Lagrange-féle kozépértéktétel alapjan minden x,y € D(f), x < y esetén létezik olyan
¢ =c(x,y) € [x,y], melyre

gy

amit szokds Lagrange-egyenldtlenségnek is nevezni. Legyen most f : R — R fiiggvény
folytonosan differencidlhaté, [a,b] C int D(f). Ekkor az f’ folytonossdga (és a[d.56 Tétel)
miatt ebbdl kapjuk, hogy =,y € [a, b] esetén

|f(y) — f(@)] < rﬁ’abflfﬂ |y — ],

138



vagyis f a5 Lipschitz-tulajdonsdgi L := max,y | f'| € R konstanssal.

A kovetkezo tétel a Lagrange-féle kozépértéktétel altalanositasanak tekinthetd, azon-
ban nem rendelkezik hasonléan szemléletes jelentéssel.

6.39. Tétel (Cauchy-féle kozépértéktétel). Legyen f,g € Cla,b], f,g € D(a,b), és
tegyiik fel, hogy Yz € (a,b) esetén ¢'(x) # 0. Ekkor 3¢ € (a,b) olyan, hogy

f) — fa) _ f'(c)
g(b) —gla)  g'(c)

Bizonyitds. Ha g(b) = g(a) lenne, akkor Rolle tétele miatt ¢' az (a,b) intervallum vala-

melyik pontjaban 0 lenne, de ezt kizartuk. fgy beszélhetiink az ’; E g g((a)) hanyadosrol.
Tekintsiik most a

f(b) = f(a)
9(b) = g(a)

fiiggvényt! (Ez a Lagrange-féle kozépértéktétel bizonyitasaban szerepld h fliggvény altala-
nositdsa.) Konnyt ellenérizni, hogy h(a) = h(b) = 0. Tovdbba h € Cla,b] és h € D(a,b).
Igy a Rolle-tétel szerint Je € (a, b) olyan, hogy /(c) = 0. Mivel W (z) = f'(x) — ’;gzg:g((s)) :
g (z) (x € (a,b)), ezért

hilat - R h) = f(z) - ( (9(x) — gla)) + f(a))

fb) = f(a)

0="h'(c)= f'(c) - a0) = ga)

-g'(c),

amibdl ¢'(c) # 0 miatt

kovetkezik. O

Az alabbi éllitas arrdl szol, hogy egy intervallumon értelmezett fiiggvény derivaltfiigg-
vényének értékkészlete nem ,hagy ki” intervallumot. Igy példaul az f(z) = [z] egészrész
fiiggvény nem derivaltfiiggvény R-en.

6.40. Tétel (Darboux-tétel). Legyen I nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor az f" deri-
valfigguény Darboux-tulajdonsagu, vagyis barmely a,b € I, a < b esetén ha

flla) <u < f'(b) (vagy f'(b) <u < f'(a)),

akkor létezik ¢ € (a,b), melyre f'(c) = u.
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Bizonyitds. Legyen [a,b] C I. Tegyiik fel, hogy f'(a) < u < f’(b). Tekintsiik a
g:1 >R, g(e) = () —u-a

fiiggvényt! Nyilvan g € Cla, b, ezért a Weierstrass-tétel szerint a g-nek van minimuma
és van maximuma is az [a, b] intervallumon. Megmutatjuk, hogy g-nek sem az a-ban, sem
b-ben nincs minimuma. Ugyanis ¢'(x) = f/'(z) — u, és

g'(a

f'(a) —u <0, ezért g szigorian lokdlisan fogy6 a-ban,

) =
g'(b) = f'(b) — u > 0, ezért g szigorian lokdlisan né b-ben.

Ez azt jelenti, hogy g-nek az [a,b] intervallum belsejében van a minimuma, azaz Jc €
(a,b), hogy g-nek c-ben lokalis széls6értéke van. Ekkor a Tétel szerint ¢'(c) = f'(c) —
u=0, azaz f'(c) = u. ]

6.7. A monotonitas sziikséges és elégséges feltételei

A fliggvények monotonitdsa ,,globalis” fogalom, 1d. a Definiciét. Ebben a szakasz-
ban azt vizsgaljuk, hogy (nyilt) intervallumon értelmezett differencialhaté fiiggvények
monotonitasa hogyan fiigg 0ssze a derivélt tulajdonsagaival.

6.41. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I), és Vo € I esetén f'(x) > 0
(f'(x) <0). Ekkor f szigorian monoton névd (fogyd) az I intervallumon.

Bizonyitds. Legyen x1,x0 € I, ©1 < 9. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
de € (x1, z2) olyan, hogy
fla2) = fz1)

s f'(o).
Ha f’(c) > 0, akkor x5 — z1 > 0 miatt f(xe) — f(x1) > 0, azaz f(x1) < f(x2).
(Ha f'(c) <0, akkor xo — x1 > 0 miatt f(xqe) — f(x1) <0, azaz f(x1) > f(z2).) O

A fenti tétel csak elégséges feltételt ad differencidlhaté fliggvény szigorit monotonita-
sara.

6.42. Példa. Tekintsiik ismét az f(r) = 23 hozzérendeléssel adott fiiggvényt! Vildgos,
hogy f szigortian monoton névé R-en, mégis f/(0) = 0.

Fiiggvény (nem feltétleniil szigort) monotonitdsara az aldbbi sziikséges és elégséges
feltétel adhato.

6.43. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvi-
valensek:
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1. f monoton nové (fogyd) I-n;
2. minden x € I esetén f'(x) >0 (f'(x) <0).

Bizonyitds. 1. = 2.: Ha f monoton n6vé I-n, akkor tetszoleges t,x € I, t # x esetén

-1,
t—x -
Ezért barmely x € I pontra

A monoton fogyo eset hasonlbéan lathaté.
2. = 1. : Az el6z6 tétel bizonyitdsdval analég mdédon igazolhatd a Lagrange-féle
kozépértéktétel segitségével. O]

A Tétel és a kordbban bizonyitott Allitds alapjén a fiiggvény szigord mo-

notonitasara is adhaté sziikséges és elégséges feltétel.

6.44. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvi-
valensek:

1. f szigorian monoton novd (fogyd) I-n;

2. minden x € I esetén f'(x) >0 (f'(x) <0) és nincs olyan részintervalluma I-nek,
melyen f" =0 lenne.

Bizonyitds. A Tételbol és a Allftasbél kovetkezik, a részleteket az olvasora
bizzuk. ]

6.45. Definicié. Legyen a € int D(g). Ha létezik § > 0, hogy g(a) = 0, g|@—sq) > 0 és
9l (aa+s)y < 0 vagy forditva, akkor azt mondjuk, hogy g eldjelet vdlt a-ban. Ekvivalensen:
g eléjelet vélt a-ban, ha g(a) = 0 és g lokélisan n6vé vagy fogyé a 0-ban.

6.46. Allitas. Legyen I C R nydt intervallum, f € D(I) és a € I. Ha f' eldjelet
valt a-ban, akkor f-nek lokdlis szélsdértéke van a-ban. Mégpedig, ha létezik 6 > 0, hogy
f'la=s0) = 0 €s f'|(aats) < 0, akkor az a pont lokdlis maximumhely, ha f'|a—s5qa) <0 és
f'l(@ats) = 0, akkor az a pont lokdlis minimumhely.

Bizonyitds. A [6.43] Tételbdl adodik. O

Az utobbi allitashoz hasonlé médon fogalmazhaté meg intervallumon differencidlhato
fiiggvény szigort lokalis szélséértékhelyére vonatkozd sziikséges és elégséges feltétel — ezt
az olvaséra bizzuk.
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6.8. Konvex és konkav fiiggvények

6.47. Definicié. Legyen I C R intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy f konvex
fiiggvény, ha minden x1, x5 € I és minden t € [0, 1] esetén

Fltoy+ (1= Oas) <t- flan) + (1 —1t) - f(za).

Vagyis f pontosan akkor konvex, ha grafikonjanak barmely két pontjat 6sszekoto szakasz
a grafikon felett helyezkedik el (1d. a[6.8|dbrét). Az f konkdv fiigguény, ha (—f) konvex,
azaz az egyenltlenségben > all.

tf(z1) + (1 =) f(x2)
ff(tey + (1 —t)xs), f

6.8. dbra. Fiiggvény konvexitasa

6.48. Megjegyzés. Azt mondjuk, hogy f kielégiti a Jensen-egyenldtlenséget I-n, ha

() < fste)

le, To € 1.
Igazolhat6 (nem koénnyti!), hogy ha f kielégiti a Jensen-egyenlétlenséget és folytonos I-n,
akkor konvex [-n!

6.49. Definicié. Tetszéleges f : R — R, z1, 29 € D(f) esetén jelolje

f(x2) — f(z1)

Lo — T1

Coy () := f21) + (r—x1), xR (6.8)

Az ., ., fiiggvény grafikonja éppen az (x1, f(x1)) és (2, f(z2)) pontokon dtmend egyenes
(az f egy szeldje).
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A jeloléssel vilagos, hogy f konvexitasa éppen azt jelenti, hogy tetszoleges
x1, Ty € I esetén
f(x) < ly (), Vo€ lry,z0) (T € [22,21]). (6.9)

6.50. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f € D(I). Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvi-
valensek:

1. f konvex (konkdv) I-n;
2. " monoton nové (fogyé) I-n.

Bizonyitds. 1. = 2. : Legyen x1,x9 € I, x1 < xy tetszéleges. A megfeleld szelok me-

Yy
f
f(z2) .
f(a) "
f(z1) "
.ﬁgl iL‘ i) X

6.9. dbra. Konvex fiiggvény szel6i

redekségeirdl konnyen lathat6 (1d. a egyenlOtlenség atrendezését, ill. a . abrét),
hogy
_ f@) = fl) < f(z2) — flz1) < f(z2) — f(2)

= So = >~ 5 = 3 YIS (.1'1,372).
r — T To — Iq To — X

Ebbdl x — x4, ill. x — x5 hatardtmenet utan kapjuk, hogy

f(x2) — f(z1)

To — I

fl(a) < < f'(wa), (6.10)
amibdl f'(x1) < f'(x2),tehat f’ monoton nové.

2. = 1. : Tegyiik fel, hogy f’ monoton novo, és rogzitsik az x1,x9 € I, x1 < X3
pontokat! Legyen x € (z1,x5) tetszéleges. A Lagrange-féle kozépértéktétel alapjan
létezik olyan u € (z1,x) és v € (z,x3), melyre

f’(u) _ flz) — JC(%)7 f’(v) _ flxa) — f(x)

r — T To — X

143



Felhaszndlva f’ monotonitasat, kapjuk, hogy f'(u) < f'(v), vagyis
f(@) = f(21) < fz2) = f(z)

T — I - Tog — X

Ezt az Osszefiiggést atrendezve, éppen a egyenlotlenséget kapjuk. Mivel xy és xs
tetszoleges volt, ebbol adédik f konvexitasa. O]

6.51. Megjegyzés. A (6.10]) egyenl6tlenségek atrendezésével konnyen adodik az is, hogy a
fenti feltételek barmelyike ekvivalens azzal, hogy az f fiiggvény érintGje minden pontban
a fliggvény grafikonjan vagy alatta helyezkedik el.

6.52. Megjegyzés. Meggondolhaté (nem konnyti), hogy ha f konvex az I nyilt interval-
lumon, akkor folytonos is I-n, tovabba a Megjegyzés alapjan megszamlalhato sok
pont kivételével differencialhato I-ben.

6.53. Definicié. Legyen [ nyilt intervallum, f : I — R. Azt mondjuk, hogy f kétszer
differencidlhato az a € I pontban, ha f differencidlhaté az a egy kornyezetében és az ott
létez6 f' derivaltfiiggvény differencialhaté a-ban — vagyis a € int D(f’) és f differencial-
hat6 a-ban. Az f kétszer differencidlhaté az I intervallumon, ha f € D(I) és f' € D(I).
Jele: f € D*(I).

6.54. Tétel. Legyen f € D*(I). Ekkor ekvivalensek:
1. f konvex (konkdv) I-n;
2. Vx € I esetén f"(x) >0 (f"(z) <0).
Bizonyitds. A és a Tételbdl kovetkezik. ]

6.55. Definicié. Legyen f : R — R, a € int D(f). Tegyiik fel, hogy f differencidlhaté
a-ban. Azt mondjuk, hogy az a pont az f fliggvénynek inflexids pontja (vagy f-nek
inflexidja van a-ban), ha létezik § > 0 olyan, hogy f|—s4 konvex és f|q+s) konkav,
vagy forditva. Vagyis réviden, ha f differencidlhat6 a-ban és f az a-ban konvezitdst valt.

6.56. Megjegyzés. Sok tankdnyvben a fenti definicié helyett az all, hogy az a pont inflexios
pontja f-nek, ha f differencialhaté a-ban, és a fiiggvény grafikonja az a pont elott és
utan a pontbeli érint6 ellentétes oldalan helyezkedik el. Kénnyen meggondolhatd, hogy
az altalunk kimondott definicié ennek egy specidlis esete.

6.57. Tétel. Legyen f € D(I) és f kétszer differencidlhaté az a € I pontban. Ha az a
pont az [ figguénynek inflexids pontja, akkor f"(a) = 0.

Bizonyitds. Az inflexiés pont definiciéja és a[6.50] Tétel alapjan 1étezik 6 > 0 olyan, hogy
f'|(a—5,a) monoton névé és f'|jqq15) monoton fogyd, vagy forditva. Igy az f’ fiiggvénynek
az a pontban lokélis szélséértéke van, a [6.30| Tétel miatt pedig ebbol kovetkezik, hogy
f"(a) =0. O
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6.58. Tétel. Legyen f € D*(I), a € I. Ekkor ekvivalensek:
1. f-nek az a pont inflexios pontja;
2. " eldjelet vdlt a-ban.
Bizonyitds. A definicidk, valamit a[6.57] és a Tételek kovetkezménye. [

Megjegyezziik, hogy ha az f fiiggvény egy I intervallumon els6foki polinom, azaz
JA, B € R olyan, hogy Vx € I esetén f(z) = Az + B, akkor f konvex és konkav is az [
barmely részintervalluman, ezért az I intervallum minden pontjaban inflexiéja van az f
fiiggvénynek.

A masodik derivalt eldjele a szélséértékhely 1étezésére ad sziikséges és elégséges felté-
telt.

6.59. Tétel. Legyen f € D(I) és [ kétszer differencialhato az a € I pontban. Tegyiik fel,
hogy f'(a) = 0. Ha f"(a) >0 (f"(a) <0), akkor f-nek lokdlis minimuma (maximuma)
van a-ban.

Bizonyitds. Legyen f"(a) > 0. A Tétel szerint f’ szigorian lokdlisan n6vé a-ban.
Mivel f'(a) = 0, ezért

46 > 0, hogy f/‘(a,(;ﬂ) <0 és fll(a7a+5) > 0.

Tehat a [6.41] Tétel miatt f az a ponttdl balra szigorian monoton fogyo, jobbra szi-
goriian monoton noévé, igy lokdlis minimuma van a-ban. Az f”(a) < 0 eset hasonléan
meggondolhato. O]

Hogyan hasznélhatjuk az eddigi eredményeket differencialhato fiiggvények menetének
vizsgalatahoz? Erdemes a gyakorlatokon konkrét feladatok megolddsaban végigkovetni
az alabbi lépéseket!

1. Kiszamitjuk az f’ derivaltfiiggvényt.

2. Megkeressiik az f’ zérushelyeit (illetve azokat a pontokat, ahol f’ eléjelet valthat).
3. Kiszamitjuk az f” masodik derivaltat.

4. Megkeressiik az f” zérushelyeit (illetve azokat a pontokat, ahol f” el6jelet valthat).

5. A fliggvény értelmezési tartomédnyét az f’ és az f” zérushelyei (illetve lehetséges
el6jelvéltasi helyei) nyilt intervallumokra szabdaljdk. Ezeken az intervallumokon
megallapitjuk a derivéaltak el6jelét, amibol a monotonitasi és alaki viszonyokra ko-
vetkeztetiink (kétszer folytonosan differenciglhaté fiiggvény esetén). Attekinthetévé
valik a vizsgalat egy tablazat elkészitésével.
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6. A fiiggvény értékét néhany pontban kiszamoljuk. Ha vannak, kiszdmoljuk a lokalis
maximum és minimum értékeit, a fiiggvény hatarértékét (esetleg jobb oldali és bal
oldali hatarértékét) minden olyan pontban, amely az értelmezési tartomany olyan
torlodasi pontja, amelyben nincs értelmezve a fiiggvény.

7. Vazoljuk a fiiggvény menetét.

6.60. Példa. Végezziik el az
f R=R, f(z)=a"—243

fiiggvény teljes vizsgalatat, majd készitsiik el vazlatos grafikonjat!

D(f) - R

R(f) = [—1, 6875, 00)

f'(z) = 43 — 622

f(x) = 1222 — 122

hatarértékek: lim, o, f=lim_o f=-+o0
monoton no: (%, +oo)

monoton fogy: ( 00, g)

szélsoérték: x = % abszolit minimum
konvex: (—00,0) U (1, +00)
konkav: 0,1)

inflexiés pontok: =z =0,z =1

6.10. abra. Az f(x) = 2* — 223 fiiggvény grafikonja

6.9. Taylor-polinom, Taylor-formula

6.9.1. Motivacio

Lattuk egy fliggvény els6 és masodik derivéltjanak szerepét. Ezek altalanositasaként
vezessiik be a magasabb rendli derivaltakat.
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6.61. Definicié. Ha [’ differencidlhaté a-ban, akkor f”(a) := (f')'(a).
Ha f” differencidlhaté a-ban, akkor f” := (f")(a).

Ha f®) differencidlhaté a-ban, akkor f**V(a) := (f®)(a), k = 1,2,.... Ily médon
definidlhaték a megfelels f®) derivaltfiiggvények is, k = 1,2, ...

Megjegyezziik, hogy vesszékkel csak az elsé hdrom derivaltat szokés jellni, tehat f(V) .=
f', f® = " fO) .= 7 Néha az f© := f megéllapodds is hasznos.

Azt mondjuk, hogy f akdrhdnyszor differencidlhatd a-ban (vagy végtelen sokszor diffe-
rencidlhaté a-ban), ha minden k € N esetén létezik f*)(a).

Az ,elég sima” fliggvényeket jol kozelithetjiik polinomokkal. Azt mar lattuk, hogy ha
f differencidlhaté a-ban, akkor a (6.2]) egyenletii

ea(®) = fla) + f(a) - (x —a) (z€R)
érintore
ea(a) = f(a),
tovabba e (z) = f'(a), igy €, (a) = f'(a), azaz az e,-nak és az f-nek az a-beli derivaltja
is megegyezik.
Lattuk azt is a (6.4)) Osszefiiggésben (Weierstrass differencialhatésag-fogalma), hogy

o I —eal@) @)= (@) fa) (=) ()~ fa)

z—a T —a r—a T —a z—a T —a

— f'(a) =0,

ami azt fejezi ki, hogy az e, érintofiiggvény olyan kozelitése az f fiiggvénynek, hogy ha
az f(x) — eq(x) kiillonbséget (z — a)-val elosztjuk, még ez a hanyados is 0-hoz kozeli, ha
x kozel van az a-hoz.

Az e, érint6fiiggvény csak egy legfeljebb els6foki polinom (egyenes egyenlete). Milyen
legyen az a magasabb fokd polinom, amely a még pontosabb kozelitést lehetové teszi?

Legyen P(z) := 3 — 2z + 42® — 52°. Ekkor P(0) = 3.

P'(z) = =2+ 8z — 1527, P'(0) = -2,
P"(z) = 8 — 30z, P"(0) =8,
P"(z) = —30, P"'(0) = —30.

Koénnyen ellenorizheto, hogy minden z € R esetén

P(z) = P(0) + P'(0)z + %(!O):ﬂ + %!(0)333,

azaz egy polinomot igen jol kozelitettiink (ebben az esetben pontosan eléallitottunk)
egy olyan polinommal, amelynek egyiitthatéi a fiiggvény magasabbrendii derivéltjai egy
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pontban (most ez a pont a 0 volt), elosztva a derivalt rendjének faktoridlisaival. Az
eloallitas tetszoleges polinomra elvégezheto.

6.62. Allitas (Maclaurin-formula). Legyen p tetszdleges n-edfoki polinom. Ekkor

-~ L )
pla) = 3 0ok o)+ (00 + # oot ny(o)f”-

Bizonyitds. Legyen p(x) =7 a;x?. Ekkor p-nek a k-adik derivaltjdra
Py =Y ai(i=1) (G =k + 1),
=k
tehét

amibdl az allitéds adodik. O

6.63. Kovetkezmény (Taylor-formula). Legyen p egy n-edfoki polinom, a € R tetszd-
leges. Ekkor

n L pk) " (n)
p™(a) p'(a p'™(a) n
p) =3 P - )t = plo) + @) - )+ P w0+ e )
k=0
Bizonyitds. Az el6z6 bizonyitashoz analog mdédon végezhetd, az olvaséra bizzuk. O]

6.9.2. Taylor-polinom és Taylor-formula

6.64. Definicid. Legyen f az a pontban n-szer differencidlhaté fliggvény. Definialja
Thao:R—R,

[™(a)

n!

Tg,a(x) =Tha(z) = f(a)+ f'(a) (x—a)+ fl;(!a)

az [ fiigguény a ponthoz tartozd n-edik (n-edrendi;) Taylor-polinomjdt. A Kovetkez-
mény alapjan

Tna(a) = f(a), T, ,(a) = f'(a), T} (a) = f"(a),...,T\")(a) = f")(a). (6.12)
Tovabba, To, = f(a) és 11, = e,.

6.65. Megjegyzés. A Kovetkezménybdl addédik az is, hogy ha egy legfeljebb n-edfoku
p polinomra

(xr—a)*+...+

(x—a)" (6.11)

teljestil, akkor p =T, ,.
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A kovetkezo tétel segitségével meg lehet becsiilni, hogy az n-ed foku Taylor-polinom
mennyire jol kozeliti a fiiggvényt.

6.66. Tétel (Taylor-formula Lagrange-féle maradéktaggal). Legyen f : R — R, a €
D(f). Tegyiik fel, hogy IK (a) C D(f), hogy az f figgvény n + 1-szer differencidlhato
K(a)-ban. Legyen x € K(a) tetszbleges. Ekkor létezik olyan ¢ = c(x) az a és az x kiézott,
hogy

(n+1) (¢
fz) =T () + %(1’ —a)", (6.13)

Bizonyitas. ElLegyenek r,p: K(a) — R az aldbbi médon definidlva:

r(t) == f(t) = Thalt),
p(t) :== (t — a)™*"

A (6.12)) osszefiiggésbol, valamint egyszerii szamoléssal kovetkezik, hogy

P = (n+ 1) (t—a) £0,
p () = (n+ 1)\
Legyen z € K(a) tetsz6leges. Tegyiik fel, hogy x > a. Alkalmazzuk a Cauchy-féle

kozépértéktételt az [a, x| intervallumon az r és p fliggvényekre! Mivel ¢ € (a,x) esetén
p'(t) # 0, azért 3¢y € (a, x) olyan, hogy

r(z) B r(z) —r(a) B (1)
p(x)  plz)—pla)  pla) (6.14)

Ismét a Cauchy-féle kozépértéktételt alkalmazva az [a, ¢;] intervallumon az r’ és p/
fiiggvényekre azt kapjuk, hogy Jes € (a, ;) olyan, hogy
() _ r'(e) —r'(a) _ r(cy)

pla)  pla)—pla)  p'e)

(6.15)

1Ez a bizonyitds A. L. Cauchy francia matematikustél szarmazik (1821).
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Ezt a 1épést még (n — 1)-szer alkalmazva, az utols6 esetben 3¢, 1 € (a, ¢,) olyan, hogy
r(”)(cn) . r(”)(cn) - T(n)<a) . T(n+1)(cn+1> . f("+1)(cn+1)
P (en)  p"(en) —p™(a) P (engn)  (n 4 1)

(Nyilvén T, , legfeljebb n-edfokd polinom, ezért TTSZH) mar azonosan 0.)

Osszefoglalva a (6.14)(6.16]) 1épéseket:

(6.16)

@)= Tale) _1@) 7)) F ()
(@—ay+tplz) pla) P enn)  (n+ D!
ezért a ¢ == ¢,41 € (a,x) valasztéssal
e

ami éppen ((6.13)). H

6.67. Kévetkezmény. Ha a Tétel feltételei mellett még azt is feltessziik, hogy
fOrY korldtos K (a)-n, akkor

i £ @) = Toal@) _
rhe (z—a)"
Ezt a tényt szokas gy jelolni, hogy

f(x) = Tha(z) = o((x —a)") ,kisordo”.
Bizonyitds. A tétel szerint létezik ¢ = ¢(x), hogy

F(@) = Tals) _ f*(0)
(x —a)" (n+1)!

felhasznéalva f("+1) korldtossagat. O

(x —a) — 0,ha = — a,

6.68. Megjegyzés. Az elobbi kivetkezmény akkor is igaz, ha f-rél csak annyit tesziink fel,
hogy n-szer differencialhato a-ban.

6.69. K6vetkezmény (Taylor-sorok kifejtési tétele). Legyen D(f) = I intervallum, f
akdrhanyszor differencidlhato az I intervallum belsejében, valamint legyen a,xr € int [
rogzitve. Ha taldlhatd K(x) > 0, hogy minden y szdmra a és x kézott

fM(y)| < K(x), neN,
akkor

) (g
f(z) = lim T, ,(v) = nh—>n;o <f(a) + fl(a)(x —a)+ ...+ A )(:c — a)”)

n!
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Bizonyitds. A feltétel szerint a (6.13) Taylor-formula maradéktagjéara minden rogzitett
x esetén

f (o
(n+1)!

K(x)
~ (n+1)!

(x —a)™™! |z —a|"™ =0, n — oo

£(x) = Tya(x)| = ‘

teljesiil, felhasznélva, hogy lim % = () tetszoleges b € R esetén. Ebbol az allitds adodik.
n—oo

]
6.70. Definicié. A fenti tételben kapott

© ) (g
Z fT'()(x —a)" (6.17)

végtelen sort az adott f fliggvény a pont korili Taylor-soranak nevezziik.

Az el6z6 tételt szavakkal ugy is fogalmazhatjuk, hogy ha f derivéaltjai nem nonek tul
gyorsan, akkor f Taylor-sora konvergens és eloallitja f-et.
A kovetkezokben megadjuk a legfontosabb elemi fiiggvények Taylor-sorat.

6.71. Tétel. A kovetkezd sorfejtések érvényesek az a = 0 pont koril:

1 =
1—:1::;36 —l<z<l,
T __ — "
e _Zﬁ x € R,
n=0
‘ B > [y p2ntl -
Sll’lil')—nzzo(— ) m T € K,
OO r2n
cosT = Z(—l)"m z € R,
n=0
h i o e R
sn xr = P X
(2n 4+ 1)! ’
n=0
o 2n
T

Bizonyitds. Az ﬁ = >, x" egyenléség |z| < 1 esetén a tanult mértani sorésszeghdl
kovetkezik. Masrészt konnyen lathatd, hogy
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(n) (m)
1 n! 1

—_— = pr— '
(1 - id) (1 —id)"+! <1 - id) (0) =t

tehat a sor valéban egy ((6.17) alaktd Taylor-sor.
Ellenorizziik most az egyiitthatok helyességét a tobbi fiiggvény esetén!

exp™(0) = e® =1,

([ sin0 =0, n =4k;
)y cosO =1, n =4k+1;
sin(0) =4 _ sin0 =0, n =4k+2;
| —cos0 =-1, n =4k + 3,

cos0 =1, n =4k
() ()} — —sin0 =0, n =4k+1;
cos™(0) —cos0 =—1, n =4k+2;
| sin0 =0, n =4k+3,

S =
ch 0=1, n=2k+1,

h(")(()) ch 0=1, n =2k
C =
sh 0=0, n=2k+1.

Ebbdl a Taylor-sorok alakja adodik — csak a konvergencia maradt kérdéses. Ennek igazo-
l4sdra a[6.69 Kovetkezmény teljesiilését fogjuk megmutatni a fenti fiiggvényekre. Legyen
a = 0 és x rogzitve az adott fliggvények értelmezési tartomanyabol. Ekkor a 0 és = kozé
es6 minden y esetén

lexp™(y)] = ¢ < el = K,
sin™(y)| <1=: K,
[cos™(y)] <1=: K,

[sh® (y)| < ch(z) =: K,

| ch™(y)| < ch(z) =: K.
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6.72. Megjegyzés. Bizonyitas nélkiil megemlitiink néhany tovabbi nevezetes Taylor-soreldallitést.

[e.9]

In(1 =Sy -1,1
n(14) = S re(-11]
0 x?n—i—l
arctgx:;(—l) o r 1 x e [—1,1],
(1+2) —Z ) ¢ =1+ar+ ———=a"+ - binomidlis sor
k=0
a\  ala—1)(a—2)---(a—k+1)
k) k! ‘

Az els6 két fiiggvényre vonatkozo bizonyitast latni fogjuk a [8.2.1] alszakaszban, a bino-
midlis sor eléallitasa bonyolultabb technikat kivan.

6.10. L’Hospital-szabaly

A L’Hospital-szabaly a ,,%” és a , 22" alaku fiiggvényhatdrértékek kiszamitdsahoz ad
segitséget.

6.73. Tétel (L'Hospital-szabdly). Legyen f,g € D(«, ) (ahol o, = +o00 is lehet).
Legyen a € [«, 8]. Tegyiik fel, hogy

limf=1limg=20

vagy
lim g = 400 vagy — oo,

tovdbbd ¢’ # 0 az a pont eqy kipontozott kornyezetében.
Ekkor ha létezik lim %, akkor létezik limg 18, €S
/
lim i = lim L/
a g a g
Bizonyitds. Abban a specialis esetben végezziik el a bizonyitést, amikor a € («, ), f(a) =
g(a) = 0. Jeldlje

/
limi/ = LeR.
a g
Ekkor a hatarérték definicidja szerint Ve > 0 szdmhoz 3§ > 0, hogy Vax € Ks(a) C
(v, B), © # a esetén
f'(x)

g ()

€ K.(L).
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Legyen = € Ks(a) tetszileges, © # a. Az [ és g fiiggvényekre a Cauchy-féle kozép-
értéktételt alkalmazva [a, z]-en (vagy [z, a]-n) kapjuk, hogy dc € Ks(a) az a és x kozott,

hogy
@) f@) = @) _ o)
g(x)  g(xz)—gla) g(c)
fgy /
1@ _ 1O e )
g(x)  g'(c)
is teljesiil, amibol a hatarérték definicidja alapjan kovetkezik, hogy
lim i = L.
e g

]

6.74. Megjeqyzés. A L’Hospital-szabdly bizonyitasa lényeges kiilonbozik a fentitdl a lim, g =
400 esetben.

6.75. Feladat. A L’Hospital-szaballyal szamitsuk ki a

. COST — CcOS 3T
lim ——
x—0 ,ZEQ
hatarértéket! Mind a szamlalé, mind a nevez6 0-ban 0, ezért a derivaltak hanyadosanak

a hatarértékét elég kiszamitani:

(cosx —cos3x) . —sinx + 3sin3z 1. sinz 3 . sin3z
=] = ——lim — lim
z—0 (xQ)’ z—0 2q 220 1 2220

1 ] 1

I ST U S )
2 2z=0 3x 2 2

fgy \

lim COS L — COS 3L N
x—0 1’2

A derivéltak hanyadosanak hatarértékét szintén szamolhattuk volna a L.’Hospital-szaballyal:

. —sinz + 3sin 3x . —cosx + 9cos 3z -1+4+9
lim = lim = =
z—0 27 7—0 2 2

4.

Ez az okoskodas azonban ,farkaba harapé kigy6” jellegii, hiszen a sin derivaltjanak meg-
hatérozésakor (1d. a [6.4] szakaszt) éppen a lim,_,o ¥2% = 1 nevezetes hatdrértéket hasz-
néltuk fel (amit a 4.7, szakaszban igazoltunk)...

Sajnos, még a L’Hospital szabalyok sem tudnak minden , kritikus” hatarérték-feladatra
konnyti valaszt adni.
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6.76. Feladat. Mennyi a
’ sh(z + 2)
im ———=
z—o0 sh(x — 2)

hatarérték? Konnyen lathatoan

lim sh(z +2) = lim sh(z — 2) = 4o0.

T—00 T—00

Ha a derivaltakat nézziik, akkor

lim ch(z + 2) = lim ch(z — 2) = 400,

T—00 T—r00

ha ezek derivaltjait vizsgaljuk, akkor

lim sh(z + 2) = lim sh(z — 2) = 400,

T—r00 T—00

és igy tovabb. Tehdt nem kapjuk meg a hatarértéket a L’Hospital szabaly alkalmazasaval.
Megjegyezziik, hogy

h 9 T+2 . —(x42) o2 — %
i SMEF2) e e

T—00 Sh(l‘ — 2) T—00 el’_2 — e—(x—2) T—00 e—2 _ GTQZ
e

amit akar a derivaltak hanyadosainak hatarértékébol is kiszamithattuk volna...
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7. fejezet

Integralszamitas

7.1. Riemann-integral

7.1.1. A Riemann-integral definicigja

A Riemann-integral lényege: ,.a fiiggvény grafikonja és a vizszintes tengely altal hata-
rolt sikidom teriilete”. Szemléltethetjiik egy, a fizikdbdl vett példan is. Legyen egy autd
sebességfiiggvénye v(-)! Kérdés, hogy mekkora utat tesz meg a t = a és t = b idépontok
kozott. A megtett utat kozelithetjiik oly médon, hogy az [a, b] idSintervallumot részinter-
vallumokra osztjuk fel és feltételezziik, hogy ezeken a kis idéintervallumokon egyenletes a
mozgds, majd a felosztast minden hataron tul finomitjuk. Nézziik most mindezt precizen!

7.1. Definicié. Legyen [a, b] korlatos és zart intervallum, és véalasszunk valamely n € N
esetén x;, 1 = 0,...,n osztopontokat az alabbi mdédon:

a=x9g<xT1<To--+<x, =0

Az [a,b] intervallum egy felosztdsa a ® = {I3,...,I,} véges intervallumrendszer, ahol
I =[xi_1,x], i =1,...,n. Az [a, b] intervallum felosztasainak halmazat jelolje Fa, b].
I;
To=a T STl X ZB =z,

7.1. dbra. Az [a,b] intervallum egy felosztdsa

7.2. Definicié. Legyen a ® € Fla,b] és U € Fla,b] felosztasok egyesitése (vagy kozds
finomitdsa) az a ® V W-vel jelolt felosztds, melyet tgy kapunk, hogy & osztépontjaihoz
hozzavessziik a W osztopontjait (vagy forditva), és az igy kapott 1j osztéponthalmazhoz
tartozo intervallumrendszert tekintjiik.
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7.3. Definicié. Adott f : [a,b] — R korldtos fiiggvény és ® = {Iy,...,I,} € Fla,!|
felosztas esetén definidlja a ® felosztashoz tartozéd also kozelitoosszeget

n

sy(@) =3 (int ) - 1,

i=1

felso kozelitodsszeget

@)= 3 (sups ) Il

i=1 Ii
ahol |I;| := x; — x;_1 az I; intervallum hossza.
! f
a b
Toxly X9 T3 "Tp-_1Tp T

7.2. abra. Fels6 kozelitoosszeg

7.4. Allitds. Tetszbleges f [a,b] — R korldtos fiigguény és ® € Fla,b] esetén
Sp(®) = —s_¢(®).
Bizonyitds. sup;, f = —inf;,(—f). ]

7.5. Megjegyzés. Vilagos, hogy tetszbleges f : [a,b] — R korlatos fiiggvény és ® € Fla, b]
esetén

sp(®) < 5p(®),

hiszen minden 4 esetén inf;, f < sup;. f.

7.6. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos figguény. Ekkor bdrmely ®,V € Fla,b
felosztasok esetén
55(®) < S;(). (1)
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Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy barmely ®, ¥ € Fla, b] felosztdsok esetén
57(®) < s,(® VW) < S;(® V) < 5,(W), (7.2)

amib6l (7.1) nyilvan kovetkezik. A masodik egyenlStlenség a Megjegyzés alapjan
nyilvdnval6. A kovetkezdkben azt bizonyitjuk, hogy ha © € Fla, b] olyan felosztas, melyet
®-bol tgy nyeriink, hogy egy 1j osztépontot hozzavesziink, akkor

57(®) < 5(0). (7.3)
Ebbdl az osztépontok szamara vonatkozoé teljes indukcidval kovetkezik az elso egyenlot-

Y

41”

o] b

To T1 Ti—1 TiU Ty Tpn—1Tp T

7.3. 4bra. Uj osztépont hozzavétele

lenség a ((7.2)) sorozatban. A harmadik egyenl6tlenség bizonyitasdhoz pedig alkalmazzuk
ezt [ helyett a (—f) fliggvényre, és hasznéljuk fel a h Allitast, amibdl

Sf(cb V \If) < Sf(‘l’) < S_f((I) V \If) > S_f(\I/).

Legyen tehat © € Fla, b olyan felosztds, melyet ®-bol gy nyeriink, hogy annak z; és
x;11 osztopontjai kozé felvesziink még egy u osztépontot, vagyis © osztoépontjai

a=T0<x1 < - <2 <U<Tip <---<x,=>.

A (7.3)) egyenl6tlenség két oldalardl az azonos tagokat elhagyva azt kell beldtnunk, hogy

(it )< (1) o (e )

xi)mz#-l} [CEZ,’U‘} [u7mi+1]

Mivel infg, 4,1 f < infly, o f és infyg, 2, ) f < infpyz,,.) f (sziikebb halmazon vett infi-
mum nagyobb vagy egyenld, mint a bévebb halmazon vett), ezért
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<inf f> ~(u—xi)+< inf f) (@i — ) > ([ inf f) (= 23) + (241 — )

[z4,u] [u,i41] T4, 41
= ( lIlf f) . (IZ'_H — xi),
[@i,@i41]
igy az allitast belattuk. O]

7.7. Kovetkezmény. Az
{s¢(®): ® € Fla,b]} és {S§(P): D € Fla,b]}

halmazok kéziil a bal oldali halmaz minden eleme kisebb vagy egyenld a jobb oldali halmaz
minden eleménél. Ebbol az is kivetkezik, hogy az elsé halmaz feliilrél, a masodik alulrdl
korlatos. Természetesen, az elsd halmaz alulrol, a mdsodik pedig feliilrél is korlatos (tehdt
mindkettd korldtos), hiszen

%%ﬁ-@—@fﬁwﬁﬁéﬁ@ﬂﬁﬁﬁffw—w

minden ® € Fla,b] esetén.

7.8. Definicié. Definidlja az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény alsé Riemann-integrdljat
/bf — sup {s,(®) : @ € Fla, ]}, (7.4)
és felsd Rz’emann—mtegrdljdjc
/_bf = inf {S¢(P) : & € Fla,b]}. (7.5)

A Kovetkezmény alapjan
b b
<[+ (7.6)

7.9. Definicié. Egy korlatos f : [a,b] — R fiiggvényt Riemann-integralhaténak mon-

dunk, ha A
L=+

Ha f Riemann-integralhato, akkor az alsé és fels6 Riemann-integralok kozos értékét f
Riemann-integrdaljanak nevezziik, és az alabbi médon jeloljiik:

/abf vagy /ab f(z)dx.
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7.10. Feladat. Igazoljuk, hogy a Dirichlet-fiiggvény nem Riemann-integralhaté [0, 1]-en!
Bizonyitds. Konnyen lathatd, hogy barmely ® € Fl0, 1] esetén

SD<(I)) =0 és SD((I)) = 1,

1 sy
/ D < / D=1.
Jo_ 0
7.11. Feladat. Igazoljuk, hogy az f(z) = 2? fiiggvény Riemann-integralhaté [0, 1]-en és

1
1

/ 22dr = =.
0 3

Bizonyitds. Rogzitett n € N esetén legyen a ®,, felosztas az az intervallumrendszer, amit

° 12 1
{0,—,—,...,”_ ,1}
n n n

osztépontok hataroznak meg. Ekkor

57(®y) :Zn: (221)2%: (n—1) -gzn;(znq)?

I S (A ST HCAT)

tehat

]

n 6n3

tehdt s;(®,) = 5 és Sp(P,) — 3, ha n — oco. Ebbdl kénnyen lathato, hogy

%s_/:fs/;bfs%.

Tehét 3 = _fab f= ff [, igy f Riemann-integralhato [0, 1]-en és Riemann-integralja 3. [

7.12. Feladat. Igazoljuk, hogy a c-vel jelolt konstans ¢ fiiggvény Riemann-integrélhaté

tetszéleges [a, b]-n, és
b
/ c=c-(b—a).

Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy tetszéleges ® € Fla,b] esetén s.(P) = S.(P) =
¢ (b—a), amibél az éllitas adddik. O
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Vilagos, hogy kevés, csak nagyon specidlis fiiggvénynek tudjuk a fenti modon kisza-
mitani a Riemann-integraljat. Ezért sziikségiink lesz a Riemann-integralhatosag egy jol
hasznalhaté kritériumara.

A tovabbiakban jelolje

Rla,b] :=={f : [a,b] — R : f Riemann-integralhaté} .

A kritérium megfogalmazasdhoz vezessiik be egy fiiggvény adott felosztashoz tartozo
oszcillacids Gsszegének fogalmat!

7.13. Definicié. Ha ® € Fla, b, akkor az
05(8) = 8(@) ~ (@) = 3 (sup f i 1) -
i=1 i ‘

Zsupﬂf —fW) ey e LYY - |L] = wa

=1

szamot az f fiiggvény @ felosztashoz tartozé oszcilldcios osszegének nevezziik, ahol
wy(l;) = s?pf —inf f =sup {f(z) = f(y) : 2,y € L.}

az f fiiggvény oszcillicioja az I; intervallumon.

7.14. Feladat. Az el6z6 definiciéban felhasznaltuk, hogy tetszoleges f fiiggvény és A C
D(f) halmaz esetén

Sljlpf —inf f = sup {|f(z) = f(y)] : 2,y € A}

Ennek meggondolasat az olvaséra bizzuk.

7.15. Allitas. Ha ®, ¥ € Fla,b] tetszbleges felosztasok, f : [a,b] — R korldtos figguény,
akkor
Qp(dVT) <Qp(D).

Bizonyitds. A (7.2)) egyel6tlenségbdl kovetkezik. O

7.16. Tétel (Leghasznosabb kritérium Riemann-integralhatdségra). Egy korlatos f :
[a,b] — R figgvény pontosan akkor Riemann-integralhatd, vagyis f € Rla,b] pontosan
akkor, ha minden € > 0 szdmhoz létezik olyan ® = ®(e) € Fla,b] felosztds, melyre
Qf(q)) < €.
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Bizonyitds. 1. irdny: Tegyiik fel, hogy f Riemann-integralhatd, és legyen ¢ > 0 rogzitve.
A [7.9] Definicié szerint tudjuk, hogy

[r=lo=[

A7.8 - 8 Definicié alapjan létezik olyan ®; € Fla, b], hogy

- [1-5
Sf(¢2)</;bf+%.

Ezekbdl, a (7.2) felhasznaldsaval kapjuk, hogy

és 1étezik @y € Fla,b], hogy

/bf_g: /bf—g<sf(<I>1)sz(<1>1\/<1>2)§5f(‘1>1vq’2)

b b
<@ < [ fo5= [ 145,

(@) = /@) ~sy(@) < [ 15— ([ 1-5=e

2. irany: Tegyiik fel indirekt, hogy a tétel allitasaban szerepld feltétel teljesiil minden

pozitiv e-ra, de
b 7b
[r<]r
Ja a

z/;bf—_/abf>0,

és valasszunk e-hoz ® € Fla, b] felosztast ugy, hogy Q¢(®) < e. Ekkor

amibol & := &, v &, valasztassal

Legyen

b 7b
sp(P) < / f </ [ <SHP) = 54(P) + Qp(P) < 54(P) + €.

e=5¢(P)+ec—sp(P / /f

ami ellentmondaés. [

Ebbél viszont

162



Most nézziik meg, mi volt Riemann eredeti definicidja a fenti integrélfogalomral A
definicié bizonyos értelemben hasonlitani fog a fenti ,leghasznosabb kritériumhoz”.

Az integrdalhatosdag Riemann-féle eredeti definicioja
7.17. Definicié. Ha ® = {I,...,[,} € Fla,b] egy felosztés, akkor definidlja ® finom-
sagadt
|®| :=max {|;|:i=1,...,n}.

7.18. Definicié. Legyen ® € Fla,b], ® = {11,...,1,} felosztds, és £ = (&1,...,&,) € R
tetszoleges, a ® felosztdsra illeszkedd vektor, vagyis

giEIiaizla"wn)

jelolésben: & oc . Ekkor a

51 52 gn
—t ¢ +——
To = a Ty -+ Tie1 Ti--Tp—1ph = g,

7.4. dbra. Felosztésra illeszkedd vektor

o (®,§) == Zf(fi) |0

szamot az f fiiggvény (P, &) parhoz tartozé Riemann-dsszegének nevezziik.

! f
ah
a 3 i i b
Tolxwe ] X3 Tp_12, T
&1 & &3 \fn

7.5. abra. Riemann-6sszeg
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7.19. Megjegyzés. TetszOleges ® € Fla,b] és £ x @ vektor esetén
s¢(®) < op(P,8) < Sp(2).

7.20. Definicié (Az integralhatésdg Riemann-féle kritériuma). Legyen f : [a,b] — R.
Ekkor azt mondjuk, hogy f Riemann-integrdlhato [a,b]-n és fab f = A, ha minden € > 0
szamhoz létezik olyan § > 0, hogy minden ® € Fla, b, |®| < ¢ felosztés, és minden & ox ®
esetén

|04(®,§) — Al <e.

7.21. Megjegyzés. A definici6bdl kovetkezik f korldtossdga. [a, b]-n.

Gondoljuk meg a kovetkez6kben, hogy a mi (eredetileg Darboux-t4l szarmazd) integral-
definiciénk ekvivalens a Riemann-félével!
Legyen f € Rla,b] a mi definiciénk alapjén és fab f = A. Ekkor definicié szerint

b 7b
[i=[1=a
Rogzitsiink egy € > 0 szamot. A Tétel alapjan 1étezik olyan U = W(e) € Fla, ],
melyre
(W) = (W) — s,(1) < e
Megmutatjuk, hogy a § := |U| jé vdlasztds. Legyen ® = {I1,...,I,} € Fla,b], |®| <
és & x P tetszoleges. A [7.15 Allitas alapjan

(@) = 5,(®) — 5;(®) < (V) <.

Ezért

n

A_g:/_bf—egSf(fI))—€<sf(q>)Izillliff'ui’

i=1

n n b
g;f(&).w\ gzs%pf.w\=Sf(q>)<sf(q>)+5§ / fre—Ate

Ebbdl
A—e<os(D,8) < A+e,

tehdt |op(P, &) — Al < e, amit be akartunk latni.
Tegyiik fel, hogy a Definicié teljesiil egy f fiiggvényre és egy A € R szamra.

Megmutatjuk, hogy ekkor
b 7b
/ f= / f=A.
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A bizonyitas ugy fog torténni, hogy belatjuk: tetszoleges € > 0 esetén

b b
A—5</fés/f<A+5.

Legyen e > 0 rogzitve. Vélasszunk €/2-héz 6 > 0 szdmot a Riemann-féle definicié alapjan,
és legyen ® = {I;,...,I,}, |P|] < § tetszOleges felosztas. Vélasszunk £ € R™, £ o &

vektort ugy, hogy
€

2(b—a)’

—ilyen & € I; a szuprémum definiciéja miatt létezik minden i¢-re. Ekkor 0 vélasztasa
alapjan

1=1,...,n

f(&) > Slll_pf -

€
‘O—f(q)ag) - A’ < 57

amibdl

£ " _ £
At 5> 00,8 = ;ﬂsi) |1l > ; <s%pf - Q(b_a>) |4

€ g b g
=Sf(®)—m-2|fi|=5f(®)—§z/ f=3

Azt kaptuk tehat, hogy
7b
/ f<A+e.

Az A—e< fab f egyenldtlenség analég médon bizonyithato.
7.22. Megjegyzés. Néhany tovabbi, ekvivalens integralhatésagi kritérium:

1. Minden £ > 0 szamhoz létezik olyan 6 > 0, hogy minden ® € Fla,b], |®| < §
felosztas esetén Qp(P) < e.

2. Minden (®,,) C Fla, b, |®,| — 0 felosztassorozatra Q(P,,) — 0.
3. Létezik olyan (®,,) C Fla,b] felosztassorozat, melyre Q¢(®,,) — 0.

A Heine-tétel felhasznalasaval lathaté be, hogy minden folytonos fiiggvény Riemann-
integralhaté.

7.23. Tétel. Cla,b] C R[a,b|, vagyis minden, az [a,b] intervallumon folytonos figgvény
Riemann-integralhaté [a, b]-n.
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Bizonyitds. Legyen f € Cla,b]. A Tétel integralhatosagi feltételét fogjuk hasznélni,
tehat legyen e > 0 rogzitett, és keresiink hozzd olyan ® € Fla,b] felosztast, melyre
Qp(P) < e. A Heine-tétel alapjan f egyenletesen is folytonos [a,b]-n, tehat az
e/(b — a) pozitiv szdmhoz létezik olyan 6 > 0, hogy ha t,s € [a,b], |t — s| < ¢, akkor
lf(t) — f(s)] < €/(2(b — a)). Valasszunk egy olyan & felosztést melynek finomsaga
kisebb, mint 4, vagyis |®| < . Példaul, legyen n € N olyan, hogy =% < § és a ® felosztds

osztopontjait definialja
b—a
T, i=a+1-

,1=0,....n

Ekkor az I; = [2,_1,z;] intervallumban barmely két szdm kiilénbsége legfeljebb =% < §,
igy itt a fiiggvény oszcillacidja

() = sup {I(t) = F(s)] s € I} < 5
Erre a felosztasra tehat
wa JH < s Z 1 =
amivel az allitast belattuk. 0

7.24. Megjegyzés. A fenti tétel megforditasa nem igaz! Tehat nem minden Riemann-
integralhaté fiiggvény folytonos. Konnyen meggondolhatd, hogy ha egy [a, b]-n folytonos
fiiggvényt egy pontban ,elrontunk” gy, hogy ott ne legyen folytonos, akkor Riemann-
integralhaté marad (pl.a Leghasznosabb kritérium segitségével meggondolhaté). Ha-
sonldan, ha véges sok pontban szakad egy fiiggvény, akkor is Riemann-integralhato.

7.25. Feladat. Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R olyan korldtos fiiggvény, mely meg-
szamlalhatéan végtelen sok pont kivételével folytonos, akkor f Riemann-integralhatd

[a, b]-n!

7.26. Kovetkezmény. Ha [ az [a,b] intervallumon monoton figguény, akkor f €
Rla,b].

Bizonyitds. A Megjegyzésbdl kovetkezik. O
7.27. Tétel. Ha f € R|a,b], akkor |f| € Rla,b].

Bizonyitds. Legyen f € Rla,b| és e > 0 rogzitve. A Tétel alapjan e-hoz létezik olyan
® € Fla,b] felosztas, melyre Q;(P) < e. Megmutatjuk, hogy ekkor Qs (®) < Qf(P) < e
is teljesiil. Mivel adott ® felosztas esetén

@) = 3w (L)
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ezért elég belatni, hogy minden i-re
wipl(1i) < wr(ls).
A haromszog-egyenlétlenség miatt tetszoleges x,y € I; esetén

|f(@)] = [f)] < |f(z) = f(y)] < wp(l),
amibél

wip) (L) = sup {[f (@) = |fW)| - 2,y € L} < wp(L).

7.28. Allitas. Legyen f € Rla,b], a < a < < b. Ekkor [lia,p € Rlo, 5].

Bizonyitds. A Tétel szerint minden € > 0-hoz van olyan ® € Fla, b], melyre Q¢(P) <
e. Vegyiik ezen felosztds [, ] intervallumba esé osztépontjait és az igy kapott U €
Fla, 8] felosztést, ekkor kapjuk, hogy

7.29. Tétel. Ha f,g € R|a,b], akkor f - g € R[a,b].

Bizonyitds. Legyen ¢ > 0 rogzitve, és a Tétel alapjan kerestink hozzd ¢ € Fla, b
felosztast. Definidljuk

K = max{sug]) | f]s S[UI]) 9]}

és vélasszunk 5%-hoz @, &, € Fla, b] felosztdsokat, melyekre

, €
Qf(@f) < ﬁ €S Qg(cbg) < ﬁ
(Ha K =0, az érdektelen eset.) Tekintsiik ezen felosztdsok egyesitését:
O =0,V P,
Ekkor a Allités alapjan

Qf(q)) < és Qg(q)) <

€
2K
is teljesiil. Legyen [; € ®, ekkor a haromszog-egyenldtlenség alapjan minden x,y € [;
esetén

|f(x)g(x) — fy)gW)| = |f(z)g(x) — f(x)g(y) + f(x)g(y) — f(y)g(y)|
< [f@)llg(z) — g()| + | f(@) — f(y)llg(y)
< K -wo(li) +wp(ly) - K = K - (wy(];) +wy(L)



Ebbdl

wr.g(1i) = sup {[f(x)g(x) = f(y)gW)| : z,y € i} < K - (wy(Li) +wy(Ly)) -
Osszegezve i = 1, ..., n-re kapjuk
Qp.q(P wag |[|<ZK (wg(Ls) +wy(Li)) - [ 1]
=K -Qu®)+ K- -Qp(P) < K- 2K+K ﬁzg.

7.1.2. A Riemann-integral tulajdonsagai

7.30. Allit4s. Rla, b] vektortér R felett a szokdsos figgvénymiiveletekre nézve. Vagyis ha
f,g € Rla,b] és c € R, akkor [+ g,c- [ € R[a,b], tovibbd

/ab<f+g>=/abf+/abg (7.7)
[en=c / s (79

Bizonyitds. Legyen f,g € R|a,b]. Megmutatjuk, hogy ekkor (f + g) € R[a, V], és

/ab(f+g>=/abf+/abg

Mivel barmely I; C [a, b] esetén

és

inf f +inf g < inf(f +g) é sup(f +g) < sup f +supg,
i i i I; 1;

ezért tetszOleges @ € Fla, b] felosztasra
SE(P) + 54(P) < 5p44(D) és Spig(P) < Sp(P) + Sy(D).

Legyenek most @, U € Fla, b] tetsz6leges felosztdsok. A fentiekbél és a (7.2)) egyenltlen-
ségekbdl kapjuk, hogy

SHP) +55(V) < sp(PVU) +5,(PV ) <5p44(PVVY) <
< Spig(PVI) <SPV )+ S,(PV ) <Sp(P)+ Sy().
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A bal oldalon véve el6szor ®-ben, majd P-ben supremumot, a jobb oldalon pedig infi-
mumot, kapjuk, hogy

b b b 7b 7b 7b
[+ o< [ura<[ura<[r+]s
Mivel az egyenlétlenségsorozat két vége megegyezik, ezért kovetkezik, hogy (f + g) €

Rla,b] és ([7.7) teljesiil.
Legyen most f € Rla,b] és ¢ € R tetszéleges. Megmutatjuk, hogy ekkor (c- f) €

Rla, b], és
fien-f

Konnyen lathatd, hogy tetszéleges ¢ > 0, ® € Fla, b] esetén

Sef(®) =c-s5p(D) és Se.p(P) = - Sp(P),

amibdl az allitdas mindkét része adddik. Negativ ¢ esetén

Sc.f(q)) =C- Sf(q)) és Scf(q)) =C- 8f<q)),

amibdl

/ (c- f) =sup{sc.¢(®) : & € Fla,b]} =sup{c-S¢(P): ® € Fla,b]}

= c-inf {S§(P) : & € Fla,b]} /f

/;b(c'f)zc'/abf-

Tehat az allitas ekkor is kovetkezik. OJ

és ugyanigy

7.31. Allitas (Intervallum szerinti additivitds). Legyen f : [a,b] — R figgvény, a < ¢ <
b. Tegyiik fel, hogy fliae € Rla,c] €s f|icp € Rlc,b]. Ekkor f € Rla,b], és

/abf=/acf+/cbf- (7.9)

Bizonyitds. Mivel f korlatos [a, c]-n és [c, b]-n, ezért korlatos [a, b]-n is. Tetsz6leges ®; €
Fla,c] és Oy € Fle,b] felosztasokat véve, az ezekhez tartozé részintervallumok rendsze-
reinek egyesitésébol kapunk egy ® € Fla, b] felosztast. Konnyen lathatd, hogy

S fliaey (P1) + 8p1yy (P2) = 54(P) < / feS/ < Sp(®@) = Sy (1) + Spy (P2).
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Az 6sszes @ € Fla, ] ill. 5 € Fle, b felosztasra vett supremumra ill. infimumra kapjuk,

hogy ) o .
/ch+£f§_/abf§/abf§/acf+/cbf-

A feltétel szerint az egyenl6tlenségsorozat két vége megegyezik, amibél f € Rla,b] és
(7.9) adédik. O

7.32. Allit4s (Integrandus szerinti monotonités). Legyenek f, g € Rla,b] fiiggvények, és
tegyiik fel, hogy minden x € [a,b] esetén f(x) < g(x). Ekkor

/abfé/abg

Bizonyitds. Konnyen ldthaté, hogy minden ® € Fla,b] esetén
s5(P) < 54(P),

[i=[r<[a=]s

7.33. Kovetkezmény. Barmely f € Rla,b] fiigguényre fenndall, hogy

b
< / 1.
a
Bizonyitds. Minden x € |[a, b] esetén

(=|f]) (2) = =|f(@)| < f(z) < |f(z)] = |f](2),
amibdl az allités a Tétel és a Allitas szerint kovetkezik. O
7.34. Allitas (Integral trividlis becslése). Legyen f € Rla,b]. Ekkor

amibdol

(mff (b—a) f< (sup f) - (b —a).

[a,b] [a,b]

Bizonyitds. A bizonyitas azonnal adddik a Allitdsnak az inf f konstans fliggvény és
fill. f és a sup f konstans fiiggvényre valé alkalmazasabol. Masképp meggondolva: a
& = {I,} felosztésra, ahol I} = [a, b

(inf 1) (b=a) = 5;(®),  (supf)- (b= ) = 5,()

[a,b]

— az allitas ebbdl is kovetkezik. O]
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7.35. Kovetkezmény. Legyen f € Rla,b|. Ekkor

h[ﬂg@wvww—@

[a,b]

Bizonyitas. Konnyen lathaté a Kovetkezmény és a Allités alapjan. O

Ezen becslések segitségével (folytonos fiiggvényekre) bizonyithaté a differencidlsza-
mitasban megismert kozépértéktétellel analog allitds Riemann-integralra.

7.36. Tétel (Integralszamités elsé kozépértéktétele). Legyen f € Cla,b]. Ekkor létezik
olyan ¢ € [a,b], melyre

b
[ r=1@-w-a
Bizonyitds. A Allités alapjan és a Weierstrass-tételbol kapjuk

b
. . Jof
min f = inf f < 22— <sup f = max f.
[a.b] d [a,blf b—a = [qy ! [a.b) !

A Bolzano-tétel miatt van olyan ¢ € [a, b], melyre

_ LS

b—a’

f(c)

amivel az allitast belattuk. O

7.2. Primitiv figgvény

Ebben a szakaszban legyen I nyilt intervallum. Jelolje C'(I) az I intervallumon ér-
telmezett folytonos fiiggvények halmazét és D(I) az I intervallumon differencialhaté
fiiggvények halmazat. Ezek R felett vektorteret alkotnak. Jelolje D'(I) a D(I)-beli fiigg-
vények derivaltjainak halmazat:

D'(I):={F :Fe D)},
7.37. Allitas. D'(I) vektortér.

Bizonyitds. Trividlisan kovetkezik a és a[6.15] Tételekbdl. O

7.38. Megjegyzés. C'(I) és D(I) nem csak vektortér, hanem gytiri, sét algebra is (a
szokasos miiveletekkel). D'(I) nem alkot sem gyfriit sem algebrdt (mar az sem igaz,
hogy ha f € D'(I), akkor f2 € D'(I)).
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7.39. Definicié. Legyen f € D'(I) adott fiiggvény, azaz létezik olyan F' € D(I), hogy
F' = f. Ekkor minden ilyen F' € D(I) fiiggvényt az f fiiggvény primitiv (elsédleges vagy
eredeti) fiigguényének vagy hatdrozatlan integraljanak neveziink. Szokésos széhasznalat
még az antiderivdlt is.

7.40. Allités. Ha f € D'(I) és F € D(I) egy primitiv figgvénye, akkor bdrmely c
konstansfiigguény esetén
(F+¢) =f,

19y f-nek végtelen sok primitiv fiigguénye van.
Bizonyitas. Trivialis. O

7.41. Allitas. Ha F az f egy primitiv figgvénye, akkor f-nek minden mds G primitiv
fiigguénye elddll G = F + ¢ alakban valamely c konstansfigguényre.

Bizonyitds. Az allitas feltételeibdl kovetkezik, hogy
(F-G)=F-G=f-f=0,

vagyis (F' — G) = 0 az egész [ intervallumon. Ekkor a Allitas alapjan F — G

konstansfiiggvény, és ezt akartuk belatni. O]

7.42. Definicié. Adott f fiiggvény esetén jeldlje

/1

(,integral” f) az f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmazat I-n. Ha f ¢ D’'(I), akkor
[ f=0.Ha f € D'(I), akkor ldttuk, hogy [ f = {F+c: ¢ € R}. Ha nem okoz félreértést,
akkor [ f minden elemét is az egyszertiség kedvéért [ f-fel jeloljiik, tehat

(1)~

Szokésosak még az [ f(x) és [ f(x)dx jelélések is a primitiv fiiggvény x pontbeli helyet-
tesitési értékére.

7.43. Példa. Legyen I = R. Ekkor [ coszdz = {sinz + ¢ : ¢ € R}, amit a megallapodés
alapjdn gy is frhatunk, hogy [ cos = sin.

Ha kiilon nem rogzitjiik le az I intervallumot, akkor | f mindig egy lehetd legbévebb
intervallumon értendd, ahol f értelmezve van és létezik primitiv fiiggvénye (a primitiv
fiiggvény (ek) megadasandl ez(eke)t az intervallumo(ka)t természetesen specifikélni kell).

Alapintegrdloknak nevezziik az elemi fiiggvények derivaltjainak primitiv fiiggvényeit.
Ezeket az alabbi tablazatban foglaljuk 6ssze. Itt hasznalni fogunk egy kissé pontatlan,
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de elterjedt jelolést, mely a kovetkezdt jelenti. Tekintsiik példaul az 1/id fliggvényt!
Ennek értelmezési tartoméanya ugyan nem intervallum, de felbomlik két intervallum, az
I, = (—00,0) és az I, = (0, 00) diszjunkt uniéjara. A fiiggvénynek mindkét intervallumon

van primitiv fiiggvénye:
1 . 1 .
/;1 |1, = In(—1id), /ﬁ |, = Inid.

Ezt az egyszerliség kedvéért egy képletben fogjuk jelolni mint

1

Hangsulyozzuk, hogy a m Definici6 értelmében az f = % fliggvénynek az egész értel-
mezési tartomédnyan nem értelmezheté primitiv fiiggvénye, hiszen D(f) nem intervallum.
Ezért ez az egyenldség ilyen értelemben megtéveszts. Azonban, az = |5, és az & |1, fiigg-
vényeknek (vagy az 1/id barmely, I;-nél vagy I>-nél sziikebb intervallumra valé meg-
szoritdsanak) van primitiv fiiggvénye, és ezt hivatott kifejezni a fenti képlet. Hasonl6an

értelmezendSk az 1/(1 — id?) és az 1/+/id* —1 fiiggvények primitiv fiiggvényei.

/,da_idourl (0 1) /1_1 lid | / B
1 = aT 1 o id_nl exp = exp

/expa = expa’ (1#aeR) /Sin = —cos /cos — sin

Ina

1 1
—:tg —2:—Ctg /Sh:Ch

cos? sin

1 1
/ch:sh /—2:—cth — =th
sh ch
/ 1 1 | id +1 / 1 . / 1 ‘
=—1In = arc ——— = arcsin
i 2 |id—1 1 +id’ & Sk
1 1
[ i [
Vid® —1 V1+id?
Probléma. Hogyan lehet felismerni egy f : I — R fiiggvényrol, hogy van-e primitiv

fiiggvénye I-ben, vagyis f € D'(I)?
Vilasz. Sehogy! De adhato sziikséges és adhato elégséges feltétel.

= arsh

7.44. Tétel (Sziikséges feltétel primitiv fiiggvény létezésére). Ha f € D'(I), akkor f
Darbouz-tulajdonsdgi.
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Bizonyitas. Ld. a Tételt: egy fiiggvény derivaltfiiggvénye Darboux-tulajdonsagu.
O

7.45. Tétel (Elegendd feltétel primitiv fiiggvény létezésére). C(I) C D'(I), azaz ha f
folytonos I-n, akkor f-nek létezik I-ben primitiv fiigguénye.

Bizonyitdas. Késobb. O
7.46. Példa. Belathato, hogy az alabbi fliggvényeknek nincs elemi primitiv fliggvénye:
== 6s 22T az [ = (1, +00)-en, e az I = R-en.

A primitivfiiggvény-keresés vagy hatarozatlan integralas tulajdonképpen egy szamola-
si technika (kalkulusnak is hivjak), lényegében a differencidlds miiveletének megforditdsa
(de annal sokkal nehezebb).

7.47. Allitas (Vektortér-tulajdonssg).
1. Ha f,g € D'(I), akkor f + g € D'(I), emellett

/(f+g)=/f+/g-

2. Ha f € D'(I), c € R tetszdleges dllandd, akkor c-f € D'(I) (vektortér-tulajdonsdg),

emellett
Jen=c [

Bizonyitds. Trividlisan kovetkezik a definiciobdl. O

7.48. Tétel (Parcidlis integrélds elve). Legyenek f és g differencidlhaték az I interval-
lumban, azaz f,g € D(I), és tegyiik fel, hogy f - ¢ € D'(I). Ekkor f'-g € D'(I), és ez
utobbi (egy) primitiv fiiggvénye:

/f’-g=f-g—/f-g’.

Bizonyitds. Kell: (f-g— [ f-¢') € D(I) — ez trividlis, és (f-g— [ f-¢') = f' - g, mivel

(f-g—/f-g’) =f9+f-d—-fd=Ff-g
0

7.49. Feladat. Adjuk meg az In fiiggvény egy primitiv fiiggvényét a parcidlis integralas
elve segitségével!

1

/lnxdmz/ 1 -Inz de=_ =z« ~1nx—/ T - - dxzmlnx—/ldxzx-lnx—x.
f'(x)  g(x) fl@) gz f(x) \/(f')’
g'(x



7.50. Tétel (Helyettesitéses integralds elve). Legyenek I és I* tetszdleges (nyilt) inter-
vallumok, f € D'(I), g € D(I*) adott fiiggvény, gy, hogy R(g) C I. Ekkor (fog)-¢ €

D/(I%), és
/(fog)-g’= </f>og-

Bizonyitds. Legyen F := [ f, tehdt F € D(I) és I’ = f. Ismeretes, hogy ekkor F o g is
differencialhato I*-ban, és

(Fog)=(Fog)-g=(fog) 4.

foy Fog=([f)og=[(fog) g 0

7.51. Megjegyzés. A gyakorlatban g : I* — [ bijektiv fiiggvényt érdemes valasztani, mert

ekkor
/f= (/(fog)-g’) og !,

vagyis az eredeti primitiv fiiggvény meghatarozhaté.

Klasszikus formalizmus.

[ H@ e lomgor= [ 1000w =g

7.52. Feladat. Hatérozzuk meg az /1 — 22 fiiggvény (egy) primitiv fiiggvényét az [ =
(—1,1) intervallumon a helyettesitéses integralas elve segitségével!
Helyettesitsiink z := sint-t, t € (=3, %) =: I*. Ekkor ‘fl—f =sin't = cost. Igy

/\/1—x2d93 o= Smt—/\/l—sm t- costdt /|cost|-costdt:/c082tdt

(g(t)= Vecos2t g(t)

1 1 1
/2( + cos 2t) dt 2/ dt+2/cos tdt

_1t—|—1 ' 2t—1(t+' 13 t)
=—t+ —sin2t = - int- .
Sl s 5 s oS

Ebbdl

/1 /1 _ $2 dx — (t + SlIlt -V 1 — SiIl2 t) |t:arcsinx

NO| —

(t +sint - cost) |i—arcsine=

(arcsinx +z-v1— x2> )

MIH[\DI
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7.3. Primitiv fiiggvény és Riemann-integral kapcsola-
ta

7.3.1. A Newton—Leibniz-tétel

A kovetkezokben kideriil, hogy mi a primitiv fiiggvény és a Riemann-integral kap-
csolata. Ez a XVII-XVIII. szdzadban élt Newton és Leibniz munkassaganak, egyben a
differencial- és integralszamitasnak legfontosabb eredménye.

7.53. Tétel (Newton-Leibniz-tétel). Legyen [a,b] C R tetszdleges zdrt intervallum, f €
Rla,b|. Tegyiik fel, hogy létezik olyan F € Cla,b], F € D(a,b) figgvény, melyre F' = f
az (a,b)-n (vagyis, F' primitiv figgvénye f-nek (a,b)-n). Ekkor

/f:mm—ﬂ@:wﬁ:ms

Bizonyitds. Legyen ® € Fla,b] tetszbleges. Ha ® osztépontjainak halmaza {xg, z1, ..., x,},
akkor F|i;, , »,)-re alkalmazva a Lagrange-kozépértéktételt 1étezik olyan &; € (z;_1, z;),
melyre

F(z;) = Fzio) = F'(&) - (2 —2i1) = f(&) - (w0 — 2401).

Osszegezve i = 1, ..., n-re a kovetkezd teleszkopikus Gsszeget kapjuk

Z (F(x;) — F(zi1)) = F(x1) — F(xo) + F(x3) — F(z1) + - + F(z,) — F(20_1)
= F(z,) — F(zo) = F(b) — F(a).
Nyilvanvaloan

n

sp(®) < Z F&) - (@i = zima) = Y (Flx;) = Flaia)) = F(b) = F(a) < S¢(P),

=1

(ahol kézépen egy Riemann-osszeg &ll, 1d. a Definiciét). Mivel f € R|a,b], ezért a
fentiekbol kapjuk, hogy

/abfz_/abeF(b)—F(a)S/;bfz/abf,

b
/sz@—F@,

és ezt akartuk belatni. O

amibdol
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7.54. Megjegyzés. A Newton—Leibniz-tétel feltételei koziil az f € R[a,b] nem hagy-
haté el, még korlatos f esetén sem!

A Newton—Leibniz-tétel feltételeit teljesité fiiggvényekre bizonyithaték a primitiv
fiiggvényeknél megismert parcidlis és helyetettesitéses integralas szabalyai.

7.55. Tétel (Parcidlis integrdlds Riemann-integrélra). Tegyiik fel, hogy az f és g fiigg-
vények kielégitik a Newton—Leibniz-tétel feltételeit [a,b]-n, és legyen (egy) primitiv figg-
vényiik F, ill. G. Ekkor f -G, F - g € R[a,b], és

/abf-G:[F-G]z—/abF-g.

Bizonyitds. Mivel F' és G differencidlhatok, igy folytonosak, tehat Riemann-integralhatok
is [a,b]-n, 1d. a Tételt. A Tétel alapjan pedig a szorzatok Riemann-integraljai
is 1éteznek. Mivel

(F-G)=f-G+F-g,

ezért a Newton—Leibniz-tétel alapjan
b
|G =ircp

A Allit4s szerint a fenti egyenloség bal oldalara

/ab<f-G+F-g>=/abf-G+/abF-g,

amivel a bizonyitas teljes. O

Jelolés. f € R|a,b| esetén jelolje

[r--[

7.56. Tétel (Helyettesitéses integraldas Riemann-integralra). Tegyiik fel, hogy f kielégiti
a Newton—Leibniz-tétel feltételeit [a,b]-n. Legyen tovdbbd g : |, 8] — [a,b] differencidl-
hato bijekcio, melyre (f o g) - ¢’ € R|a, B]. Ekkor

/abf:/ggl:j)wog)-g’.

Bizonyitds. A feltételekbol azonnal kovetkezik, hogy ¢ vagy szigorian monoton névo
vagy szigoriian monoton fogyé, tehdt g~'(a) = «, g~ *(b) = 8, vagy forditva. Mivel f
tetszoleges I’ primitiv fiiggvényére

(Fog)=(fog)-4d,
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ezért a[[.53 Newton—Leibniz-tétel szerint

(7.10)

’ —r(a a g monoton novo:
fu °9>-9’=F<g<5>>—F<g<a>>={F“) Fla),  ha g monoton nové;

F(a) — F(b), ha g monoton fogyd.

Masrészt, szintén a Newton-Leibniz-tétel alapjan

/abf ~ P — Fla).

Ha g monoton nové, a tétel azonnal kovetkezik; ha monoton fogyd, a (7.10) egyenldség
mindkét oldalanak ellentettjét véve kész a bizonyitas. O]

7.3.2. Integralfiiggvények

7.57. Definicid. Legyen [ tetszoleges intervallum, f : I — R fliggvény. Azt mondjuk,
hogy f lokalisan integralhato I-n, ha

f|[a,b] € Rla, ]

minden [a,b] C [ esetén. Az I-n lokdlisan integrdlhaté fiiggvények halmazéat jelolje
Rloc( ])

7.58. Megjegyzés. Konnyen lathat6, hogy ha I = [a, b], akkor R°‘[a,b] = R[a,b].

Egy lokalisan integralhaté fiiggvénynek definidlhatjuk az I-n értelmezett un. integ-
ralfiiggvényeit.

7.59. Definicié. Ha f € R°°(I), akkor f integrdlfigguényei az I-n értelmezett

19x>—>c+/ f

alaku fiiggvények, ahol a € I, ¢ € R.

7.60. Megjegyzés. Konnyen lathato, hogy egy adott f fliggvény barmely két integralfiigg-
vénye csak konstansfiiggvényben kiilonbozik egymastél. Valoban, ha

Fl(x):cl—i—/ /s Fg(a:):@—i—/ f, zwel
a b
valamely ci,co € R és a,b € [ szdmokra, akkor
(FQ—Fl)(1'>:CQ—C1+/ f, $€]
b

konstansfiiggvény.
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7.61. Tétel. Legyen I nyilt intervallum, és tegyiik fel, hogy f € R°(I)N D'(I) — vagyis
f kielégiti a Newton—Leibniz-tétel feltételeit tetszéleges [a,b] C I esetén. Ekkor f primi-
tiv figguényeinek [ f halmaza megegyezik f integrdlfiigguényeinek halmazdval. Ez azt is
jelenti, hogy ekkor f integralfiigguényei differencialhatok, €s derivdltjuk éppen f.

Bizonyitds. Legyen F az f egy primitiv fiiggvénye I-n, vagyis F' = f. Ekkor a [7.53]
Newton—Leibniz-tétel szerint barmely a,x € [ esetén

/jfzﬂx) ~ F(o)

(a képlet igaz < a esetén is!), tehéat F az f egy integralfiiggvénye ¢ := F'(a) valasztédssal.
Forditva, legyen

F(x)::c+/$f, xel

a f egy integralfiiggvénye. Rogzitsiik f egy F{ primitiv fliggvényét — ez a feltétel alapjan
létezik. A Newton—Leibniz-tétel alapjin

Flz)—c— / f = Fo(z) — Fy(a),

amib8l F(z) = Fy(z) + d, d = ¢ — Fy(a), tehat F is primitiv fiiggvénye f-nek. O

Annak idején a [7.45| Tételt, vagyis hogy minden folytonos fiiggvénynek van primi-
tiv fiiggvénye, bizonyitas nélkiill mondtuk ki. Most elérkeztiink oda, hogy ezt a tételt
igazoljuk. Mivel egy I nyilt intervallumon folytonos fiiggvény lokalisan integralhaté is
(Id. a Tételt), a most belatott tétel alapjan primitiv fliggvénye csak integralfiiggvé-
nye lehet, és innen a bizonyitas konnyen adodik.

7.62. Tétel. Legyen I nyilt intervallum, f € R'°°(I). Ha f folytonos az u € I helyen,
akkor f bdrmely F integradlfiiggvénye differencidlhato u-ban, és derivdltja

Bizonyitds. Legyen
F(x):c—i-/ f, xzel

az f egy integralfiiggvénye valamely a € I, ¢ € R esetén. Megmutatjuk, hogy minden
e > 0-hoz létezik olyan § > 0, hogy ha = € I, |x — u| < §, x # u, akkor
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Ebbdl mér kovetkezik, hogy
- F(x) - F(u)

T—U r—U

= F'(u) = f(u).

Mivel f folytonos u-ban, ezért e-hoz létezik olyan § > 0, hogy ha z € I, |x — u| < §,
akkor |f(x) — f(u)] < e. Megmutatjuk, hogy ez a § j6 lesz. Legyen z € I, |z — u| < 0,
x # u rogzitve. A F fliggvény definicidja és a |7 1] Allitds szerint

‘w —f@)‘ - ﬁ/jf(t)dt— xiu[ﬂu)dt‘
-1 [t - s @,
A [735 Kovetkezménybdl kapjuk, hogy
'Lf” — ()| < sup {1F(8) — ()] L € fuya]} < =

]

7.63. Kovetkezmény. Ha f € C(I), akkor f-nek van primitiv fiigguvénye I-n, éspedig
barmely integrdlfiiggvénye az.

Bizonyitds. Ha f € C(I), akkor f € R'°(I), 1d. a Tételt. Igy az eléz6 tétel alapjn
tetszéleges F' integralfiiggvényére F' = f addédik I-n. O

7.4. A Riemann-integral néhany alkalmazasa

A Tételben lattuk, hogy egy (elég sokszor differencidlhatd) fiiggvény és Taylor-
polinomjanak kiilonbsége az in. Lagrange-féle maradéktag. Ez a maradéktag ugyanakkor
egy Riemann-integral formajaban is felirhatd. A kovetkezo tétel teljes indukcioval igazol-

haté a N
| rwd= i@ - i@
Newton—Leibniz-formulabdl, de a bizonyitds részleteitdl itt eltekintiink.

7.64. Tétel (Taylor-formula integral-maradéktaggal). Legyen f : R — R, a € D(f).
Tegyiik fel, hogy 3K (a) C D(f), hogy az f fiigguény n+1-szer folytonosan differencidlhatd
K(a)-ban. Legyen x € K (a) tetszéleges. Ekkor

T f(n+1)
f(x) =T, () +/ fT!(t)(x —t)"dt,

ahol T, , a eqyenldséggel definidlt Taylor-polinom.
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Alkalmazds. Riemann-integral alkalmazasdval igazolhaté (itt nem részletezziik) az

un. Wallis-formula:
. 2-4---2n 1% 1
7= lim - —
Tegyiink most egy kis kitérot a terilet matematikai fogalmahoz! A teriilet egy olyan

T : M — |0, +00) fiiggvény, ahol M a sik mérhet6 (,teriilettel rendelkez8”) részhalmazait
jeloli, és a kovetkezo axiomak teljesiilnek:

7.65. Definicio.
1. Ha H téglalap, oldalhosszai a és b, akkor H € M és T(H) = a - b;
2. Ha Hy, Hy € M és Hy C H,, akkor T'(H;) < T'(Hs) (monotonités);

3. Ha Hy, H, € M, és van olyan e egyenes, hogy az e altal hatarolt félsikok egyike
tartalmazza Hi-et, mdsika Ho-t, akkor Hy U Hy € M és T(H, U Hy) = T(H;) +
T(H>);

4. Ha a sik egy B részhalmaza teljesiti a kovetkezo feltételt: minden € > 0 esetén
léteznek olyan A, C' € M halmazok, hogy A C B C C és T(C) — T(A) < ¢, akkor
B e M.

7.66. Tétel. Ha f > 0 és f € Rla,b], akkor az
Ap={(z,y) :z €[a,b], 0 <y < fla)}

sikidom teriilete (a|7.65 Definicioban bevezetett teriletariomdk alapjdn) T'(Ay) = fab f.

7.67. Definicié. Az A C R? halmazt normdltartomdnynak nevezziik, ha

A={(z,y): v €[ab], f(z) <y < g(x)},
ahol f,g € Rla,b] és f < g az [a, b]-n.

7.68. Tétel. Az elobbiekben definidlt normdltartomdny teriilete

= [

Az {vhossz fogalmét a [18] fejezetben fogjuk precizen definidlni, és ott igazoljuk az
alabbi tételt is.

7.69. Tétel. Ha f : [a,b] — R folytonosan differencidlhato, akkor az f grafikonjanak

whossza )
= [ e
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Ebbdl a tételbdl gondolhatd meg az alabbi allités is.

7.70. Tétel. Ha f > 0 és f € Rla,b], akkor az f

L(f) = Az, f(x)) : x € [a, 0]}

grafikonjanak az x tengely korili megforgatdsdval kapott A forgastest térfogata

V(A):w/abfz.

Ha f folytonosan differencidlhato, akkor a kapott forgastest palastjanak felszine
b
F) =2 [ L (2

7.5. Improprius integral

Ki szeretnénk terjeszteni a Riemann-integral fogalmat nyilt, félig nyilt és nem korlatos
intervallumokra, valamint nem korldtos fiiggvényekre. Ehhez sziikségiink lesz a és
a [Z.59 Definicidkra.

Jelolés. Jelolje a (nemelfajuld) I intervallum esetén ebben a szakaszban mindeniitt a
az I bal, b az I jobb végpontjat! Ezeket I vagy tartalmazza, vagy nem, tovabba a, b = +o00
is lehet.

7.71. Definicié. Legyen [ tetszoleges nemelfajuld intervallum, f : I — R fliggvény. Azt
mondjuk, hogy f impropriusan integrdlhaté I-n, ha f € R°°(I) és f-nek létezik olyan F’
integrélfiiggvénye I-n, melyre

JlimF € R és FlimF € R,
a+0 b—0

és a két hatarérték nem azonos el8jelii végtelen(!). Ekkor f improprius integrdlja I-n:

b
= = lim F' — lim F.
1= [ =t
Ha f impropriusan integralhat6 és improprius integralja véges, akkor azt mondjuk, hogy
f improprius integralja konvergens, minden mas esetben pedig divergens.

7.72. Megjegyzés. A fenti definici6 a[7.60] Megjegyzés alapjan fiiggetlen F' valasztdsatol.
7.73. Megjegyzés. Legyen I = [a,b) alaki, ahol @ € R, b € R. Ha f € R"°(I), akkor

Flz) = /jf
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valasztassal meggondolhatd, hogy f pontosan akkor impropriusan integralhaté I-n, ha

az ,
/ f= hm / f
hatérérték létezik.

Hasonléan, ha I = (a, b] alaki valamely a € R, b € R esetén, akkor f pontosan akkor
impropriusan integralhaté /-n, ha a

/:f =% /:f

7.74. Feladat. Szdmitsuk kiaz f : I — R, f(t) = e " hozzédrendeléssel definialt fiiggvény

hatarérték létezik.

improprius integraljat az I := [0, +00) intervallumon!

+oo T . e

, e e = fim ey = Jim (B D) =1
7.75. Feladat. Szdmitsuk ki az f: I — R, f(t) = &= (a > 0) hozzdrendeléssel definidlt
fiiggvények improprius integréljat az I := [1, +00) ntervallumon'

M| . “1 . & 1
zdt: lim —dt = lim [Int]] = lim Inz = +o0
1

Tr—r00 1 Tr—r00 Tr—r00
too 1 1 [ o+l 77* —a+1 1 1
/ —dt = lim —dt = lim = lim v — = ,
1 te z—oo [; ¢ T—00 _—Oz—l—l_l oo \ —ar+ 1 —a—+1 a—1
a>1
+o00 1 ] r t—a—l—l 1 —a+1 1
/ —dt = lim [ —dt = lim — lim [ —— — — oo,
1 o z—o0 fq =00 | —(v + 1_ 1 z—o0o \ —v + 1 —a+1
O<a<l1

7.76. Feladat. Szamitsuk ki az f : I — R, f(t) = % (a > 0) hozzdrendeléssel definidlt

tOC
fiiggvények improprius integréljat az I := (0, 1] intervallumon!
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1 1
1 1
/ —dt = lim ~dt = lim [In#]} = lim (~Inx) = 400
0 t =0+ f. T z—0+ z—0+
1 1 M op—at+l 71 —a+1
1 1 tmot 1 ot
/ —dt=lim | —dt= lim = lim i — too,
0 t¢ =0+ [ 1 z—0+ _—04—1—1_96 z—0+ \ —a + 1 —a+1
a>1
1 1 r4—a+1 71 —a+1
1 1 t—ot 1 * 1
/ —dt = lim —dt = lim = lim — = ,
g t* z—0+ [, t¥ a0+ | —a+1] 220+ \—a+1 —a+1 11—«
O<axl

Koénnyen meggondolhaté az alabbi.

7.77. Allitas. Ha az f;oof improprius integrdal konvergens és létezik lim, o f, akkor
sziikségképpen lim, o, f = 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy lim, o, f = A > 0 és véges (az A < 0 eset hasonléan
meggondolhatd). Ekkor a hatérérték definicidja alapjan létezik olyan a < K € R, hogy
ha z > K, akkor f(z) > é. Igy tetszoleges x > K esetén

[r=f sl [regemom rom

vagyis f:oo f nem lehet konvergens, ami ellentmondas.

Ha lim . f = 400 volna, akkor tetszéleges A > 0 valds szamhoz létezik a fenti tu-
lajdonsdgu K, igy az ellentmondas szintén addédik. A lim ., f = —oo eset hasonléan
meggondolhato. [

7.78. Feladat. Adjunk példat olyan f fiiggvényre, melyre fa+°° f improprius integral
konvergens és lim, ., f nem létezik!

A kovetkezokben improprius integralok konvergenciajara vonatkozo feltételekkel fog-
lalkozunk. A gyakorlatban ugyanis gyakran csak a konvergencia meglétére van sziiksé-
glink, az integral pontos értékére — ami altalaban nehezen is szamolhaté — nem.

Ismételjiik &t a fiiggvényhatarértékre tanult Cauchy-kritériumot (ld. a Tételt)!
Ezen tétel segitségével sziikséges és elégséges feltételt adhatunk egy improprius integrél
konvergencigjara.

7.79. Tétel (Cauchy-féle sziikséges és elégséges feltétel improprius integralhatésagra).
Legyen I nemelfajuld intervallum, f € R°°(I). Ekkor f improprius integrdlja pontosan
akkor konvergens, ha minden € > 0 esetén léteznek olyan o, € I, a < a < [ < b
szamok, hogy

v
/f‘<5, haoa<u<v<a vagy f<u<wv<b.
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Bizonyitds. Kovetkezik abbdl, hogy ha F tetszoleges integréalfiiggvénye f-nek I-n, akkor

/uvf = F(v) — F(u).

Alkalmazzuk a [4.12) Tételt F-nek a b-beli bal oldali és a-beli jobb oldali (véges) hatérér-
tékére! O

7.80. Példa. Mutassuk meg a Cauchy-feltétel segitségével, hogy az

sinx

J1(0.450) < R, f(@) = =

fiiggvény improprius integralja konvergens!
Parcialis integralassal kapjuk:

sint —cost]” Y cost
/ g = - / d.
t u I
smt — Ccosv cos U Y cost
+ — dt
v u u t2

— Ccosv cos U cost
+] (+
v U u
1 1 11" 2
-+ =+ | ==<g,
U

vUu tu

Ebbél

—+ +/ —dt

IN

ha 2 < u < v. Mésrészt, f-nek van véges hatarértéke 0-ban (li = 1), igy f-et
klterjeszthetjuk a |0, +oo) intervallumra ugy, hogy 0O-ban 1-nek deﬁmaljuk és gy egy
folytonos fiiggvényt kapunk. Ezzel az improprius integral konvergenciajat belattuk.

’ O gi s
7.6. abra. fo *% dr konvergencidja

7.81. Definicié. Ha az [ ; |f] improprius integral konvergens, akkor azt mondjuk, hogy
f] f abszolit konvergens.

Most megmutatjuk, hogy az improprius integral abszolut konvergenciajabol kovetke-
zik az eredeti integral konvergencidja.
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7.82. Allitas. Ha az fl f improprius integral abszolut konvergens, akkor az fI f impro-
prius integrdl is konvergens.

Bizonyitds. A feltétel szerint |f| € R9°(I), a Kovetkezmény alapjan pedig f €
R'°(I) is teljesiil. Mivel [} | f| konvergens, ezért a[7.79 Tétel alapjén Ve > 0-hoz léteznek
olyan o, S € I, a < a < 8 < b szamok, hogy

/ |f|‘:/ |fl<e, haa<u<v<a vagy f<u<wv<b.

Ekkor az | ;[ integralra is teljesiil a Cauchy-kritérium ugyanezen «, 3 € I szamokkal,
hiszen

/f’g/ |fl<e, haa<u<v<a vagy B <u<wv<b.

Ez éppen azt jelenti, hogy [ ; J konvergens. O

7.83. Megjeqyzés. Vigyazat! A fenti allitds nem megfordithaté. Példaul, az fooo S0z |

T

nem konvergens, vagyis a[7.80|Példdban szerepl integral nem abszolit konvergens! A [7.6]
abrén jol 1athato, hogy az eredeti integral végessége egy Leibniz-tipust sor (aminek tagjai
a véltakozé eldjelii teriiletdarabok) 6sszegén muilik.

Most a végtelen numerikus sorokkal kapcsolatban tanult Gsszehasonlité kritérium
improprius integralokra vonatkozé megfeleldje kovetkezik.

7.84. Tétel (Osszehasonlité kritérium). Legyen f € RYS(I). Tegyiik fel, hogy létezik
olyan g : I — RY fiigguény, amelynek improprius integrdlja konvergens I-n és majordlja

f-et, vagyis
fl<g In

Ekkor f improprius integrdlja is konvergens.

Bizonyitds. A Tétel szerint barmely € > 0 szdmhoz léteznek a, 5 € R,a <a < < b
szamok, hogy
[

| o=

Ebbél a Allités és a Kovetkezmény alapjan

<eg, hha<u<v<a vagy f<u<uv<hb.

/f‘ﬁ/ |f|§/g<5, haa<u<v<a vagy B<u<wv<b.

lgy az 4llités a Tételbd] kivetkezik f-re. O

7.85. Megjegyzés. Konnyen meggondolhatd, hogy a[7.84] Tétel akkor is igaz marad, ha az
|f| < g feltétel csak az a ill. b pont kozelében teljesiil.
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7.86. Feladat. Mutassuk meg a Osszehasonlité kritérium segitségével, hogy az
f (=00, 400) = R, f(z):=e*
fiiggvény (7.7} dbra) improprius integralja konvergens!

Y

‘ x

7.7. dbra. Az f(x) = e~ fiiggvény grafikonja (,haranggorbe”)

Vo € (—o0,—1] : e < e”, Vo € [1,+00) : e < e

Ezért a Feladat alapjan f improprius integralja konvergens (—oo, +00)-en.
Igazolhato, hogy

+00 9
/ e " dr = /7.

e}

7.87. Feladat. Szintén a Tétel segitségével meggondolhatd (a részleteket az olvaséra
bizzuk), hogy tetszileges n természetes szamra az f : [0,4+00) — R, f(z) := a"e™™
fiiggvény improprius integralja konvergens.

Igazolhatd, hogy minden n € N esetén

“+o0
/ z"e *dx = nl.
0

A kovetkezokben azt gondoljuk meg, hogy az improprius integralhatésag és végtelen
sorok konvergencidja hogyan kapcsolhato ossze.

7.88. Tétel (Végtelen sorok konvergencidjara vonatkozo integralkritérium). Legyen f :
[1,4+00) — RT monoton fogyd figguény. Ekkor a

“+o00

Z f(n) sor pontosan akkor konvergens, ha a f improprius integrdl konvergens.
1

Bizonyitds. Legyen Sy := f(1)+---+ f(k) a)_ f(n) sor k. részletosszege. Tudjuk, hogy a
sor pontosan akkor konvergens ill. divergens, ha az (Sy) sorozat konvergens ill. divergens.
Ha tekintjiik az [1, k] intervallumnak az 1,2,..., k osztépontok &dltal meghatarozott &
felosztasat, akkor f monoton fogyasat felhasznédlva konnyen lathaté, hogy

f(1) + s¢(P) = Sk,
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f(1) f(1)
f(2) f(2)
o\ 6) T SNEE
. N (4 2 FRINY /)
) f(5) £(3) f(5)
e 1 fa) 1/
1 2 3 4 5 T 1 2 3 4 5 T
7.8. &bra. f(1) + S;(®) = Sy 7.9. dbra. S;(P) = Sk
tovabba
Sp(®) = Sk-1,
lasd a (7.8 és a[7.9] abrdkat. Ebbdl kapjuk, hogy
k+1 k
fesi<iu+ [ of

Mivel az ;" f integralfiiggvény monoton nové, ebbél az is meggondolhatd, hogy az fﬁoo f

pontosan akkor konvergens, ha az ( flk f) sorozat konvergens. Mivel (Sg) és ( flk f) is
monoton novo, ezért a fenti egyenlétlenségsorozatbdl a tétel dllitasa kovetkezik. O]

7.89. Allitas (Hiperharmonikus sor). A
1

nOl
hiperharmonikus sor konvergens, ha o > 1 és divergens, ha o < 1.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a integrélkritériumot! Mivel Y- - pozitiv, monoton fogyé

tagu, ezért pontosan akkor konvergens, ha az floo x% integral konvergens. A bizonyitas

ad6dik a [7.75] Feladatbol.
O

Alkalmazas. ITmproprius integral alkalmazasaval igazolhaté (itt nem részletezziik) az
un. Stirling-formula:

-n

nl~n"-e 27n,

ahol ~ azt jelenti, hogy a két oldalan all6 kifejezést egy-egy sorozat n-edik tagjaként
definidlva, a két sorozat hanyadosa 1-hez tart, azaz aszimptotikusan eqyenlok.
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8. fejezet

Filiggvénysorozatok, fiiggvénysorok

8.1. Fiiggvénysorozatok
Legyen X C R, X # 0.

8.1. Definicié. Minden n € N természetes szdmhoz hozzarendeliink egy f, : X — R
fiiggvényt. Az n — f, leképezést fiigguénysorozatnak nevezzik. Jelolésben (f,)nen vagy

(fn)-

8.2. Definicié. Legyenek adva az f : X = R, f, : X — R (n € N) fiiggvények. Azt
mondjuk, hogy az (f,) fliggvénysorozat az X halmazon pontonként tart az f fiigguényhez,
ha minden z € X esetén

T (/u(2)) = (),

vagyis az (fn(7))nen szamsorozat konvergens, és a hatarértéke az f fiiggvény x helyen
felvett értéke. Ekkor az f : X — R fiiggvényt az (f,,) fliggvénysorozat limeszfigguényének
nevezziik, és a pontonkénti konvergenciat igy jeloljiik:

fo—= [

Ha létezik a fenti tulajdonsagu f, akkor azt mondjuk, hogy az (f,) fiiggvénysorozat
pontonként konvergens X-en.

8.3. Megjegyzés. A pontonkénti limeszfiiggvény egyértelmt, mivel a sorozathatérték is
az.

8.4. Példa. Legyen X :=[0,1], fu(z) := 2™, n € N. Ekkor f, — f, ahol

_Jo0, 2€[0,1),
f<x)_{1, z=1.
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8.1. dbra. f,(z) = 2" konvergencidja

8.5. Definicid. Legyen (f,,) tetszoleges fliiggvénysorozat, f, : X — R, n € N. E sorozat
konvergenciahalmaza a

KH(f,) = KH={z € X : (f.(%))nen konvergens} .

a KH # (), akkor beszélhetiink limeszfiiggvényrdl, melynek értelmezési tartomanya
) := KH, és
f(x):= lim (f,(z)), v € KH.

n—oo
8.6. Példa. Legyen X :=R.
1. fu(x) := 2™ Ekkor KH(f,) = (-1, 1];
2. fo(z) =212 Ekkor KH(f,) = R.

Gondoljuk meg, hogy mit jelent az, hogy (f,) az X halmazon pontonként tart az

f-hez?
‘ f
¢ :\/ le

€ >

|

|

| 1

| |

|

| |

| |

| |
i .
a Ty 1 p i
8.2. abra. Pontonkénti konvergencia

Vee X : lim (fu.(x)) = f(z)

n—oo
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0

Vo € X-re Ve > 0-hoz AN (e,2) = N : Vn > N esetén |f,(x) — f(z)| < e.

Eléfordulhat tehét, hogy kiilonb6z6 z-ek esetén més-més (egyre nagyobb) kiiszobindex
talalhaté.

A kovetkezokben bevezetiink egy olyan konvergenciafogalmat, ahol a fenti definicié-
ban 1étezé N kiiszobindex nem fiigg z-tél (csak e-tdl), vagyis ugyanaz az N j6 az egész
X halmazon.

Yy f—e<fa<f+e(n>N)

8.3. dbra. Egyenletes konvergencia

8.7. Definicié. Legyenek adva az f : X — R, f, : X — R (n € N) fiiggvények. Azt
mondjuk, hogy az (f,,) fiiggvénysorozat egyenletesen tart f-hez az X halmazon, ha

Ve > 0-hoz IN(e) = N : Vn > N esetén és Vo € X-re |f,(x) — f(x)| < e

Mivel Vo € X-re |f,(x)— f(x)| < e & sup,cx | fu(x)— f(z)] < e, ezért a fenti definicidval
ckvivalens

Ve > 0-hoz IN(e) = N : Vn > N esetén sup |f.(z) — f(z)] < ¢,

zeX
ami pedig kifejezhetd ugy is, mint
ay 1= sup| () = f(z)| = 0,n — co. ®.1)
zeX
Jelolésben:
fo— f X-en.

Ha létezik a fenti tulajdonsigu f fliggvény, akkor azt mondjuk, hogy az (f,) fiiggvény-
sorozat egyenletesen konvergens X-en.
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A definiciéban szereplé ekvivalens megfogalmazdsok koziil az utolsét, (8.1))-t hasznal-

juk a leggyakrabban konkrét fiiggvénysorozatok egyenletes konvergencidjanak eldontésé-
re.

8.8. Megjegyzés. Ha f, — f az X halmazon, akkor (f,,) pontonként is tart f-hez X-en.
8.9. Példa.

L fo(z) =21, X :=[0,1], f, = f =00, 1]-en;
2. fulz) = =, X :=[0,1], fo = f =010, 1]-en.

—_—
1z 1T

8.4. dbra. f,(z) = L konvergencidja  8.5. dbra. f,(z) = HLn konvergenciaja

T n

8.10. Példa.

1. Legyen X := [0, 1] és definidljuk a kévetkez6 fiiggvénysorozatot (,kalapfiiggvények”
vagy ,sdtortetdfiiggvények”), 1d. [8.6] dbra. Mivel minden x € [0, 1] esetén 1étezik
olyan N € N, hogy + < z, ezért f,(z) =0, ha n > N, tehdt f,(z) — 0,n — oo.
fgy fn — f =0 pontonként X-en. Masrészt vilagos, hogy

sup |fu(z) = f(z)] =10,

z€[0,1]
ezért (f,) nem egyenletesen konvergens X-en.

2. Legyen X := [0,1], fu(z) := 2", n € N. A Példa alapjén (f,) pontonként
konvergal X-en a

fiiggvényhez. Masrészt
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|
|
|
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2n

S|
—1
8

8.6. abra. Satorteto fiiggvények, f,, — 0 pontonként, de f,, nem egyenletesen konvergens

tehat
sup |fu(z) — f(z)| =1-»0.

z€[0,1]
fgy (fn) nem egyenletesen konvergens.

Most bizonyitas nélkiil jegyezziik meg, hogy a fliggvénysorozatok egyenletes konver-
gencigjanak létezik — a szamsorozatok konvergenciajahoz hasonlé — Cauchy-féle ekviva-
lens feltétele.

8.11. Allitas. Az (fn) figgvénysorozat pontosan akkor egyenletesen konvergens az X
halmazon, ha az (f,) figgvénysorozat egyenletesen Cauchy-tulajdonsagu X-en. Vagyis

af: fo— f X-en<= Ve > 03N = N(e) : Vn,m > N esetén sup |fn.(x) — f(z)| < €.
zeX

Probléma. Az ( f,) fliggvénysorozat milyen tulajdonsdgai 6roklédnek at az f limeszfiige-

vényre?

8.1.1. Folytonossag

Ellenpélda:
8.12. Példa. Tekintsiik a[8.7} dbrat. Konnyen lathatd, hogy f, — f, az f, fiiggvények

folytonosak minden n esetén, viszont f szakad 0-ban.

8.13. Tétel. Legyen (f,) olyan figgvénysorozat, melyre az f, : X — R (n € N) fiiggué-
nyek folytonosak valamely xo € X pontban, valamint f, — f X-en, vagyis (f.) egyenle-
tesen tart f-hez X-en. Ekkor f is folytonos xq-ban.
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[

S|

8.7. dbra. ,Félsatortetd” fiiggvények, f, (n € N) folytonos, de f nem folytonos

Bizonyitdas. Legyen € > 0 rogzitve. Megmutatjuk, hogy van olyan § > 0 szdm, melyre
ha |z — xg| < d, akkor |f(x) — f(z0)] < &. A[B.7 Definicié szerint £/3-hoz taldlunk olyan
N € N kiiszobindexet, hogy

|fu(z) — f(z)] < e/3 minden x € X esetén, han > N.

Specialisan,
|fn(x) — f(x)] < e/3 minden z € X-re.

Mivel fy folytonos zg-ban, azért €/3-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy
|fn(z) — fa(zo)] < e/3, ha |z —xo| < 0.

Megmutatjuk, hogy ez a § jé f-hez. Legyen x olyan, hogy |z—x¢| < ¢. Ekkor a hdromszog-
egyenlotlenség alapjan

f(x) = fzo)] < [f(x) = f
+o+

(@) + | fn(z) = fn(@o)| + | fn(m0) — f(20)]

= E.

2

IA
wl m
wl m

€
3
[l

8.14. Kovetkezmény. Legyen (f,) olyan fiigguénysorozat, melyre az f, : X — R (n €
N) figgvények folytonosak az egész X halmazon, valamint f, — f X-en. Ekkor f is
folytonos X -en.

8.1.2. Riemann-integralhatésag

Probléma. Ha I = |a, b] korldtos és zart intervallum, (f,,) tagjai Riemann-integralhatdok
I-n, f, — f. Igaz-e, hogy ekkor f is Riemann-integralhaté I-n, ill. hogy fab fn— fab f?
Ellenpéldak:
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1. Rendezziik sorba a [0, 1] intervallumba esé racionélis szdmokat:

@ﬂ [O, 1] = {7’1,7"2,7’3,...}.
Definialja
L, ze{r,ry...,rn},

falz) = {O, kiilonben,

vagyis az {ry, 79, ..., 7, } halmaz karakterisztikus fiiggvényét. Kénnyen lathaté (1d.
a Megjegyzést), hogy f, € R|0, 1]. Masrészt f,, — D, ahol

D) = {1, z€Qno,1]

0, kiilonben,

a Dirichlet-fiigguény, ami nem Riemann-integralhaté [0, 1]-en, 1d. a Feladatot.

2. Tekintsiik a [8.8 dbran ldthaté fiiggvénysorozatot. A [B.I0]l. Példaban meggondolt

Y
nAV

Ja

!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
|
1

2n

S|
—1
8

8.8. dbra. Nemkorlatos satorteto fiiggvény: ellenpélda Riemann-integralhatésagra

médon lathatd, hogy (f,) pontonként (de nem egyenletesen) tart az f = 0 fiigg-
vényhez [0, 1]-en. Mésrészt f és f, is Riemann-integralhaté [0, 1]-en minden n-re,

de ) )
1 1 1
/of n27 2 /of

8.15. Tétel. Legyen [a,b] korldtos és zdrt intervallum, és (f,) olyan figgvénysorozat,
melynek tagjai Riemann-integrdlhatck [a,b]-n, és f, — f az [a,b] intervallumon. Ekkor
[ is Riemann-integrdlhatd [a, b]-n, valamint

i ([ #) = [
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Bizonyitds. Konnyen lathaté, hogy a ( fab fn) szémsorozat Cauchy-sorozat. Ugyanis, le-
gyen £ > 0 tetszoleges. Ekkor az f,, < f miatt 1étezik olyan N, hogy minden n > N
esetén

sup |fu(z) = f(2)] <e.

z€a,b]

Ezért, ha n,m > N, akkor

/abfn—/abfm

a Kovetkezmény és a Allitds alapjan. A Tétel (sorozatok konvergencidjara
vonatkozé Cauchy-féle kritérium) szerint ekkor ([ f,) konvergens, tehat létezik

< [U=tals [l 114 [ 1= gl <2 0-0)

b
I := lim fn-

n—oo

Beldtjuk, hogy f Riemann-integralhaté [a,bl-n és [ f = 1.
Legyen ismét ¢ > 0 tetszOleges rogzitett szam. Az egyenletes konvergencia alapjan
létez6 N kiiszobindexre n > N esetén

fn—e<f< fute

(ahol az egyszeriiség kedvéért e-al jeloltiik az azonosan e konstans fiiggvényt is). Az alsé
és fels6 Riemann-integréal definicidja szerint

/abfn_g.a)—a):/ab<fn—s>=_/ab<fn—a>s_/abfs/;bf
g/;b(fnJra):/ab(fn+£)=/abfn+€'(b—a)a

ahol kihasznaltuk azt is, hogy az also- és fels6 integralok is tartjak a rendezést. Elvégezve
az n — oo hataratmenetet, az egyenloségsorozat két vége alapjan kapjuk, hogy

I—e-(b—a)< /bfﬁ/_bf§1+£-(b—a).

Is_/abfé/;bfﬁl,

amib6l kovetkezik, hogy f Riemann-integralhaté és I = f; f. O

Ha most € — 0, akkor
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8.16. Tétel. Legyen [a,b] korldtos és zdrt intervallum, és (f,) olyan figguénysorozat,
melynek tagjai folytonosak (igy Riemann-integralhatdk is) [a,b]-n, és f, — f az [a,b]
intervallumon. Ekkor f is folytonos (tehdt Riemann-integralhatd) [a,b]-n, valamint

i ([ 0) =[5

Bizonyitds. A tétel els6 része adddik a [8.14] Kovetkezménybdl. Az integrdlok hatdrérté-
kérol szélo allitas pedig a fenti blzonyltas végével azonos modon igazolhaté. O

8.17. Megjegyzés. A fentiekben a

i ([ #) = [
i ([ ) = [ s

vagyis egyenletes konvergencia esetén ,a limesz és az integralas sorrendje felcserélhetd”.

képlet ugy is irhatd, hogy

8.1.3. Differencialhatésag

Probléma. Milyen feltételek mellett 6roklédik a differencialhatosag a limeszfiiggvény-
re, feltéve, hogy az (f,) fiiggvénysorozat tagjai differencialhatok?

8.18. Példa. Tekintsiik a[8.9] abran lathaté

folz) = \/$2+%, (n € N)

fiiggvénysorozatot! Nyilvanvald, hogy az f,, fiiggvények differencialhaték. Tovabba, gyok-
telenitéssel szamolva

| ful@ !wl\—‘\/x“r——

Innen kovetkezik, hogy a fliggvénysorozat tagjai egyenletesen tartanak az f(z) = |z
fiiggvényhez — ami viszont 0-ban nem differencialhaté.

1

n

— — 0, n — o0.

x2+ Ly Va2 \/_

8.19. Megjegyzés. Belathato, hogy tetszéleges folytonos fliggvény még polinomfiiggvények
sorozatanak egyenletes limeszeként is eloall.
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~1
8.9. dbra. f,(z) = /2> + 1, n € N konvergencidja

Az el6bbi példa alapjan az egyenletes konvergenciatol eltéro feltételeket kell tenniink a
fiiggvénysorozatra, hogy a differencidlhatosidg megdérzodjon a limeszfiiggvényre. Az alabbi
tétel feltételei kozott szerepelni fog, hogy a fiiggvénysorozat tagjai legyenek az [a, b] zart
intervallumon folytonosan differencialhatéok. Ez alatt azt értjiik, hogy az f, fiiggvények
legyenek az (a,b) nyilt intervallumon a szokdsos értelemben differencidlhatok, és az f)
derivaltfiiggvények folytonosan kiterjedjenek az [a, b] zart intervallumra (tehét létezzenek
olyan, az [a, b]-n értelmezett folytonos fiiggvények, melyek (a, b)-re valé megszoritasa f)).
A tétel bizonyitasa sordan — a Newton-Leibniz-tétel alkalmazasakor — valdjdban csak
ennyit hasznalunk ki, de az egyszertiség kedvéért azt irjuk, hogy f/ létezik és folytonos
[a, b]-n.

8.20. Tétel. Legyenek az (f,) figgvénysorozat tagjai az I = [a,b] intervallumon folyto-
nosan differencidlhato figgvények (vagyis minden f, differencidlhato és az f! folytonos
I-ben), tovdbbd tegyiik fel, hogy

1. Azxg € 1, hogy az (fu(x0))nen Szdmsorozat konvergens;
2. Jg : I — R fiigguény, hogy f, — g az I-n.
Ekkor létezik f - I — R differencidlhato figguény, hogy f, — f, emellett f' = g.

Bizonyitds. Jelolje ¢ := lim, o0 fn(zo) € R. Mivel f/ folytonos Vn és f, < g I-ben,
ezért a Kovetkezmény szerint g is folytonos I-n. Jelolje

f(x)::c+/xg,xel. (8.2)

zo

Mivel g folytonos I-ben, ezért a Tétel szerint integralfiiggvénye differencialhato, igy
a fenti f : [ — R is differencidlhaté, és

f'(z) = g(x) minden x € I-re. (8.3)
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Alkalmazzuk most a Newton—Leibniz-tételt az f/ fiiggvényre (ez megtehets, mivel
folytonos, tehat Riemann-integralhatd, és van primitiv fuggvénye: f,). Ekkor

| = 1802, = hule) = o)
Az egyenl6ség atrendezésébél kapjuk:
fulw) = ) + [ £ Voel (8.4)

Ha a (8.4]) egyenloséghol kivonjuk a (8.2)-t, ennek abszolit értékére kapjuk a kovetkezd
becslést:

() = f(@)] < [fnlwo) — ¢ +

[ —g>\ <Vl =l + [ 17—l

b
< 1futeo) =l [ 1ol < Ufulan) =l + (sl —al) -0~ )

Az igy kapott becslés mar z-tdl fiiggetlen, tehat

sup £,(0) = £(2)| < folew) ~ el + (suplf, —ol) - 0 — )

zel

is teljesiil. Mivel ¢ = lim,,_,o fn(%0), azért a jobb oldal els6 tagja 0-hoz tart, tovabba
mivel f! < g, a méasodik tag is 0-hoz tart, ha n — oco. Ezzel a alapjan igazoltuk,
hogy f, — f az I-n. Masrészt alapjan f’ = ¢ is teljesiil I-ben, amivel a tételt
belattuk. ]

8.21. Kovetkezmény. Legyenek az (f,) figgvénysorozat tagjai az I = |a,b] interval-
lumban folytonosan differencidlhato fiigguények, tovdbba tegyiik fel, hogy

1. df : I — R fiigguény, hogy f, — [ pontonként I-ben;
2. Jg : I — R figguény, hogy f, — g I-n.
Ekkor f, — f is teljesiil, emellett f' = g.
8.22. Megjegyzés. Az elozo tétel, ill. kdvetkezmény feltételei mellett
<lim fn), = lim f/,
n—o0 n—o0

vagyis ,,a limesz és a derivalas sorrendje felcserélhetd”.

199



8.2. Fiiggvénysorok

Legyen X C R, X # () halmaz.

8.23. Definicid. Legyenek az (f,) fiiggvénysorozat tagjai az X-en értelmezett fiiggvé-
nyek. Képezziik ebbol a kovekezd 1j fiiggvénysorozatot:

Sn::Zfi,nzl,Q,..., (8.5)
i=1

azaz minden = € X esetén s,(x) =Y 1, fi(z). Ezt az (s,) fiiggvénysorozatot az eredeti
(fn) fiiggénysorozathoz tartozo figguvénysornak nevezziik, és jeloljiik:

an = (571)

A (8.5)-ben definidlt s, fiiggvényt a fliggvénysor n-edik szeletének vagy részletisszegének
nevezziik.

8.24. Definicié. Azt mondjuk, hogy > f, fliggvénysor az X halmazon pontonként kon-
vergens, ha a sor szeleteibél 4ll6 (s,,) fliggvénysorozat pontonként konvergens X-en, vagy-
is létezik f : X — R fiiggvény, hogy minden x € X esetén s,(z) — f(z). Azt mondjuk,
hogy a Y f, fiiggvénysor az X halmazon egyenletesen konvergens, ha létezik f: X — R
fiiggvény, melyre s, — f az X-n. Mindkét esetben f-et a fiiggvénysor dsszegfiigguényének

nevezziik, és igy jeloljiik:
n=1

8.25. Definicié. Legyen ) f, tetszleges fiiggvénysor. Jelolje
KH :={z € X : (sp(x)) konvergens}

a Y. fn fliggvénysor konvergenciahalmazdt. Ha KH # (), akkor beszélhetiink 6sszegfiigg-
vényrol, melynek értelmezési tartomanya D(f) := KH, és

f(z) := lim (s,(x)), x € KH

n—oo
az 0sszeqfligguény.

8.26. Példa. Legyen f,(x) := 2™ (n € N). A j6l ismert geometriai sor konvergenciatu-
lajdonsagaibdl adodik, hogy

> 1

g "t =—— |z| <1,
1—=x

n=0
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és a sor konvergenciahalmaza KH = (—1,1). A konvergencia azonban a KH halmazon
nem egyenletes, ugyanis minden egyes n mellett

sup |sp(z) — f(z)] = sup Zw = sup 1 —am 1
z€(-1,1) ! ze(—1,1) ze(—1,1) 1—=x 1—=z
:L.nJrl
= sup = 0.
(—1,1) r—1

Ha azonban egy sziikebb halmazon, pl. a (—%, %) intervallumon tekintjiik a fiiggvénysort,
ott a konvergencia egyenletes lesz, ugyanis

n
.Z‘n+1

1
=— —0, n— o0.

sup o

xe(féa%)

= sup

ee(-3,H 1T~ 1

i=1

8.27. Megjegyzés. Kérdés, hogy adott > f,, (pontonként) konvergens fiiggvénysor ese-
tén hogyan szamolhatjuk ki az Osszegfiiggvény egy adott x € X pontbeli helyettesitési
értékét, f(z)-et? Definicid szerint

f(z) = lim s,(x) = T}l_)IIOltoz an

egy végtelen numerikus sor 6sszege, mely a fiiggvénysor tagjainak x-beli helyettesitési
értékeibol kiszdmolhaté (ha szerencsénk van...) — tehat nem sziikséges az (s,,) fiiggvény-
sorozatot meghatarozni! Ez alapjan az is vilagos, hogy

KH = {x € X: Z fn(z) numerikus sor konvergens} :

A kovetkezokben a fliggvénysorozatoknal megismertekhez hasonlé allitasokat mon-
dunk ki arra vonatkozoélag, hogy a fiiggvénysor tagjainak milyen tulajdonsagai és milyen
feltételek mellett 6roklédnek az Osszegfiiggvényre.

8.28. Tétel. Legyenek a ) f, figgvénysor tagjai az X halmazon értelmezett valds ér-
téki fiigguények, és tegyiik fel, hogy a sor egyenletesen konvergens X-en. Ha emellett
valamely xo € X pontban a figguénysor minden tagja folytonos, akkor az f =3 f»
osszegfiigguény is folytonos xq-ban.

Bizonyitds. A feltételbdl kovetkezik, hogy az s, := > | fi részletosszegek mindegyike
folytonos zp-ban. Igy a M Definici6 és a m Tétel alapjan a bizonyitas kész. O

8.29. Kovetkezmény. Legyenek a Y f, figguénysor tagjai az X halmazon értelmezett
valos értéki figguények, és tegyiik fel, hogy a sor egyenletesen konvergens X-en. Ha
emellett a figgvénysor minden tagja folytonos az X halmazon, akkor az f =Y " fn
osszegfiigguény is folytonos X -en.
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8.30. Tétel. Legyen I := [a,b] korldtos és zart intervallum, legyenek a >, f,, fligguénysor
tagjai az I intervallumon Riemann-integralhato figguények. Ha emellett a . f, figg-
vénysor egyenletesen konvergens I-n, akkor az f :=> """ | f, dsszegfiiggvény is Riemann-

integrdlhato I-n, valamint
b o0 b
[r=2([)
a n=1 a

A képlet a kéovetkezdképpen is irhato:

[(5r) -2 (/)

n=1
vagyis ,a szumma €s az integrdlas sorrendje felcserélhetd”.

Bizonyitds. Jelolje s, := > " | f; afiiggvénysor n-edik szeletét! Mivel minden f; Riemann-
integralhaté [a,b]-n, azért s, € R[a,b]. Tovabbd s, — f I-n, ezért a Tételbol
kovetkezik, hogy f € Rla,b], valamint

i [t [ (325) < w3 ([5) -2 ([ 0) - [

n=1
]

8.31. Tétel. Legyen I = [a,b], legyenek a >  f, figgvénysor tagjai folytonosan differen-
cialhatok I-ben. Tegyiik fel tovabbd, hogy

1. Jxy € I pont, melyben a > fn(xo) numerikus sor konvergens;
2. a Y. fr figguénysor egyenletesen konvergens I-n, Y>>, f1 =g.

Ekkor az eredeti’y”, f, fliggvénysor is egyenletesen konvergens I-n, emellett f:=> """ f,
geloléssel f is folytonosan differencialhato I-n és

fl=9=>Y 1
n=1

Bizonyitds. A feltételekbdl kovetkezik, hogy a Tétel feltételei teljesiilnek a > f,
fiiggvénysor részletosszegeibdl képezett (s,) fiiggvénysorozatra. Ez alapjén az allités
konnyen belathaté. [

8.32. Kovetkezmény. Legyen I = [a,b], legyenek a >, f,, fiigguénysor tagjai folytonosan
differencidlhatok I-ben. Tegyiik fel tovabbd, hogy

1. a Y fn figguénysor pontonként konvergens I-ben;
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2. a Y, fl figguénysor egyenletesen konvergens I-n, > >~ | f1 = g.

Ekkor az eredeti )y, f,, figgvénysor is egyenletesen konvergens I-n, emellett f =" f,
jeloléssel f is folytonosan differencialhato I-n és

fl=g9=> I
n=1

8.33. Megjegyzés. A fenti tétel, ill. kovetkezmény feltételei mellett

o, ¢] ! oo
E E !
fn - fn?
n=1 n=1
vagyis ,,a szumma és a derivalas sorrendje felcserélheto”.

Probléma. Megadhaté-e jol haszndlhaté feltétel arra nézve, hogy a > f,, fliggvénysor
egyenletesen konvergens legyen? (Fiiggvénysorozatok esetén a (8.1]) egy jol hasznalhaté
sziikséges és elégséges feltétel.)

8.34. Allitas (Fiiggvénysorok egyenletes konvergencidjanak Cauchy-féle kritériuma).
A > fn fiigguénysor pontosan akkor egyenletesen konvergens X-en, ha minden ¢ > 0
szamhoz taldlhatd olyan N = N(e) € N kiiszobindex, hogy minden n > m > N esetén

SUD [50(2) — 5 (@)] = $UP | frusa (1) + -+ + fulw)] < e,

zeX zeX
vagyis az (s,) figguénysorozat ,egqyenletesen Cauchy”.
Bizonyitds. Adédik a Allitasbol. O

8.35. Példa. A Példaban szerepld > 2" fiiggvénysorrdl a Cauchy-kritérium alapjan
is belathato, hogy a konvergenciahalmazan nem egyenletesen konvergens. Ugyanis,

n+1 n
sup |8n+1<x> - Sn<x>| = sup sz - sz = Ssup |xn+1’ =1.
ze(—1,1) =11 %= i—1 ze(—1,1)

Az aldbbi tétel a gyakorlatban a Cauchy-kritériumnal jobban hasznalhatd, bar csak
elegend¢ feltételt ad az egyenletes konvergenciara.

8.36. Tétel (Weierstrass-féle kritérium fiiggvénysorok egyenletes konvergencidjara). Te-
qyiik fel, hogy létezik eqy > a, pozitiv tagi, konvergens numerikus sor, melyre minden
n € N esetén

[fu(@)] < an Vo € X, vagyis sup |fu(z)] < ap.
zeX

Ekkor >_ f,. egyenletesen konvergens X -en.
Azaz, ha a ) f,, figgvénysor tagjai magjordlhatdk X -en egy pozitiv tagi konvergens nu-
merikus sor megfeleld tagjaival, akkor a fiigguénysor eqyenletesen konvergens X -en.
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Bizonyitds. Az Tétel (végtelen numerikus sorokra vonatkozé Cauchy-kritérium) sze-
rint tetszéleges € > 0-hoz létezik N = N(e) € N kiiszobindex, hogy minden n > m > N
esetén

Qg1+ F | = g+ a, <,

mivel a; > 0, k € N. fgy barmely n > m > N indexekre

sup |fm+1(x) +eeet fn(x>| < SU)}? |fm+1(x)| +ot SU}I? ‘fn(x)‘ Sapyr+--ta, <e
Te e

zeX

is teljesiil, amivel a [8.34] Cauchy-kritérium alapjan a tételt beldttuk. O

8.37. Megjegyzés. A [8.36] fiiggvénysorokra vonatkozé Weierstrass-kritérium annak az
analégja, hogy numerikus sorok esetén az abszolut konvergencia implikalja a konvergen-
ciat, 1d. az Allitést.

8.38. Példa. Tekintsiik a )
Z SIN Nx
n3/2
fiiggvénysort. Mivel minden n-re és minden val6s a-re |35 | < —- és ) — konvergens,
azért a fiiggvénysor egyenletesen konvergens R-en.

8.2.1. Hatvanysorok

A tovabbiakban az ugynevezett hatvdnysorok, azaz a

Z an(x — )"

alaku fiiggvénysorok tulajdonsagaival szeretnénk foglalkozni, ahol (a,) C R tetsz6leges
sorozat és xg € R a hatvanysor un. kozepe. A hatvanysor tehat egy specidlis fiiggvénysor,
ahol az Osszegzendé fiiggvények f,(x) := a,(x — xo)"™ alakiak. Az

fl@) =) anle —zo)"

Osszegfiiggvény vizsgalatanal két fontos kérdést vizsgalunk.
e D(f) =7, azaz mely = € R esetén lesz > (a,(x — x¢)") konvergens?
e Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az f fiiggvény?

Az els6 kérdésre viszonylag gyorsan egy majdnem teljes valaszt tudunk adni. Ehhez
eldszor terjessziik ki a korldtos sorozatokra vonatkozé limsup fogalmat (Id. a . sza-
kaszt) feliilrél nem korldtos sorozatokra!l Vilagos, hogy ez konnyen megteheté — csak ez
esetben a limsupa, = +oo is eléfordulhat. Tovabbd, az is egyszertien meggondolhato,
hogy a korlatos sorozatokra kimondott allitasok aldbbi megfelel6i érvényesek lesznek:
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1. A limsupa, az (a,) sorozat hatarértékkel rendelkezd részsorozatainak a hatér-
értékei koziil a legnagyobb (tehat van is olyan (ay,) részsorozat, amelyre a,, —
lim sup a,,.)

2. Minden lim sup a,,-nél kisebb szamnal nagyobb tag végtelen sok van az (a,) soro-
zatban, a lim sup a,-nél nagyobb szamnal nagyobb tag pedig csak véges sok van az
(a,) sorozatban.

Ezekbol konnyen meggondolhaté a végtelen sorok konvergencidjara vonatkozéd gyok-
kritérium egy médositott valtozata (1d. az Tételt).

8.39. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium — médositott verzid). Legyen (¢,) adott sorozat.

1. Ha

limsup {/|c,| < 1,

akkor > ¢, (abszolit) konvergens.

2. Ha

limsup {/|c,| > 1,

akkor > ¢, divergens.
Ebbdl mér igazolhatjuk a fenti elsé kérdésre a (majdnem teljes) valaszt.

8.40. Tétel (Cauchy—Hadamard-tétel). Legyen
1 < 1 1 >
r=—— = .
lim sup {/|a,| 0+ +o00

Ha |x — xo| <, akkor a Z an(z —x0)"  (numerikus sor) abszolit konvergens,

ha |x — x| > T, akkor a Z an(x — x0)" (numerikus sor) divergens.

Bizonyitds. Legyen x € R és alkalmazzuk a > a,(z — xo)" sorra a fenti gyokkritériumot.
Ezek szerint a sor abszolut konvergens, ha

limsup {/|a,(z — x)?| = |x — xo| - limsup {/|a,| < 1.

Atrendezéssel kapjuk az elso allitéast.
Hasonléan, a gyokkritérium divergenciafeltételét alkalmazva kapjuk, hogy a sor di-

vergens, ha
lim sup v/|a,(x — z9)"| = |x — x¢| - lim sup /|a,| > 1.
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8.41. Definicié. Az el6z6 tételben szerepld

1
ri=—
lim sup {/|a,|

szamot a hatvanysor konvergenciasugaranak nevezziik. A [8.40] Cauchy—Hadamard-tétel
alapjan tehét a hatvanysor osszegfiiggvénye minden esetben 1étezik a (zq—r, xo+1) nyilt
intervallumon.

8.42. Megjegyzés. A Cauchy—Hadamard-tétel semmit nem mond az © = xog — 7 és x =
xo + r pontokban valé konvergenciarél, az mindig tovabbi vizsgalatot igényel.

A végtelen sorokkal végezheté miiveletek (1d. az és az (Mertens) Tételét)
alapjan azonnal adddik a kovetkezo allitas.

8.43. Allitas. Legyenck Y. an(x—u0)" és 3. by(x—x0)"™ hatvdnysorok, melyek konvergencia-
sugara rendre ry > 0 és ro > 0. Ekkor

Z an(x —x0)" £ Z by(x — x0)" = Z(an +b,)(x — x0)",
(Z an(z — xo)"> : (Z by (2 — xo)”> = (anbo+an_1bi+...+agh,)(x—2)" (8.6)

minden olyan x szdmra, melyre |x — x| < min{ry,ro}.

Tehat az adott intervallumon hatvanysorként felirhato fiiggvények gytriit alkotnak.
8.44. Tétel. A > a,(x—xo)" fiiggvénysor (hatvdnysor) egyenletesen konvergens barmely
[g — 0,20+ 0] C (xg —1ry,xo+7) (0<I<7)

korlatos és zart intervallumon.
Bizonyitds. Tetsz6leges x € [xg — d,x0 + 0] esetén |z — zo| < 6, igy
|an(z — 20)"| < [an|6".

Mivel a Cauchy-Hadamard-tétel alapjan a hatvanysor abszolut konvergens x =
xo + d-ban, ezért a > |a,|0™ numerikus sor konvergens. Igy a Weierstrass-kritérium
szerint Y a,(z — x¢)" egyenletesen konvergens [xg — ¢, xg + d]-n. O

Az el6z6 tétel alapjdn, figyelembe véve hogy az f,(z) = a,(x — xo)" fiiggvények foly-
tonosak (s6t, akdrhanyszor differencidlhatdk), a fiiggvénysorok elméletébdl kovetkezik,
hogy a hatvanysor ¢sszegfiiggvénye folytonos.
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8.45. Tétel. Hatvdnysor dsszegfiggvénye folytonos az (xo—r, xo+r) nyilt intervallumon.
Bizonyitds. Kovetkezik a[8.28|és a Tételekbél. O

Koénnyen lathato, hogy a

Y @) =) ann(e —zo)"!

derivalt hatvanysor konvergenciasugara megegyezik az eredetiével, hiszen

limsup {/|a,| = limsup {/|a,|n = (limsup {/|a,|) - 1.

fgy kapjuk, hogy a hatvénysor Osszegfiiggvénye (akarhanyszor) differencidlhaté, és a
derivalas tagonként végezheto.

8.46. Tétel. A pozitiv konvergenciasugari ) an(x — xo)" hatvdnysor f dsszegfiigguénye
végtelen sokszor differencidlhaté az (xg — r, o + ) nydt intervallumon, és a derivdlds
tagonként végezheto, vagyis

o0

f'(z) = a1 + 2ay(x — 20) + 3az(x — 20)* + ... = Z(n + Dap1(z — z0)",
n=0
f"(x) = 2a9 + 2 - 3as(x — x0) +3-4(x —20)* +... = Z(n +2)(n+ 1)apsa(x — x0)",
n=0
)= (n+k)n+k—1)... (n+Dapu(e —20)", keN
n=0
Bizonyitas. A [8.44] Tétel és a [8.31] Tétel felhasznélasaval adédik. O

Az €l6z6 tételbdl vildgos a hatvanysorok és Taylor-sorok (1d. a [6.70] Definiciét) kap-
csolata.

8.47. Kovetkezmény. Minden pozitiv konvergenciasugari hatvdinysor az dsszegfiiggué-
nyének Taylor-sora.

Bizonyitds. A Tétel szerint az f Osszegfiiggvény k-adik derivaltjara
f(k)(a:o) =k-(k—=1)---1-ay,

azaz

valamint f(zg) = ao. O
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Mivel minden Taylor-sor nyilvanvaléan egy hatvanysor, ezért az elobbiek szerint a
(pozitiv konvergenciasugarii) hatvéanysorok halmaza megegyezik a (pozitiv konvergen-
ciasugari) Taylor-sorok halmazaval.

8.48. Tétel. Legyen > a,(x — o)™ pozitiv konvergenciasugari hatvanysor. Ekkor a hat-
vdnysor dsszegfiigguényének van primitiv figgvénye az (xo—r, xo+7r) nyilt intervallumon,
mégpediqg eqy tetszoleges primitiv fiigguénye elodll mint

Flz)=Y" ncf: Sz —z)™ e, ceR

n=0

Bizonyitds. Az allitas a Tételbdl azonnal kovetkezik. A F-et eldallité hatvanysor
konvergenciasugara megegyezik az eredeti hatvanysoréval. O

A (6.17) egyenl6ségben definidlt

™) (g

n

Taylor-sorok z-beli konvergencidjara annak idején csak a Kovetkezményben adtunk
egy igen erOs elégséges feltételt. A hatvanysorok elmélete — a konvergenciaintervallum
végpontjaitdl eltekintve, ahol minden esetben kiilon kell megvizsgalni a konvergenciat,
Id. késébb a Abel-tételt — sziikséges és elégséges feltételt ad arra, hogy egy adott
Taylor-sor hol konvergens, azaz hol allitja el6 az Osszegfiiggvényét.

8.49. Példa. Az exp, sin, cos, sh, és ch fiiggvényeknek a [6.71] Tételben igazolt

T = z"
=D
n=0
0o x2n+1
SIN T = Z(—l) m,
n=0
& 2n
n xr
COST = Z(—l) m,
n=0
oo x2n+1
dr=y
"
— (2n+1)!
e an
ch z = Z )
n=0

(0 koriili) Taylor-sor-eldéllitasaiban a konvergenciasugér +oo.
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Az f(z) = £ fliggvény

1 o
—_= l‘n

11—z Z

n=0

Taylor-sor-eloallitasaban a konvergenciasugar 1.

Bizonyitds. Kovetkezik abbdl, hogy a konvergenciasugar [8.41| Definiciéja alapjan

1 1

tovabba

—

N == — =
limsup ¥/1 1

]

Az el6z6 tételekbol eloallithatdk olyan fiiggvények Taylor-sorai is, amelyeket a[6.71| Té-
telben hasznalt elv alapjan nem tudtunk kiszamolni.

8.50. Allitas. Az f(x) = In(1 + z) figgvény Taylor-sora a (—1,1) intervallumon

In(1+ ) = Z(—l)”“%
n=1

Az f(x) = arctgx figgvény Taylor-sora a (—1,1) intervallumon

e l.2n+1
tgr =) (—1)" :
arctg x nzzo( ) 1
Bizonyitds. Mivel (In(1+z)) = 1, a[6.71] Tétel els§ dllitasabl
1 1 =
= = -D"" (-1<x<1),

a[8.48] primitiv fiiggvényre vonatkozé tételt és f(0) = 0-t felhasznalva pedig

[e.9]

In(1+ ) = Z(-DHH‘%".

Hasonléan, mivel (arctgz) = ﬁ, a m Tétel elsé allitasabol

L 1 n,.2n
1+x2:1_(_x2>zz<_1) z (—l<z<l),



a[8.48 Tételt és f(0) = 0-t felhaszndlva pedig

o 2+l
tgr = -1)" .
arctg x HZ:O( ) 1

]

Fontos, hogy hatvanysor Osszegfiiggvénye az egyiitthatokat egyértelmiien meghata-
rozza.

8.51. Tétel (Hatvdnysorok egyértelmiiségi tétele). Legyenek

F@) =Y an@—10)",  glz) = bulx— o)

olyan fiigguények, melyeket elédllite hatvdinysoroknak kézis (xo —r, xo+1) konvergencia-
intervalluma van (r > 0). Legyen tovdbbd (z;) C (xo — r,xo + 1) olyan sorozat, melyre

T =Y € (‘CEO — T, %o+ T); Ty 7& Y €s f(xz) = g(mz)
Ekkor a,, = b,, minden n € N indezxre.

Bizonyitas. Konnyen meggondolhatd, hogy elegendé azt az esetet vizsgalni, amikor y =
xg. Teljes indukcidval végezziik a bizonyitast. Mivel a hatvanysor sszegfiiggvénye foly-
tonos, ezért

ag = [(wo) = lim f(z;) = lim g(z;) = g(zo) = bo.
Tegyiik fel, hogy egy n € N szamra teljesiil, hogy ag = by, a1 = by, as =bs, ..., a, =
b,,. Ekkor az

Ung1 + Qnyo (T — 20) + Apys(x — 2)* 4+ ... és
b1 + bnt2(x — 20) + bpga(x — 20)* + . ..

hatvanysorok konvergenciahalmaza ugyanaz a K intervallum, és minden = # xy esetén

f@) = > o a(r — o) g(x) =D 4o bl — )"

(x — 2o)" (z — o)
az Osszegfiiggvényiik. A feltételek szerint fi(z;) = ¢1(x;) minden ¢ € N esetén. Mivel f;
és ¢y is hatvanysor Osszegfiiggvénye, ezért folytonosak. Ebbol viszont az n = 0 esetre
vonatkoz6 gondolatmenettel kapjuk, hogy

filz) = és gi(r) =

Ap+1 = fl(xO) = }gglo fl(ﬂfi) = }gglogl(l'z) = 91(3?0) = bpt1.
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8.52. Definicid. Legyen f: R — R és D(f) = I nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy
az f fuggvény analitikus, ha taldlhaté = € I, (a,) C R, hogy
flx) =) an(z—x0)"
n=0
minden z € I esetén. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény lokdlisan analitikus, ha minden
x € I ponthoz taldlhaté annak olyan kdérnyezete, melyre megszoritva f analitikus.

8.53. Megjegyzés. A fentiek alapjan egy fiiggvény pontosan akkor analitikus, ha el6all a
Taylor-soranak 6sszegeként.

8.54. Példa. Az exponencidlis-, a szinusz- és a koszinuszfiiggvény analitikus fiiggvény,
a logaritmusfiiggvény pedig lokalisan analitikus, de nem analitikus.

Ezzel széhasznélattal tehét a[8.51] Tétel azt mondja ki, hogy két kiilonbozs, ugyanazon
az intervallumon értelmezett lokalisan analitikus fliggvény legfeljebb megszamlélhatoan
sok helyen veheti fel ugyanazt a fliiggvényértéket, és ezek a pontok nem torlédhatnak az
intervallum belsejében.

8.55. Példa. A szinusz- és a koszinuszfiiggvény olyan analitikus fiiggvények, melyek
végtelen sokszor veszik fel ugyanazt a fiiggvényértéket. Azonban a kozos fiiggvényérték-
helyek nem torlédnak semmilyen y € (—o0, +00) valds helyen, csak a végtelenekben.

Végiil vizsgdljuk meg azt az esetet, mikor a konvergenciaintervallum valamely vég-
pontjaban is konvergens egy hatvanysor. A kovetkezd tétel mutatja, hogy ilyenkor az
Osszegfiigvény — mely ebben az esetben a végpontban is értelmezve van — az egész inter-
vallumon folytonos.

Egyszertiség kedvéért a tételt 0 kozéppontu hatvanysor konvergenciaintervallumanak
jobb végpontjara fogalmazzuk meg, de ennek nincs jelentésége a bizonyitas szempontja-
bol, a bal végpont vagy a nem zérus kozéppont esete hasonléan targyalhato.

8.56. Tétel (Abel folytonossagi tétele). Legyen > (a,z™) egy pozitiv, véges konvergen-
ciasugarid hatvdnysor (0 < r < oo), valamint tegyiik fel, hogy

o0

Z a,r’" < 00,
n=0
azaz konvergens. Ekkor az
o0
flx) = Z apx"
n=0

osszegfiigguény az r pontban is folytonos, azaz

zlgyr}if(m) = Z% a,r".
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Bizonyitds. Tovabbi egyszertsitések kedvéért feltessziik, hogy r = 1. Ez a bizonyitas
menetén nem valtoztat, csak jeloléseinket egyszertisiti és teszi attekinthetové.

Legyen
oo n
5= E s Sp 1= E Q-
n=0 k=0

Itt s < oo a feltétel szerint, és lim,,_, s, = s. A hatvanysorok szorzatara felirt
osszefligggés szerint, mivel Y s,2" konvergenciasugara 1, ezért ha |z| < 1, akkor

Zanx" = (Z anx”> : (Z 1x”> (1—2) = (1—2) Z (Z a; - 1) " = (1—x) anx",

fgy
s—f(z) = s—(1—x) anx” = ((1 — ) Zx”) s—(1—x) anx" = (1—-x) Z(s—sn)x”.

Tehat 0 < z < 1 esetén
s = f@) < (1= 2) 3 [s = sala”
n=0

Mivel s, — s, ezért minden € > 0 szamhoz talalhaté N € N kiiszobindex, hogy minden
n > N természetes szamra |s — s,,| < 5. Igy 0 < 2 < 1 esetén

N [e’s) N
g g
|s—f(x)|g(l—x)Zys—sn|x”+§(1_x). > xng(l—x)2|5—sn|+§.
n=0 n=N+1 n=0

Mivel a linedris fliggvény folytonos, igy € > 0 szamhoz talalhaté 6 > 0, hogy ha = €
(1 —4,1), akkor

N
€
1— — s, < =,
(=0) X s =l < 3
azaz ha x € (1 — 0, 1), akkor
e €
— < —_ —_ =
ami viszont éppen a bizonyitandé allitas. O
8.57. Példa. Tekintsiik a .
Z(_1>n+1x_n
n=1 n
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hatvénysort! Lattuk a Allitésban, hogy ez a hatvanysor a (—1, 1) nyilt intervallumon
az f(z) = In(1 4+ z) fiiggvényt allitja el6. Ez a fliggvény értelmezési tartomanyanak
minden pontjaban folytonos, amint azt kordbban mar lattuk. A fenti hatvanysor az

x = 1 helyen konvergens, hiszen
o

1

—1)ntiz

;( i
Leibniz tipusi sor. Abel tétele szerint tehat a hatvanysor osszegfiiggvénye a (—1,1] in-
tervallumon is folytonos és 1-ben a fiiggvényérték f(1) = lim, ,;_ f(x) = In 2 a megfelels

sorosszeg, azaz
o0

1 11
1n2:Z(_1)n+1_:1_§+§_...

n=1

Ez egyébként elemi mddszerekkel is belathato.

8.58. Példa. Az el6z6 gondolatmenethez hasonléan kapjuk az

o0 x2n+1
arctgr = %(—1) T 1
eloallitasbol, hogy
T > 1
— = tgl = )
T = el =21
azaz
T ] 1 . 1 1 1
4 3 5 79

8.59. Példa. A hatvanysorok alkalmazasanak egy szép példaja a nevezetes Fibonacci-
szamok explicit eléallitasa. Ezeket a szamokat rekurziv médon szokas definialni, mégpe-
dig, u,-nel jelélve az n-edik Fibonacci-szamot, legyen

ug =0, up :=1, up 1= Up_1 + Up_ (n > 2)~
Tekintsiik az

flx) = Zun:v"
n=0

un. generdtorfiigguényt, ami tehat a Fibonacci-szamokbdl mint egyiitthatokbol képezett,
0 koriili hatvanysor. Beldthatd, hogy konvergenciasugara r > 0. Az u,-ekre vonatkozd
rekurzié felhasznalasaval kapjuk, hogy

oo o0 oo
flz)=x+ E Upx" =+ E Uy 12" + 22 E Uy o2
n=1 n=1 n=2

=x+ x}(x) + 22 f(z).
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Ebbdl
x

fx) =

Most mar csak az a feladatunk, hogy f igy kapott alakjanak kiszamoljuk a hatvanysor-
eloallitasat, és ebbdl nyerjiik az wu,, egyiitthatokat.
Jelolje a 22 + z — 1 polinom gydkeit q; és ¢y, vagyis

—1+5 -1-+5

2 0=

1—ax—a2

q1 =

T —x B 1 1 i 1 1
1—2— a2 (T—q)r—q) a-q¢ 1-2 @-q 1—3

q1
]' n
Q1—Q2§a 2—6112 Z( + 5 )>$

G —q) ¢le—a

Innen az 2" egyiitthatéjara, a hatvanysorok egyértelmiisége alapjan (I1d. a Tételt)

kapjuk, hogy
1 (145 1 (1-+5
Uy = —= - — , n> 2.
Vi 2 Vi 2

8.2.2. Trigonometrikus fliggvények

Korabbi tanulmanyaink sordan hosszabban targyaltuk a trigonometrikus fiiggvények
alaptulajdonsagait, melyeket a kdvetkezdkben foglalhatunk Gssze.

Geometriai megfogalmazas alapjan, intuitiv médon definidltuk a szinusz- és a koszi-
nuszfiiggvényt és lényegében a kiévetkezo tulajdonsagokban allapodtunk meg.

e D(sin) = D(cos) = R,

e sin paratlan, cos paros fiiggvény,

e sin(x +y) = sinz cosy + cos x siny,
e cos(x + y) = cosxcosy — sinzsiny,

e cos0=1,

sinz _ 1

d limx%0+
Megemlitiink a tanult legfontosabb kévetkezményekbol néhanyat.

e sin és cos végtelen sokszor differencidlhaté fiiggvények, sin’ = cos, cos’ = — sin,
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e legfeljebb egy, a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezo fliggvénypar 1étezhet,

¢ 0 x2n+1
sinx = g (—1)"—,
|
— (2n + 1)!
([ ]
0 2n
x
cosT = E (—=1)" :
|
— (2n)!

Ezzel a targyalasméddal kapcesolatban felmeriil néhany kérdés. Bar a trigonometrikus
fiiggvények intuitiv geometriai bevezetése rendkiviil szemléletes, ez a felépités hagy maga
utan némi logikai kivannivalét. Gondoljunk csak arra, hogy a definicibhoz sziikségiink
van olyan fogalmakra, mint az {vhossz vagy a szdg nagységa.

Tehat a trigonometrikus fiiggvények tulajdonsagaival nincs igazan probléma, a gond
a definiciojuk, a 1étezés. Most szeretnénk bemutatni egy lehetdséget arra, hogyan lehet
ezt a logikai problémat és a bonyolult geometriai fogalmakat kikiiszébolni.

Megismertiik intuitiv médon a trigonometrikus fiiggvényeket, azok alaptulajdonsa-
gait és az alaptulajdonsagok fontosabb kovetkezményeit, igy a hatvanysor-el6allitasukat.
Ezeket a hatvanysorokat viszont bonyolult geometriai fogalmak bevezetése nélkiil is fel
lehet irni, tulajdonsagaikat lehet vizsgalni. Tehat forditsuk meg a gondolatmenetet, és
hasznaljuk a hatvanysor-alakot a trigonometrikus fiiggvények definiciéjaként!

Legyen tehat

‘ e m?n—i—l
SINY = Z(—l) m,
n=0
és legyen
e . I2n
cos ¥ 1= Z(—l) o)l
n=0 ’

A hatvanysorokrdl tanultak alapjan azonnal kovetkeznek a kovetkezo tulajdonsagok:
e D(sin) = D(cos) = R,
e sin paratlan, cos paros fiiggvény,
e sin és cos tetszolegesen sokszor differencidlhaté fiiggvények,
e cos(0 =1,
inx

. s 1 z? z? —
o lim, o ** = lim, o (1 - tE - ) =1,

. .
® S111 = COS, cos’ = —sin.
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Az addiciés képletek belathaték példaul a Cauchy-szorzat segitségével, vagy a dif-
ferencialasi szabalyok alkalmazasaval a kovetkezd modon. Legyen tetszoleges rogzitett
y € R mellett
fy(x) = [sin(z 4+ y) — sinz cosy — cos xsiny]” + [cos(z + y) — cosz cosy + sinzsin y]* .
Egyszeri szamoldssal addédik, hogy f,(0) = 0 és f;(r) = 0 minden z € R esetén, igy
fy =0.

Ezzel belattuk, hogy a hatvanysorral definialt sin és cos fliggvények teljesitenek min-
den fontos alaptulajdonsagot, amit a trigonometrikus fiiggvényektol elvartunk. Mivel
tudjuk, hogy legfeljebb egy ilyen fiiggvénypar létezhet, ezért ok azok.

A hatvanysor-alakbdl kovetkezik az is, hogy példaul a cos fiiggvénynek van pozitiv
gyoke. Ugyanis, cos0 = 1 > 0, tovabba a Taylor-sor el6allitas alapjan

egy Leibniz-sor, és az (5.5)) becslést n = 3-ra alkalmazva kapjuk, hogy
| — 0,422 — cos 2| < 0,088,

amibol cos 2 < 0 kovetkezik. Tehat alkalmazhato a Bolzano-tétel: a cos fiiggvénynek
van gyoke a (0, 2) intervallumban. Mivel a gytkhelyek nem torlédhatnak a O-ban, ezért a
cos fiiggvénynek van legkisebb pozitiv gyoke is. Ennek kétszeresenként szokas a m szamot
definialni.
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9. fejezet

Tobbvaltozos fiiggvények

Egészen mostanaig olyan f : R — R fiiggvényekkel foglalkoztunk, melyek értelmezési
tartomanya és értékkészlete a valds szamok részhalmaza, vagyis

D(f)CcR, R(f)CR.

A minket koriilvevé vilag jelenségeit tanulmanyozva azonban lathatjuk, hogy bizonyos
mennyiségek tobb mas mennyiségtdl is fiiggnek. Példaul, a homérséklet id6 és hely fiigg-
vénye. Vagy a

V =V(h,r) =7r’h

képlet egy henger térfogatat adja meg annak h magassiga és alapkorének r sugara fiigg-
vényében.

Ebben a fejezetben olyan p valtozos fiiggvényekkel ismerkediink meg, melyek érték-
készlete R-ben fekszik:

f:RF R, D(f)CRP, R(f)CR.
Célunk a hatarérték, folytonossag, integral- és differencialszamitas kiterjesztés ilyen ti-

pusu fiiggvényekre.

9.1. Kétvaltozos fiiggvények

9.1.1. Példak

A[9.1] és a[9.2] dbrdkon kétvaltozés (R-be képezd) fiiggvények grafikonjai lathatck.
Mig egy f: R — R fiiggvény

graph f == {(z, f(z)) : = € D(f)} C R
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9.3. dbra. f(z,y) =c¢

9.4. dbra. f(z,y) = z*

{(:L’,y) ER?: f(x,y) = l{:} C R?

alaku sikbeli alakzatokat (ahol k& € R(f)) a fiiggvény szintvonalainak hivjuk. Ezek isme-
rete nagyban megkonnyiti a fiiggvények abrazolasat.

9.1.2. Az R? (a sik) metrikus tulajdonsigai

Ha visszaemléksziink, egy f : R — R fiiggvény a € D(f) pontbeli folytonosségét
ugy definidltuk, hogy ,a-hoz koézeli pontokat f(a)-hoz kozeli pontokba visz”. A fiiggvény
a € D(f) pontbeli hatdrértékének, ill. a € int D(f) pontbeli differencidlhatésdganak
fogalmat is a ,kozelség” fogalmat felhasznédlva vezettiik be (idézziik fel az . — 6-s” de-
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9.5. abra. f(z,y) = /22 + y?

finicidkat!). A definiciék megfogalmazhatéak voltak sorozathatarértékek segitségével is

(1d. az atviteli elveket).
Ebben a szakaszban az a célunk, hogy a ,kozelség” és sorozatkonvergencia fogalmat

kiterjessziik a sik, vagyis R? pontjaira (vektoraira) is.
Kozépiskolabdl ismeretes, hogy egy x € R? pont valéjaban egy

r = (x1,22)

(rendezett) szamparral azonosithatd, ahol x; és xo az x pont Descartes-féle koordinéta-
rendszerben egyértelmiien meghatarozott koordinatai.

9.1. Definicié. Az x = (z1,25) és y = (y1,y2) sikbeli pontok (euklideszi) tavolsdgdan az
alabbi mennyiséget értjiik:

d(z,y) = do(z,y) = /(@1 — 91)? + (22 — )2 (= |& — y]). (9.1)
9.2. Megjegyzés. Vilagos, hogy

Ez a tavolsagfogalom a Pitagorasz-tétel felhasznalasan alapul: koordinatarendszerben
abrazolva a két pontot, a (9.1]) képlettel meghatdrozott szam az ket Gsszekotd szakasz

hossza, 1d. a[0.6] dbrat.
Konnyen ellendrizhetd, hogy az el6bbiekben definidlt d : R? x R? — R{ tdvolsagfiigg-

vény rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal, melyek jol mutatjak, hogy d valdjaban az

R xR — R,
(z,y) = |z —y]

egydimenzids tavolsag altalanositasa 2 dimenzidra.
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(z1,72) |y1 — 21

9.6. dbra. Euklidészi tavolsag
9.3. Allitas. A eqyenléséggel definidlt d : R* x R? — Ry tdvolsdgfiigguényre telje-
stilnek az alabbiak.
1. d(z,y) =0z =y;
2. d(z,y) = d(y,x), Yo,y € R? esetén (szimmetria);
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2), Vz,y,z € R? esetén (hdromszig-egyenlbtlenség).

Bizonyitdas. Az 1. és 2. allitdsok nyilvdnvaléak. A 3. négyzetre emelés utdn az [1.16]
Cauchy—Schwarz-egyenlttlenséghdl adodik, aminek ellenérzését az olvasora bizzuk. [

Az ilyen tulajdonsdgu fiiggvényeket metrikdknak fogjuk hivni, 1d. a[I0] Fejezetet. A
metrika (vagy tdvolsdgfiiggvény) segitségével — hasonléan az egy dimenziohoz — értelmez-
hetjiik egy u € R? pont r > 0 sugari gémbkornyezetét.

9.4. Definicié. Az u € R? pont koriili r > 0 sugari
e nyilt gomb: B(u,r) :={z € R? : d(u,z) < r};
o zdirt gomb: B(u,r) = {x € R? : d(u,x) < r};
o gombfeliilet: OB(u,r) := {x € R? : d(u,z) = r};
o kipontozott gomb(kirnyezet): B(u,r) == B(u,r)\{u} = {z € R* : 0 < d(u,x) < r}.

A tévolsdgfogalom lehetéséget ad R2-beli sorozatok konvergencidjanak értelmezésére.
R2-beli sorozaton egy x : N — R? fiiggvényt értiink, ahol

z(n) ==, = (Tp1, Tn2) € R?

a sorozat n-edik tagja, n € N.
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an
1\1J1

{(z1,29) € R?: 2?2 + 92 < 1}
9.7. dbra. Origd koézéppontu egységkor

9.5. Definicid. Legyen (z,) C R? sorozat (vagyis x, = (Tp1,2Zn2), n € N), u =
(uy,us) € R% Azt mondjuk, hogy az (x,,) sorozat u-hoz konvergdl, vagy az (x,) sorozat
hatdrértéke u, jelolésben

lim x, = u vagy x, — u,
n—oo

ha a d(x,,u) szamsorozat 0-hoz tart:

d(zp,u) = \/(:z:nl —up)? 4 (p2 — uz2)? = 0,n — 0.
Ekvivalensen: x,, — u pontosan akkor, ha
minden € > 0-hoz létezik N = N(¢) € N, hogy minden n > N esetén d(z,,u) < ¢.
Ekvivalensen: x,, — u pontosan akkor, ha
minden € > 0-hoz létezik N = N(e) € N, hogy minden n > N esetén z, € B(u,¢).
Fontos megjegyezni, hogy R2-ben nincs értelme ,,00” hatarértékrél beszélni!
9.6. Allitas. Sorozat hatdrértéke egyértelmil.

Bizonyitds. Ha x,, — u és x,, — v és u # v lenne, akkor r := d(u,v)/2 > 0 definiciéval
elég nagy n-re x,, € B(u,r) és x, € B(v,r). Masrészt, B(u,r) N B(v,r) = ), ugyanis ha
x € B(u,r) N B(v,r) volna, akkor a hiaromszog-egyenlétlenség alapjan

d(u,v) _ d(u,v)
2 2

d(u,z) > d(u,v) — d(z,v) > d(u,v) —r = d(u,v) —

d(Z’v). Ez pedig ellentmond a konvergencidanak. |

lenne, pedig d(u,z) < r =

Ha jobban meggondoljuk, egy R2-beli sorozat konvergencidja tulajdonképpen az elsé,
ill. a méasodik koordinatakbdl all6 sorozatok konvergenciajat jelenti.
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9.7. Allitas. Legyen x,, = (21, 7Tn2) € R, n €N ésu = (uy,uy) € R?. Az (x,,) sorozat
akkor és csak akkor konvergal u-hoz, ha

lim z,1 = u; és lim x, 2 = us.
n—oo n—oo

Bizonyitas.

lim d(x,,u) = lim /(2,1 —u1)? + (T2 — u2)? =0 <= lim z,7 = uy és lim z, 9 = uy
n—+00 n—+00 ’ ’ n—oo n—oo

O

Ismeretes, hogy R? wektortér, vagyis R?-beli pontok (vektorok) kozott értelmezhetd
az Osszeadds és szammal vald szorzds a szokasos médon. A sorozatok kozotti (tagonként
végzett) vektormiiveletek 6roklédnek a sorozatok hatérértékeire.

9.8. Allitas. Ha z, — u ésy, — v, akkor x,, + y, > u+v ésc-x, — c-u, c € R.

Bizonyitds. Azonnal adodik a Allitasbél és a valds sorozatok és miiveletek kapcsola-
tabol. =

9.9. Tétel (Cauchy-kritérium). Egy (z,) C R? pontsorozat akkor és csak akkor konver-
gens, ha Cauchy-sorozat, vagyis

Ve > 0 esetén AN = N(e) : Yn,m > N indexre d(x,, z,,) < €.

Bizonyitdas. Ha z,, — u, akkor £/2-hoz létezik N, hogy minden n,m > N esetén
d(zp,u) < g, n>N = d(x,,xn) < dz,,u)+dxm,,u) <e.

Forditva, tegyiik fel, hogy (z,) Cauchy-sorozat. Kénnyen meggondolhaté, hogy ekkor az
1., ill. 2. koordinatakbdl allo

($n71) és ($n72)

valds sorozatok Cauchy-sorozatok — tehat konvergensek. Legyen
up = limx, ; és uy 1= limz,, 9.
A 0.7 Allits alapjan 2, — u = (u1, us), és ezt akartuk beldtni. 0

Hasonléan, a szamsorozatokra megismert Bolzano—Weierstrass-tétel is érvényben ma-
rad R2-beli sorozatokra. Ennek kimondésahoz elészor definidlnunk kell a korlatossag fo-
galmat a sikon.

9.10. Definicié. Egy H C R? halmaz korldtos, ha van olyan a € R? pont és r > 0 sugar,
hogy H C B(a,r). Vagy, van olyan r > 0 sugér, hogy H C B(0,r), ahol 0 = (0,0) az
origd. Egy (z,,) C R? sorozat korldtos, ha a tagjaibdl alkotott halmaz korlatos.
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9.11. Tétel (Bolzano—Weierstrass). Minden R?-beli korldtos sorozatnak van konvergens
részsorozata.

Bizonyitds. Kénnyen meggondolhatd, hogy ha (z,) C R? korlatos, akkor az 1. ill. 2.
koordinatakbdl &llé

(ZEnJ) és (ZEmQ)
valds sorozatok is korlatosak. Pontosabban, belathatd, hogy ha
(x,) C B(a,r),
akkor
(Xn1) C (a1 — 1,01 +71) és (Tn2) C (a2 —r,a2 + 7).

Az (z,1) valés sorozatnak a (valds) Bolzano-Weierstrass tétel alapjan van konvergens
részsorozata — ez legyen (x,, 1), és

lim z,, 1 = u;.
k—o00 e

Tekintsiik most az ugyanezen indexsorozathoz tartozo, 2. koordinatakbol allé (z,, o) so-
rozatot! A fentiek alapjan ez is korlatos, ezért a (valés) Bolzano-Weierstrass tétel alapjan
van konvergens részsorozata, legyen (xnkl 2),

lim z,, o = us.
l—o0 l

Mivel az ezen indexsorozatnak megfeleld, 1. koordinatdkbdl all6 (xy, 1) sorozat részso-
rozata az (,, 1) sorozatnak, ezért

lim z,, 1 =u; és lim z,, 2= us.
l—o00 L l—o00 l
A Allitas alapjan tehét az u := (uq, ug) pontra
lim x
l—o0

és ezt akartuk beldtni. O

g, u,

Hasonléan a valés szamhalmazok korében bevezetett kiils6 /bels6 /hatér /torlédési stb.
pont fogalméhoz, R2-ben is definidlhatjuk ezeket a ponttipusokat, melyre késébb sziik-
ségiink is lesz.

9.12. Definicié. Legyen H C R?, u € R2.
1. Az u pont belsé pontja H-nak, ha
létezik r > 0, hogy B(u,r) C H

(ebbél persze kovetkezik, hogy u € H). H bels6 pontjainak halmazét jelolje int H.
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2. Az u pont kiilsé pontja H-nak, ha
létezik r > 0, hogy B(u,r) C R*\ H

(ebbdl persze kovetkezik, hogy u ¢ H). H kiils6 pontjainak halmazét jelolje ext H.
Vilagos, hogy
ext H = int(R?\ H).

3. Az u pont hatdrpontja H-nak, ha
minden 7 > 0 esetén B(u,7) N H # 0 és B(u,r) N (R*\ H) # (.
H hatarpontjainak halmazat jelolje OH.
4. Az u pont torloddsi pontja H-nak, ha
minden 7 > 0 esetén B(u,r) N H # 0.
H torlédési pontjainak halmazat jelolje H'.

9.13. Példa. Tekintsiik a H := B(u, r) halmazt és hatdrozzuk meg az el6bb definidlt
int H,ext H,OH, H' halmazokat!

Kénnyen meggondolhaté, hogy int H = H = B(u, ). Tovébbé4, 0H = {u}UdB(u,r).
Innen mér kévetkezik, hogy ext H = R?\ B(u,r). Tovdbb4, az is meggondolhat6, hogy

H' = B(u,r).

9.1.3. Kétvaltozés fiiggvények tulajdonsagai

Az el6z6 szakaszban bevezetett d : R? — R sikbeli tavolsag segitségével értelmezhet-
jiik kétvaltozos fiiggvények hatarértékét és folytonossagat. A definicidk az egyvaltozos
esettel teljesen analég médon hangzanak — az egyetlen kiilonbség, hogy az értelmezési
tartomanyban a ,kozelség” fogalmat a d fiiggvény felhaszndlasaval értelmezziik.

Hatarértéket — hasonléan a valés esethez — csak az értelmezési tartomany torlédasi
pontjaiban értelmeziink. A v hatdrértékre v € R, tehdt v = 400 lehetséges, melynek e
sugari kornyezeteit kordbban definidltuk (1d. a és a egyenléségeket).

9.14. Definicié. Legyen f : R? — R, u € D(f), v € R. Azt mondjuk, hogy f hatdrértéke
az u helyen v, ha minden € > 0-hoz létezik § > 0, hogy

minden z € D(f),  # u, d(x,u) < J esetén f(x) € K.(v).
Masképpen: minden ¢ > 0-hoz létezik § > 0, hogy
minden x € B(u,8) N D(f) esetén f(z) € K.(v).
Jelolés:

lim f = v vagy lim f(z) = v.
u T—U
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Fiiggvények folytonossagardl csak az értelmezési tartomany pontjaiban beszélhetiink.

9.15. Definicid. Legyen f : R? — R, u € D(f). Azt mondjuk, hogy f folytonos az u
pontban, ha minden € > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy

minden z € D(f), d(z,u) < esetén |f(z) — f(u)] < e.
Masképpen: minden € > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy
minden x € B(u,0) ND(f) esetén f(z) € K(f(u))
(itt K.(f(u)) = (f(u) — ¢, f(u) + ) nyilt intervallum).

9.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy f : R? — R folytonos a H C D(f) halmazon, ha
annak minden pontjaban folytonos. Azt mondjuk, hogy f : R* — R folytonos, ha a D(f)
halmazon folytonos.

A valos fiiggvényeknél tanultakhoz analég mdédon igazolhatunk atviteli elveket.

9.17. Tétel (Atviteli elv hatdrértékre). Legyen f : R2 — R, u € D(f), v € R. Ekkor
ekvivalensek:

1. lim, f = v,
2. minden (z,) C D(f), x, # u, x,, = u sorozat esetén f(x,) — v.

9.18. Tétel (Atviteli clv folytonossagra). Legyen f: R2 — R, u € D(f). Ekkor ekviva-
lensek:

1. f folytonos u-ban;
2. minden (x,) C D(f), x, — u sorozat esetén f(x,) — f(u).

Koénnyen meggondolhatd, hogy a [0.1.1] alszakaszban taldlhaté dbrékon bemutatott
fiiggvények mindegyike folytonos.

9.19. Példa. A . dbrén lathaté f(v,y) = 3% fiiggvénynek azonban az origdban,

vagyis a (0,0) pontban nincs hatarértéke.
Ennek igazoldsdhoz gondoljuk meg, hogy ha y = mz, (z # 0) alaki egyeneseken kozele-
diink az origéhoz, akkor itt a fliggvényértékek

2ma? 2m

f(x,y):f(x,mx): =

x24+m2x2 14+ m?’

vagyis m-tol fiiggod konstans értéket vesznek fel. Mivel ezek kiilonb6z6 m-ekre kiilonb6z6
értéket adnak, igy a fliggvénynek nincs hatarértéke (0,0)-ban. Ugyanezen okok miatt
bérhogyan is értelmeznénk a fiiggvényt a (0,0)-ban, ott nem lenne folytonos.
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9.8. dbra. f(x,y) = 2%

-'52“1’?/2

9.20. Példa. Az f(z,y) = 9;2—5:2 fiiggvénynek van hatarértéke az origéban, mégpedig 0.

Ennek megmutatasdhoz alkalmazzuk a szamtani és mértani kézép kozti egyenlotlenséget

az x? és y? szdmokra!

x2—|-y2
22<
Yy = 9 )
amibol )
2 2
+y
2,2 T
ops (2
Igy .
0< fwy) < L

¢és a rendor-elv alapjan kovetkezik, hogy lim, ,y—0,0) f(2,y) = 0.
Maésképp, egyszerit becsléssel adédik, hogy

$2y2

y2

l'2y2

Ry =2 =0, (z,y)— (0,0).

Attérhetiink z = r cos ©, y = rsin ¢ polarkoordinatakra is. Ekkor

x29? rt cos? psin? ¢

x?+ 92

r2

‘§r2—>0, r— 0.

A fenti példakbdl is latszik, hogy a kétvaltozds fiiggvények hatarértéke joval Gssze-
tettebb fogalom, mint az egyvaltozos hatarérték, hiszen az adott ponthoz sokféleképpen
kozelithetiink (nem csak egyenesek, hanem példaul parabolak, vagy tetszélegesen bonyo-
lult sikbeli alakzatok mentén is).
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9.2. Az R? és p valtozos fiiggvények

A fentiekben R2-re bevezetett fogalmakat konnyen kiterjeszthetjiik RP-re, tetsz6leges
p € N esetén. A
d=dy: R xRPF - R,

(szintén euklideszinek nevezett) tdvolsdgfuiggvényt x = (xq,...,x,) € RPésy = (y1,...,yp) €
R?P vektorokra

d(w,y) = daw,y) = [ (0 — )2+ -+ (1, — ) 9.2)

képlettel definidljuk — és, ha nem okoz félreértést, ugyantigy jelsljiik, mint a megfeleld R2-
beli tavolsagfiiggvényt. Ez a d is teljesiti a Allitasban felsorolt tulajdonsagokat (a 3.
tulajdonsag teljesiiléséhez ismét sziikség van az Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenségre).

Az RP-beli pontokra (vektorokra) bevezethetiink mindent, amit R2-en definidltunk.
Fontos megjegyezniink, hogy a Bolzano—Weiertsrass tétel is érvényben marad RP-beli so-
rozatokra. Tovabba, értelmezhetjiik f : R? — R fliggvények folytonossiagat, hatarértékét.
Ezekben a definiciékban egyszeriien d helyébe az RP-beli d : RP x RP — R tavolsagfiigg-
vényt kell helyettesiteni.

Megjegyezziik, hogy egy f : RP — R fiiggvény

graph f := {(z, f(x)) : v € D(f)} CR"™

grafikonja mar p = 3 esetén is nehezen elképzelhetd (és rajzolhaté le...), hiszen R?* egy
részhalmazardl (an. hiperfeliletrél) van szé.
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10. fejezet

Metrikus terek

Ebben a fejezetben a tavolsagfogalom altaldnositasaval (absztrakcidjaval) foglalko-
zunk. Miel6tt a definiciékra ratérnénk, motivaciéképpen nézziitk meg a kovetkezo példat,
az ugynevezett taxi-geometriat!

Képzeljiik el Manhattan utcait mint egy négyzetracsot, és tegyiik fel, hogy taxival el
akarunk jutni A pontbdl B-be!

10.1. abra. ,Manhattan-tavolsag” 10.2. abra. ,Bastya-tavolsag”

Ekkor szamunkra az A és B pont ,igazi” tavolsaga helyett az a lényeges, hogy az ut-
cakon a lehet6 legrovidebb tton hogyan juthatunk el B-be. Vegyiik észre, hogy a lehetd
legrovidebb 1t nem egyértelm (1d.a[10.1] dbrat), de a hossza igen, ez |z1 — za| + |y1 — y2|
(ahol A = (z1,11), B = (x2,y2)). Ezt nevezhetjiik A és B ,taxitdvolsdganak” (vagy
»Manhattan-tdvolsaganak”). Hasonld tédvolsagot nyeriink, ha a sakktablan egyik mez6bol
a masikba bastyaval akarunk eljutni a lehet6 legrovidebb tton. Bastya helyett vehetiink
mas babukat, és ekkor mas tavolsagokat nyeriink. Kérdezhetjiik, hogy vajon e tavolsdgok
milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek, hogyan néznek ki az egységgombjeik, mik a kon-
vergens sorozatok, folytonos fiiggvények, stb. (ilyen és hasonlé kérdésekkel foglalkozik a
metrikus terek elmélete).
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10.1. Alapfogalmak, nyilt és zart halmazok

Alapdtlet: Az (x,y) — |z — y| hozzdrendelés az x és y valés szamok tdvolsdgdt ad-
ja meg. Ezt altalanosithatjuk z = (x1,29,...,2,) € RP és y = (y1,92,...,Yp) € RP
vektorokra ugy, hogy

1
P 2
dy(,y) = \/(fl =)+ (T2 =)’ o (1 — ) = (Z vk — yk|2> ;
k=1
amit az x és y pontok euklideszi tavolsdginak neveziink.

Az alabbiakban tovabb altalanositjuk a tavolsag fogalmat.

10.1. Definicié. Legyen X # () nem iires halmaz. Ekkor X-beli metrika vagy tdvol-
sagfiigguény alatt egy olyan d : X x X — [0, +00) leképezést értiink, melyre az alabbi
tulajdonsagok teljesiilnek:

1. d(z,y) =0<=x=1y;
2. d(z,y) = d(y,z) Yo,y € X esetén (szimmetria);
3. d(z,z) < d(x,y) +d(y,z) Va,y,z € X esetén (hdromszog-egyenlétlenség).

10.2. Definicié. A metrikus tér egy olyan (X, d) rendezett par, ahol X nem tires alap-
halmaz, d pedig X-beli metrika.

10.3. Példa (metrikus terekre).
1. X :=RP,

p
di(w,y) == [wr = | + |22 = gol + - + |2 =yl = D |ox — wi (10.1)
k=1

do(z,y) = \/(x1 — )2+ (@2 =)+ (1 — ) = (Z |z — yk|2>

. (10.2)

Bizonyitds. A metrika 1. és 2. tulajdonsaga kénnyen lathato a dy és ds fliiggvényre.
A 3. tulajdonsag a d; esetén konnyen igazolhatd, a dy esetén az Cauchy—
Schwarz-egyenlétlenségbdl adodik. O

10.4. Megjegyzés. Az di és do metrikdk definicigjaval analég modon tetszéleges
a > 1 szamra definialhaté d, metrika. Az altalanos esetben azonban a haromszog-
egyenlotlenség belatasa meglehetésen nehéz.
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2. X =R,
d = —
(2, 9) max |2k — Yl

Bizonyitdas. Az 1. és 2. tulajdonsagok nyilvanvalok. A 3. haromszog-egyenlGtlen-
séghez legyenek x,y, 2 € RP. Minden k € {1,...,p} esetén

) — 21| < |oe — yi| + lyk — 2],

tehat minden k € {1,...,p} esetén

|k — 2] < doo(@,y) + doo(y, 2)-
Ebbdl kovetkezik, hogy

doo(,2) < doo(z,y) + deo(y, 2).

]

Amint lattuk, ugyanazon az alaphalmazon sokféle metrika értelmezhetd, példaul
RP-n értelmezhetjiik a dy, dy és d, metrikédk — igy az (RP,d;), (RP,dy) ill. (RP, d,)
metrikus terekhez jutunk. A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy ezek a metrikus te-
rek sok szempontbdl hasonléan ,viselkednek” (p = 1 esetén mindhdrom metrika
ugyanazt a tavolsidgot adja).

10.5. Megjegyzés. Barmely (RP,d;), i = 1,2, 00 térben
di(z,y) > ek —yl, k=1,...,p.
Ebbdl az is adodik, hogy

3. X # () tetszéleges,

I, haz#y;
d(z,y) == {0 ha o=y

diszkrét metrika.
Bizonyitds. Az 1. és 2. tulajdonsagok ismét vilagosak. A 3. tulajdonsag rogton
kovetkezik, ha x = 2. Ha o # z, akkor a 3. egyenlGtlenség bal oldalan 1 all.

Masrészt y az x és z pontok koziil legfeljebb az egyikkel egyezhet meg, igy a jobb
oldalon legalabb 1 &ll, amibdl az egyenlotlenség adodik. O]

231



4. X :=b(H) a H C R halmazon korlatos fiiggvények halmaza,

do(f,g) == sup|f(h) — g(h)].

heH

Bizonyitdas. Az 1. és 2. tulajdonsagok azonnal adédnak. Legyenek f,g,u € b(H)
fiiggvények. Ekkor minden h € H esetén

|f(R) —u(h)| < [f(h) — g(R)| + |g(h) — u(h)|,
tehat minden h € H esetén
|f(h) —u(h)] < dw(f,9) + duo(g,u),

amibdl definicié szerint

dOO(f7 u) < doo(fa g) + doo(g,u).

5. X :=Cla,b],

doo(f,9) = sup |f(z) —g(x)| = max |f(z) - g(z)|

z€la,b] z€[a,b]
(a Weierstrass-tétel alapjan) az el6z6 egy specidlis esete.

10.6. Definicié. Az (X, d) metrikus térben az u € X pont koriili » > 0 sugari

o nyilt gomb: B(u,r) :={x € X : d(u,z) <r};

o zdirt gomb: B(u,r) = {r € X : d(u,x) <r};

o gombfeliilet: 0B(u,r) :={x € X : d(u,z) = r};

e kipontozott gomb(kirnyezet): B(u,r) := B(u,r)\{u} = {z € X : 0 < d(u,z) < r}.
10.7. Definicié. Az u pont r sugari kornyezetén a B(u,r) nyilt gdmbot értjik.
10.8. Példa (gombokre).

1. A dbran az (R? d;), (R? dy) és (R? dy,) terekben a (0,0) pont (origd) koriili
1 sugari gémbok lathatok. Példdul, az (R?, d;) tér esetén

B((0,0),1) = {(x1,x2) : |z1 — 0] + |22 — 0] < 1} = {(x1, x2) : |21| + |22| < 1}.
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R2, d R2, d R, d.,
( 1)1 ( 2)1 ( )1

g
T

—1 —1

21| + |zo| = 1 2423 =1 max{zy, v} =1
10.3. dbra. Origd kozépponti egységkordk a sikon a di, da, do, metrikdkban

2. Ha (X, d) a diszkrét metrikus tér egy tetszéleges alaphalmazon, akkor

Blu.r) = {{u}, r<l;

X, r> 1.

10.9. Definicié. Legyen (x,,) C (X, d) pontsorozat, u € X. Azt mondjuk, hogy lim,, ., x,, =

u vagy x, — u, vagyis az (x,) sorozat u-hoz konvergdl, ha n — oo esetén d(z,,u) — 0.
Ekvivalensen: x,, — u pontosan akkor, ha minden ¢ > 0-hoz létezik N = N(¢) € N,
hogy minden n > N esetén d(z,,u) < &, vagyis x,, € B(u,¢).

10.10. Allitas. Sorozat hatdrértéke eqyértelmii.

Bizonyitis. Ha z, — u és x, — v lenne és u # v, akkor r := @ > 0 definicioval

elég nagy n-re x, € B(u,r) és x, € B(v,r). Masrészt B(u,r) N B(v,r) = (), ugyanis ha
x € B(u,r)N B(v,r) volna, akkor a hidromszog-egyenlétlenség alapjan
d(u,v)  d(u,v)

d(u, ) > d(u,v) — d(z,v) > d(u,v) —r = d(u,v) — S

d(u,v)
2

lenne, pedig d(u,x) <r = . Ez pedig ellentmond a konvergencidnak. O

10.11. Allitas. Az (RP,dy), (R?,ds) és (RP, d) terekben egy (x,) C RP sorozat pontosan
akkor konvergens, ha minden 1 < k < p esetén a k-adik koordindtdkbol dallo

(xn,k>n€N

valds sorozat konvergens. Az (x,) sorozat dy, ds, ill. do, metrika szerinti hatdrértéke az
azu = (uy,...,u,) € RP pont, melyre
lim Tp ke = Uk, k eN,

n—o0

vagyis a koordindta-sorozatok hatarértékeibol allo vektor.

233



Bizonyitds. Ha (x,) valamelyik metrikus térben konvergens, akkor a Megjegyzés
alapjan a koordinatakbdl all6 sorozatok is konvergensek. A masik irany pedig trivialisan

adédik, -

Ennek az allitdsnak kozvetlen kovetkezménye, hogy a fenti p-dimenzidés metrikus te-
rekben is érvényben marad a Bolzano—Weierstrass tétel.

10.12. Tétel (Bolzano-Weierstrass). Az (RP,d;), (R, dy) és (RP,dw) terekben minden
(x,,) korldtos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitds. A Tétel bizonyitasaval analég modon lathato. O]

10.13. Példa. Vizsgaljuk meg, hogy mit jelent egy (f,) C b(H) fiiggvénysorozatnak a
fent defindlt d,, metrikdban val6 konvergenciaja! Definici6 szerint f, — f a do, metrika-
ban ekvivalens azzal, hogy

doo(fr: f) = sup |fu(R) = f(R)] = 0, n — oo,

ami a fiiggvénysorozat egyenletes konvergencidja H-n.
10.14. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér, H C X, u € X.

1. Az u pont belsé pontja H-nak, ha
létezik r > 0, hogy B(u,r) C H
(ebbél persze kovetkezik, hogy u € H). H bels6 pontjainak halmazét jelolje int H.
2. Az u pont kiilsé pontja H-nak, ha
létezik r > 0, hogy B(u,r) C X \ H

(ebbdl persze kovetkezik, hogy u ¢ H). H kiils6 pontjainak halmazat jelolje ext H.
Vilagos, hogy
ext H = int(X \ H).

3. Az u pont hatdrpontja H-nak, ha
minden r > 0 esetén B(u,r) N H # 0 és B(u,r) N (X \ H) # 0.

H hatdrpontjainak halmazat jelolje 0H. (Vigyéazat! Lehet hatdrpont H-ban, de
X \ H-ban is!)

4. Az u pont torloddsi pontja H-nak, ha
minden 7 > 0 esetén B(u,r) N H # 0.

H torlédasi pontjainak halmazat jelolje H'.
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5. Az u pont izoldlt pontja H-nak, ha

létezik r > 0, melyre B(u,r) N H = {u}.

6. A H halmaz lezdrtja

H:=int HU0H = HUOJH,

ahol U a diszjunkt uniot jeldli.

ext H

y &’Q

10.4. abra. Halmaz belso, kiils6 és hatarpontja

10.15. Megjegyzés. Konnyen lathaté, hogy barmely H C X esetén

X =int HYOH Jext H.

10.16. Példa.
1. (X,d) := (R,dy), H := (a,b) intervallum (vagy H := [a,b), H := (a,b], H := [a,}].)

Ekkor int H = (a,b), ext H = (—00,a)U(b,0), 0H = {a,b}, H' = [a,b], H = [a, b],
izolalt pontja nincs (ugyanis minden nemelfajulé intervallumban van racionélis és
irraciondlis szam, ld. az Kovetkezményt).

2. (X,d) := (R,dy), H := Q raciondlis szdmok halmaza. Ekkor int H = ext H = ),
OH = H' = H = R, izolalt pontja nincs. Ugyanezek érvényesek H = R \ Q-ra.

10.17. Tétel. Legyen (X,d) metrikus tér, H C X, u € X. Ekkor ekvivalensek:
1. we H;
2. ¥r > 0 esetén B(u,r) N H végtelen halmaz;

3. Iz,) € H\ {u}, lim, 00 x,, = u.
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Bizonyitds. A 2. = 1. a definiciébdl rogton kovetkezik.
1. = 3.: tekintsiik a B(u, +) gombdket, és legyen x,, € B(u, LYNH, ami H' definicidja
szerint 1étezik. Ekkor d(x,,u) < % miatt x, — u, és x, valasztdsa miatt x,, # u, n € N.
3. = 2.: mivel Vr > 0 esetén létezik N € N, hogy minden n > N-re z, € B(u,r),
ezért az allitas kovetkezik. O]

10.18. Definicié. Legyen (X,d) metrikus tér, H C X. Azt mondjuk, hogy H nyilt
halmaz, ha minden pontja bels6é pont, vagyis H = int H — ami ekvivalens azzal, hogy
HNOH = (), vagyis H egyetlen hatdrpontjat sem tartalmazza.

Azt mondjuk, hogy H zdrt halmaz, ha minden hatarpontjat tartalmazza, vagyis H =

H.

10.19. Tétel (:-)). A halmaz nem ajté! Vagyis: nem igaz, hogy eqy halmaz vagy nyilt
vagy zart.

10.20. Példa. Tetszbleges (X, d) metrikus térben () és X zart is és nyilt is. (R, d;)-ben
az (a,b] intervallum se nem zart se nem nyilt. Tekintsiik az X := (0,1) U (2, 3) (két nyilt
intervallum uniéja) alaphalmazt és lassuk el a d; metrikdval! Ebben a térben a (0,1)
halmaz nyilt és zart is.

10.21. Allitas. Egy halmaz pontosan akkor nyilt, ha a komplementere zdrt és forditva
(pontosan akkor zdrt, ha a komplementere nyilt).

Bizonyitds. Kovetkezik abbol, hogy 0H = 0(X \ H). ]

10.22. Példa. Legyen (X,d) a diszkrét metrikus tér tetszoleges alaphalmazon. Ekkor
minden H C X halmaz nyilt és kovetkezésképpen minden halmaz zart.

Bizonyitds. Vildgos, hogy B(x,1) = {x} C H minden x € H esetén. O

10.23. Megjegyzés. A fentiek alapjan H C X pontosan akkor nyilt, ha minden h € H
ponthoz van olyan r > 0, hogy B(h,r) C H.

10.24. Allitas. Ha H, és Hy nyilt halmazok, akkor Hy U Hy is nyilt halmaz.

Bizonyitds. Legyen x € H; U Hy. Ekkor « € Hy vagy x € H, teljesiil. Legyen példaul
x € H;. Mivel Hy nyilt halmaz, ezért 3r > 0, hogy B(z,r) C Hy C H; U H,, tehét
xGmt(H1UH2) ]

10.25. Allitas. Akdrhdny nyilt halmaz unioja nyilt.

Bizonyitds. A fenti allitdshoz hasonldéan igazolhaté. Ha egy pont benne van nyilt hal-
mazok unidjaban, akkor (legaldabb) az egyik nyilt halmazban benne van. De akkor (a
nyilt halmaz definiciéja szerint) egy pont koriili gomb is benne van a halmazban, igy az
uniéban is. O
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10.26. Allitas. Ha H, és Hy zart halmazok, akkor Hi N Hy is zdrt halmaz.
Bizonyitds. A de Morgan-azonossag alapjan
X\ (HiNHz) = (X \ Hi) U(X\ Hy),

ami a [10.21] és az el6z6 Allitds alapjan nyilt. Ismét alkalmazva a |10.21 Allitast kapjuk,
hogy Hy N Hy zart. O]

10.27. Allitas. Akdrhdny zart halmaz metszete zart.

10.1.1. Példak nyilt halmazokra
10.28. Allitas. Tetszbleges B(u,r) nyit gomb nyilt halmaz.

Bizonyitds. Legyen v € B(u,r). Megmutatjuk, hogy ¢ := r—d(u,v) > 0 esetén B(v,d) C
B(u,r). Ha x € B(v,0), akkor

d(z,u) < d(z,v) +d(v,u) < §+d(v,u) =r,

vagyis € B(u,r). Ld. a|l0.5] abrat. O

7

10.5. abra. B(u,r) nyilt halmaz

10.29. Allitas. X \ B(u,r) nydt halmaz.

Bizonyitds. Legyen x € X\ B(u,r). Megmutatjuk, hogy ¢ := d(x,u) —r esetén B(z, ) C
X \ B(u,r). Legyen y € B(x,d), ekkor a haromszog-egyenldtlenség alapjan

d(y7u) > d(m,u) - d(fL‘,y) > d(ZE,U,) —0= d(x,u) - d(ZE,U,) +r=r,
vagyis y € X \ B(u,7). O

10.30. Allitas. Tetszoleges H C X esetén int H nyilt halmaz.
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Bizonyitas. Be kell 1atni, hogy int H minden pontja belsé pontja int H-nak. Legyen x €
int H, ekkor létezik r > 0, hogy B(z,r) C H. Megmutatjuk, hogy B(x,r) C int H is
teljesiil. Legyen y € B(z,r). A @ Allitas alapjén van olyan ¢ > 0, melyre B(y,0) C
B(z,7r) C H, vagyis y € int H is teljesiil. ]

10.31. Kovetkezmény. Tetszdleges H C X esetén ext H nyilt halmaz (ugyanis ext H =
int(X \ H)).

Az alabbi tétel a szdmegyenes nyilt halmazait jellemzi.

10.32. Tétel. Egy H C (R,d;y) halmaz pontosan akkor nyilt, ha elédall megszamldalhatd
sok diszjunkt nyilt intervallum unidjaként.

Vidzlat. Egyrészt tetszoleges ilyen halmaz nyilt a|10.24 Allit4s szerint. Maésrészt, ha H C
(R, d;) nyilt halmaz, akkor h € H esetén definidljuk az aldbbi nyilt intervallumot:

Iy :=U{J C H : J nyilt intervallum, h € J}.

Ilyen J intervallum van H nyiltsaga miatt, és az is vilagos, hogy I;, egy nyilt intervallum.
Meggondolhato, hogy tetszoleges hy, hy € H esetén

Ih1 N [hz = @ vagy Ihl = Ih2

teljesiil. A bizonyitas hatralévo része kovetkezik abbdl, hogy a szamegyenesen barmely
diszjunkt nyilt intervallumokbdl allé rendszer megszamlalhaté (hiszen mindegyikbdl tet-
szOlegesen valasztva egy raciondlis szamot azok paronként kiilonbozoek, igy legfeljebb
megszamldlhatéan végtelen sokan lehetnek). O]

10.1.2. Példak zart halmazokra
10.33. Allités. Tetsz6leges B(u,r) zdrt gomb zdrt halmaz.

Bizonyitds. Kovetkezik a[10.29]és a [10.21] Allitasokbol. O

10.34. Allit4s. Tetszéleges H C X esetén H zdrt halmaz — vagyis a halmaz lezdrtja
valoban zart.

Bizonyitds. Kovetkezik abbdl, hogy a komplementere, X \ H = ext H nyilt a [10.31| K6-
vetkezmény szerint. O

10.35. Allitas. Bdarmely H C X esetén OH zdrt halmaz.

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy X \ 0H = int H Uext H nyilt. Ez kovetkezik a(10.30),
10.31 és [10.24] Allitasokbdl — vagyis hogy int H és ext H nyilt halmazok, és az uniéjuk is
az. [
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10.36. Allitas. Bdarmely H C X esetén H' zdrt halmaz.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy X \ H’ nyilt halmaz. Legyen v € X \ H'. Megmutatjuk,
hogy van egy u koriili gomb, mely része X \ H'-nak. A [10.17R. Tétel szerint u-nak van
olyan B(u, r) kornyezete, melyben csak véges sok H-beli pont taldlhaté. Ekkor B(u,r) C
X \ H'. Ugyanis, ha volna y € B(u,r) N H', akkor véve y-nak egy B(u,r)-be esé B(y, )
gombkornyezetét (1d. I@ Allitas), erre nem teljesiilhetne, hogy B(y,d) N H végtelen
halmaz (hiszen B(y,0) C B(u,r), és B(u,r)-ben csak véges sok H-beli pont van), ami
ellentmond annak, hogy y € H'. ]

A kovetkezo allitas a zart halmazok egy karakterizaciéjat adja.

10.37. Allit4s. Egy F C X halmaz pontosan akkor zdrt, ha minden (x,) C F konvergens
sorozat esetén

lim z, € F.

n—oo
Bizonyitds. Tegyiik fel elészor, hogy F' zart és legyen (z,) C F konvergens sorozat,
z, — u. Indirekt tegyiik fel, hogy v € X \ F. Mivel ez utébbi halmaz a Allités
szerint nyilt, ezért létezik r > 0 sugér, hogy B(u,r) C X \ F. Ekkor a konvergencia
definicidja szerint van olyan N € N, hogy minden n > N esetén

zn € B(u,r) C X\ F,

ami ellentmond annak, hogy (z,) C F.

Masodszor tegyiik fel, hogy minden (z,) C F konvergens sorozat esetén lim,, .. x, €
F'. Indirekt tegyiik fel, hogy F' nem zart, tehat legyen v € 0FN(X\ F'). Ekkor a hatdrpont
definicidja miatt minden % > (0 szamhoz létezik egy olyan w,, pont, mely benne van az u
koriili % sugard gombben és F-ben is, vagyis

1
JNE, neN.

Ju,, € B(u, —
n

Az igy kapott (u,) C F sorozatra d(u,,u) < =, tehdt u, — u, mésrészt u € X \ F, ami
ellentmondas. O

10.2. Metrikus terek teljessége

10.38. Definicié. Legyen (z,,) C (X, d) pontsorozat. Azt mondjuk, hogy az (z,,) sorozat
Cauchy-sorozat, ha minden € > 0-hoz létezik N = N(e) € N, hogy minden n,m > N
esetén d(x,, T,,) < €.

10.39. Allitas. Ha (x,) C (X, d) konvergens, akkor Cauchy-sorozat.
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Bizonyitds. Mint valds esetben: ha x,, — u, akkor vélasszunk adott € > 0 esetén £/2-hoz
kiiszobindexet, hogy n > N esetén d(x,,u) < £/2. Ekkor n,m > N esetén a hdromszog-
egyenlotlenséghdl kapjuk, hogy

d(xp, ) < d(Tp,u) + d(xm,u) <e/2+¢/2 =¢.
0

10.40. Megjegyzés. A fenti allitas megforditasa dltalaban nem igaz! Tetszdleges metrikus
térben nem feltétleniil igaz, hogy minden Cauchy-sorozat konvergens, ellentétben azzal,
amit annak idején R-ben lattunk. Teljes metrikus térnek fogjuk nevezni azokat a tereket,
ahol a Cauchy-sorozatok konvergensek.

10.41. Példa (Cauchy-sorozatra, amely nem konvergens). Legyen X := R\ {0}, d :=
dy|x. Tekintsiik az (+) C X sorozatot. Konnyen lathat6, hogy ez a megadott metrikdban
Cauchy-sorozat, hiszen R-ben is az, igy a szlikebb X térben is. Masrészt nem lehet
konvergens, mert R-ben létezik hatérértéke (a 0), ami nem eleme X-nek. (Masképp,
ha lenne hatarértéke X-ben, akkor a bévebb R-ben is volna, és a hatarértékeknek meg
kellene egyezniiik.)

10.42. Definicié (FONTOS!). Egy (X, d) metrikus teret teljes metrikus térnek mon-
dunk, ha benne minden Cauchy-sorozat konvergens.

10.43. Példa (Teljes metrikus terekre).

1. (R,dy), 1d. a[3.43) Tételt.

2. (RP dy), (RP,ds) és (RP,d..). Ez tigy lathatd, ahogy a p = 2 esetre mar meggon-
doltuk, 1d. a 0.9 Tételt.

3. (X,d), ahol X # () tetszbleges alaphalmaz, d a diszkrét metrika. Kénnyen l4thaté
(1d. gyakorlat), hogy a diszkrét metrikus térben a Cauchy-sorozatok és a konvergens
sorozatok is csak a kvazikonstans (egy indext6l kezdve allando) sorozatok.

4. A (b(H),dy) tér teljes metrikus tér.

Bizonyitas. * Legyen (f,) C b(H) Cauchy-sorozat, vagyis minden € > 0 szdmhoz
létezik N € N, hogy n,m > N esetén

doo(fus fm) = sup [ fu(h) = fm(h)| <e.
heH
Ebbdl kovetkezik, hogy minden h € H esetén
|fn(h) - fm(h)| <§g,
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tehat rogzitett h-ra (f,(h)) C R Cauchy-sorozat, igy konvergens. Jelolje a hatérté-
ket
lim f,(h):= f(h), h € H. (10.3)
n—oo

Megmutatjuk, hogy (f,) a d metrikéban tart az igy definialt f € b(H) fiiggvény-
hez. Legyen ¢ > 0 rogzitett és valasszunk e-hoz N € N-et tgy, hogy n,m > N
esetén

sup [fn(h) = fm(h)] <e. (10.4)

Rogzitsiink most egy n > N indexet! Ekkor a ((10.4) egyenlétlenségben elvégezve
az m — oo hataratmenetet, ((10.3)) alapjan kapjuk, hogy tetszoleges h € H-ra

|[fu(h) = f(h)] < e.

Ebbél
doo(fn, [) = sup |fu(h) = f(h)| <&, n>N.

tehat az (f,) sorozat konvergens is a (b(H), dy ) térben, amibél az allités kovetkezik.
[

10.44. Allitas. Legyen (X,d) teljes metrikus tér és M C X zért részhalmaz. Ekkor
dy = d|aprxw jeloléssel (M, dyy) teljes metrikus tér.

Bizonyitds. Legyen (x,) C M Cauchy-sorozat dy; szerint. Ekkor (z,) C X is teljesiil, és
(x,,) nyilvan Cauchy-sorozat d szerint is, tehat (X, d) teljessége miatt konvergens. Legyen
a hatarértéke u € X. No de a Allitas miatt u € M is teljesiil, és ezzel az allitast
beldttuk. O

10.45. Ko6vetkezmény. A Példaban felsoroltak alapjin ([a,b],d;), (Cla,b],dy)
és (R[a,b], dw) teljes metrikus terek (Id. a[8.14] és a[8.15 Tételeket).

10.46. Definicié. Legyenek (X, d) és (Y, p) tetszbleges metrikus terek. Azt mondjuk,
hogy az f : X — Y leképezés kontrakcio, ha létezik ¢ € [0, 1), hogy

p(f(x1), f(x2)) < q-d(x1,x2), T1,22 € X.

Ez a definicié szemléletesen azt mondja, hogy a kontrakcié olyan leképezés, ami min-
den tavolsagot g-szorosara kicsinyit vagy més szoval ,,0sszehtz”.

10.47. Tétel (Banach-féle fixponttétel). Legyen (X,d) teljes metrikus tér, f : X — X
kontrakcio, ahol D(f) = X. Ekkor f-nek létezik egyetlen fizpontja, vagyis Fu € X,
melyre

fu) =u.
Tovdbbd, ez a fixzpont megkaphato tetszéleges xy € X pontbol kiindulva az 11 = f(x,),
n € N rekurzioval értelmezett sorozat hatdrértékeként.

241



Bizonyitds. Legyen xo € X tetszdleges, és indukciéval, z,11 := f(z,), n € N. Beldtjuk,
hogy (z,) Cauchy-sorozat, ezért konvergens, és hatérértéke maga a fixpont. Az (z,) C X
sorozatra, n > m esetén a metrikdra vonatkozé haromszog-egyenlotlenségbol adodik,

hogy
d(.fl’)n, xm) S d<xn7 xnfl) + d(xnflv xan) + o+ d(xm+17 xm) (105)

Mésrészt, az (x,) sorozat definicija szerint és kihasznalva, hogy f kontrakcié, kapjuk,
hogy minden £k =m + 1,...,n esetén

d(zg, xp—1) = d(f(zp-1), f(zh—2)) < q - d(xp—1,28—2) =
= d(f(zr—2), f(zr-3)) < ¢ - d(xp—2,Tp—3) < - (10.6)
< qk_ld(ﬂﬂl,xo)-
A ([03) és a (T0:8) alapjén
d(xna xm) S d(l‘n, zn—l) + d(xn—la xn—Q) +--+ d($m+1, xm)
: d([El, ZEO>.

m_qn

(10.7)

n— n— m q
< (" g g") S d(, x0) = -

Mivel ¢ € [0,1), ezért ¢" — 0, igy

n

Qy 1= 1q ~d(z1,20) = 0, n— 00
—q

is teljesiil. Tehat az (a,) szdmsorozat konvergens, igy amTétel alapjan Cauchy-sorozat
is. Ezért minden £ > 0 szamhoz létezik N € N, hogy n > m > N esetén

q" —q"
L—q
A (10.7) egyenl6tlenség miatt ilyen n, m indexekre

la, — am| = d(z1,x0) < €.

d(xp, xm) < €
is igaz, tehdt (z,) C X is Cauchy-sorozat, és X teljessége miatt konvergens. Legyen
u = lim xz,.
n—o0

Megmutatjuk, hogy u fixpontja f-nek. Mivel

0 < d(u, f(u) < d(u, ) + d(zy, f(u)) = d(u, z,) + d(f(zn-1), f(u))
< d(u,z,)+q-d(x,_1,u) = 0,n — o0,

ezért d(u, f(u)) =0, tehdt u = f(u). Ha v = f(v) is teljesiil, akkor
0 < d(u,v) = d(f(u), f(v)) < ¢q-d(u,v),

ami 0 < ¢ < 1 miatt csak gy lehet, hogy d(u,v) = 0, vagyis u = v. ]
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ellaitva a (szokédsos) d; metrikdval. Mivel (R,d;) teljes, ezért a 4 Allitds alapjan

(X, dy) is az. Definidlja
1 2
f(x) = 5 (x+ E) :

10.48. Példa (Newton-féle gyokkeresési eljaras (babiloni médszer)). Legyen X := [1, 00)
i

1 +2
= — |z —
y 2 T

w1 = f(xg) - /

e
888
W N =

888
AW

T4T3 Ilg Ifl Zo T
10.6. abra. Newton-féle gyokkeresési eljaras 1épései

Elészor meggondoljuk, hogy f : X — X. Legyen x € [1,00), megmutatjuk, hogy
f(z) € [1,00). A szamtani-mértani kozép kozti egyenlétlenségbél adddik, hogy

=g (e+2) 2 e 2ovazn

Masrészt, ha x,y € X, akkor

(=) (e 257)
“|lz+—-——y——|)|=|zlz—y+—"—
2 x Y 2 xy

1 1 1

- _ < Zlp —

(5- =) @=n| <3l

tehat f: X — X kontrakci6 ¢ = % konstanssal. Ezért a [10.47| Tétel szerint a tetszoleges
zg € [1,00) kezdépontbdl induld,
1 2
Tn41 = 5 Ty + C(f_n
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rekurziéval definialt sorozat az f fixpontjdhoz, vagyis az

1 +2
u=—|u+—
2 U

egyenlet megolddsahoz, u = v/2-hoz tart.

10.49. Megjegyzés. A [10.47] Banach-féle fixponttételben nagyon lényeges, hogy a kontrak-
ci6 definicidjaban 0 < ¢ < 1! Ugyanis, példaul az f : R — R, f(x) = = + 1 leképezésre

[f(x) = fW)l = |z =y,

tehat ¢ = 1, de nyilvan nincs fixpontja R-en.

10.3. Kompaktsag metrikus terekben

10.50. Definicid. Legyen (X, d) metrikus tér. Egy ) # H C X halmaz dtmérdje
diam H :=sup {d(z,y) : x,y € H}.

diam () := 0.

Fontos, hogy a fenti definiciéban sup helyett nem irhatunk max-ot, pl. (R, d;)-ben
egy I = (a,b) intervallum atmérdje b— a, de nincs két olyan pontja, aminek ennyi lenne a
tavolsdga. Mésrészt ha (X, d) a diszkrét metrikus tér, akkor diam(B(z, 1)) = 0 barmely
x € X esetén.

10.51. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér. Egy H C X halmazt korldtosnak mon-
dunk, ha diam H < cc.

A kovetkezo tétel azt mondja, hogy egy halmaz pontosan akkor korlatos, ha belefog-
lalhaté egy (tetszoleges pont koriili) gémbbe.

10.52. Tétel. Legyen (X,d) metrikus tér. Egy ) # H C X esetén ekvivalensek:
1. H korldtos;
2. Jue X és3Ir >0, hogy H C B(u,r);

3. Yv € X esetén Ip > 0, hogy H C B(v, p).
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10.7. abra. Korlatos halmaz belefoglalhaté adott kézépponti gombbe

Bizonyitds. A 3. = 2. nyilvanval6. A 2. = 1. abbdl kovetkezik, hogy 2. fennallasa esetén
diam H < 2r teljesiil.

1. = 3.: legyen v € X adva, és valasszunk egy tetszoleges h € H pontot. Legyen
p = diam H + d(h,v) + 1. Ekkor barmely x € H esetén

d(z,v) < d(z,h) 4+ d(h,v) < diam H 4 d(h,v) < p,
tehdt H C B(v, p). O

A fenti allitasbdl (is) latszik, hogy a korlatossdg fogalma mennyire metrika-fiiggd
fogalom. Ha példaul R2-en tekintjiik a diszkrét metrikat, ebben minden halmaz korldtos
lesz, hiszen az egész tér belefoglalhaté barmely pont koriili, tetszéleges 1-nél nagyobb
sugaru nyilt gombbe. A | szokdsos” euklideszi metrikdban azonban nyilvanvald, hogy nem
minden halmaz korlatos.

10.53. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér. Egy H C X halmazt (sorozat)kompaktnak
mondunk, ha barmely H-beli sorozatnak van H-beli ponthoz konvergalé részsorozata.
Az (X, d) metrikus tér (sorozat)kompakt, ha benne X sorozatkompakt halmaz, vagyis
tetszoleges sorozatnak van konvergens részsorozata.

10.54. Példa. A Bolzano—Weierstrass-tétel alapjén az (R, d;) térben minden [a, b]
korlatos és zart intervallum sorozatkompakt.

10.55. Tétel. Legyen (X, d) metrikus tér. Ho H C X sorozatkompakt, akkor H korldtos
és zart halmaz.

Bizonyitds. Elészor a zartsdgot bizonyitjuk. A Allitas alapjan elég megmutatni,
hogy barmely H-beli konvergens sorozat hatarértéke H-ban van. Legyen (x,) C H kon-
vergens sorozat. Mivel H sorozatkompakt, ezért minden H-beli sorozatnak, igy (z,)-nek
is van H-ban 1év6 ponthoz konvergald részsorozata — no de akkor limz,, € H is teljesiil,
hiszen lim z,, megegyezik minden részsorozatanak a hatarértékével.

245



Maésodszor tegyiik fel indirekt, hogy H sorozatkompakt, de nem korlatos. Legyen
r1 € H tetszbleges. Vélasszunk xo € H \ B(z1,1) pontot — ilyen létezik az indirekt
feltevés és a [10.52| Tétel szerint. Indukcidval, az n-edik lépésben véalasszunk

2o € H\ (U Bz, 1))

i=1

pontot — ilyen 1étezik, mert vildgos, hogy véges sok gémb uniéja, U'~' B(z;, 1) korlatos.
Kaptunk tehat egy (x,) C H sorozatot, melyre teljesiil, hogy

d(zp,2;) >1,i=1,...,n— 1. (10.8)

Ebbdl a sorozatbél nem valaszthato ki konvergens részsorozat, hiszen egyetlen részsoro-
zata sem Cauchy-sorozat (mivel tetszoleges tagjanak barmely kisebb indexti tagtél vald
eltérése nagyobb vagy egyenlé mint 1). O]

10.56. Példa. * Korldtos és zart, de nem sorozatkompakt halmazra.
Legyen
X =0 ={(x,) : (x,) korlatos, valds sorozat} .

Ad: X xX —10,00),

d(l’,y) ‘= Sup |xn - yn|
neN

fiiggvényrol konnyen lathato, hogy metrika. Alljon a H halmaz azon sorozatokbol, me-
lyeknek pontosan egy eleme 1, a tobbi 0, vagyis a

er == (1,0,0,...)
es = (0,1,0,...)

en:=(0,0,0,..., 1 ,0...)

jeloléssel
H:={e;:ieN}.

Vilagos, hogy H € X és H C B(0, 1), ahol most 0 a konstans 0 sorozatot jeldli, tehat H
korldtos halmaz. Mivel d(e;, e;) = 1, ha i # j, ezért a H elemei koriili gémbokre

1 1 .,
B(ei,§)ﬂB(ej,§) =0,i#7
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teljesiil. Ebbd] kivetkezik, hogy ha = € OH, akkor z € B(e;, 3) valamely j € N szdmra.
Ha x # e; volna, akkor létezne x koriil olyan gémb, mely nem tartalmazza e;-t, igy
nem lehetne z € 0H. Ebbél kapjuk, hogy 0H C H (s6t, 0H = H), tehat H zart
halmaz is. Masrészt d(e;,e;) = 1,1 # j miatt az (e,) sorozatbdl nem vélaszthato ki
konvergens részsorozat (mivel egyetlen részsorozata sem Cauchy-sorozat), tehdt H nem
sorozatkompakt.

10.57. Tétel. Sorozatkompakt halmaz zdrt részhalmaza sorozatkompakt.

Bizonyitds. Legyen H sorozatkompakt és G C H zéart halmaz, (z,) C G tetsz6leges
sorozat. Mivel (x,) C H is teljesiil, azért a sorozatnak van olyan (z,,) részsorozata,
mely egy H-beli ponthoz konvergal. No de a Allit4s szerint ez a hatdrérték G-ben
van, amivel az allitast belattuk. O

10.58. Tétel. Az (RP,dy), (RP,dy) és (RP,d.,) terekben minden korldtos és zdrt halmaz
sorozatkompakt.

Bizonyitds. Legyen H C (RP dy) (k = 1,2, vagy oo) korldtos és zart halmaz, tovab-
ba (x,) C H sorozat. Mivel (x,) a feltétel szerint korlatos is, ezért a Bolzano—
Weierstrass-tétel miatt (z,)-nek van konvergens részsorozata. No de H zart is, ezért
a Allités alapjan e részsorozat hatarértéke is H-ban van, amivel a bizonyitas
kész. O

10.59. Tétel. Az (RP,d,), (RP,dy) és (RP,d,) terekben egy halmaz pontosan akkor so-
rozatkompakt, ha korlatos és zart.

Bizonyitds. Kovetkezik az el6z6 és a[10.55 Tételekbol. O
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11. fejezet

Folytonossag, hatarérték metrikus
terekben

Legyenek az aldbbiakban (X, d;), i = 1,2 metrikus terek, D(f) C Xi, f : X3 —
Xy. Az (Xy,dy) térbeli gomboket Bj-el, az (X, dy) térbeli gomboket Ba-vel jeloljik.
(Vigyazat! Ebben a fejezetben d; és ds tetszoleges metrikakat jelol!)

11.1. Definicié. Legyen f : X; — X5, u € D(f), v € X,. Azt mondjuk, hogy f
hatdrértéke az u helyen v, ha minden ¢ > 0-hoz létezik 6 > 0, hogy

minden x € D(f), x # u, di(x,u) < 0 esetén da(f(z),v) < e.
Masképpen: minden € > 0-hoz 1étezik o > 0, hogy
minden = € By (u,§) N D(f) esetén f(z) € Ba(v,e).

Jelolés:
lim f = v vagy lim f(z) = v.
u T—U

11.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy f folytonos azu € D(f) helyen vagy az u pontban,
ha minden € > 0-hoz létezik § > 0, hogy

minden z € D(f), di(z,u) < § esetén da( f(x), f(u)) < e.
Masképpen: minden ¢ > 0-hoz létezik § > 0, hogy
minden z € By(u,0) N D(f) esetén f(x) € Ba(f(u),e).

11.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy f folytonos a H halmazon, ha annak minden pont-
jaban folytonos.

A valés fiiggvényeknél tanultakhoz analég médon megfogalmazhatunk atviteli elveket.
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11.4. Tétel (Atviteli elv hatdrértékre). Legyen f: X1 — Xo, u € D(f), v € X,. Ekkor
ekvivalensek:

1. Alim, f = v;

2. minden (z,) C D(f), x, # u, x, — u sorozat esetén f(x,) — v;

2.* minden (x,) C D(f), xn # u, x, — u sorozal esetén (f(x,)), . konvergens.

neN

Bizonyitds. A valés fiiggvényekre vonatkozé atviteli elvhez hasonléan torténik.
1. = 2.: Legyen (z,,) C D(f), x, # u, v, — u, valamint ¢ > 0. Ekkor a hatarérték
definici6ja miatt 1étezik § > 0, hogy minden x € D(f), di(z,u) < § esetén do(f(x),v) < e.
No de a konvergencia miatt 6 > 0-hoz létezik N € N, hogy minden n > N indexre
di(zp,u) < 6. Tehdt n > N-re do(f(z,),v) < e, 1gy f(z,) — v.
2. = 1.: Indirekt tegyiik fel, hogy lim, f nem létezik vagy nem v. Ekkor létezik olyan
¢ > 0, melyhez minden n € N esetén taladlunk z, € Bl(u,%) N D(f) elemet, hogy
fxzn) & Bo(v, ¢). Igy kaptunk egy x, — u, &, # u sorozatot (hiszen di (z,,, u) < 1 -0),
melyre f(z,) - v, ez ellentmondés.

A 2.* ekvivalencidjanak bizonyitdsa ehhez hasonlo. O

11.5. Tétel (Atviteli elv folytonossagra). Ekvivalensek:
1. f folytonos u-ban;
2. minden (z,) C D(f), x, — u sorozat esetén f(x,) — f(u).

Bizonyitds. A hatarértékre vonatkozo atviteli elvhez, illetve a valos fiiggvényeknél tanul-
takhoz hasonléan torténik. ]

11.6. Definicié. Az f : X; — X, fiiggvényrél azt mondjuk, hogy Lipschitz-tulajdonsagi,
ha létezik L > 0, hogy

do(f(x), fy)) < L-dy(z,y) minden x,y € D(f) esetén.

Vildgos, hogy a Definiciéban bevezetett kontrakcié Lipschitz-tulajdonsagi L = q
valasztassal.

11.7. Allitas. Ha f Lipschitz-tulajdonsadgu, akkor folytonos is.
Bizonyitds. Vilagos, hogy € > 0-hoz § := + vélasztas jo. O]
11.8. Példa (Metrikus tereken értelmezett folytonos fiiggvényekre).

1. Az
+,—,+:RxR—>R
(6sszeadds, kivonds, szorzés, osztds) fliggvények folytonosak (bizonyitds: atviteli
elvvel és a valdés sorozatokndl tanultak segitségével, R?-en vehetjiik a d;, do, vagy
d~ metrikat).
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2. Ha (X, d;), i = 1,2 tetszOleges metrikus terek, ¢ € X, adott, akkor az f(z) := ¢,
x € X; konstans fiiggvény folytonos.

3. Legyen a = (ay,...,a,) € RP adva. Az

P
AR5 R, Ax ::Zakxk: (a,z), == (x1,...,7,) €RP
k=1

linedris fiiggvény folytonos az (RP,d;), 1 = 1,2, 0o terekben. Vegyiik elészor RP-n a
do metrikat!

P P p
| Az — Ay| = Zakl‘k—zakfyk = Zak'(%—yk)
k=1 k=1 k=1
<Z|ak| e =yl < Jmax ka—ykl Zlakl doo(,Y)

.....

vagyis A Lipschitz-tulajdonsagi Lo := Y j_; |ax| konstanssal. Mivel a Meg-
jegyzés alapjan d;(z,y) > do(,y), i = 1,2, ezért

is teljesiil, igy A Lipschitz-tulajdonsagu az (RP,d;), i = 1,2 terekben is a fenti L,
konstanssal.

4. Tekintsiik az
b
F:(R[a,b],ds) = R, Ff ::/ f, f € Rla,b

linearis leképezést. Ennek folytonossagat kétféleképpen is bizonyithatjuk. Az atvi-
teli elv segitségével: lattuk (8.15) Tétel), hogy ha f, — f a do, metrikdban — vagyis

fn — [ —, akkor
b b
~ [t [1=rs
Maésrészt:
Ff - Fg| = / (f - g)‘
—a)- sél[lpb}!f( z) —g(z)| = L-dux(f,9),

vagyis F' Lipschitz-tulajdonsagu.
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Tekintsiik most azt az esetet, mikor X; = RP, Xy = RY, tehat f : RP — RY p valtozos,
q dimenzios értékkészlettel rendelkezo fliggvény.

11.9. Definicié. Legyen f: RP — R, i € {1,...,q}. Az f figgvény i-edik koordindta-
fiigguénye
fi: RV =R, filz) =[f(=);, = eD(f),

ahol [f(x)]; € R jeloli az f(z) € RY vektor i-edik koordinatéjat. Igy f = (f1,. .., fa)-
Koénnyen meggondolhaté a kovetkezo allitas.

11.10. Allit4s. Legyen f:RP — RY, a € D(f). Az f fiiggvény pontosan akkor folytonos
a-ban, ha minden f; : RP — R, i =1,..., q koordindtafigguénye folytonos a-ban.

A tovabbiakban az egyvéltozos fiiggvények hatarértékérol és folytonossagarol tanult
fontosabb tételek metrikus terek kozott hatd fiiggvényekre valé altalanositasaval foglal-
kozunk.

11.11. Tétel (Kompoziciéfiiggvény hatarértéke). Legyenek (X;,d;) metrikus terek, i =
1,2,3, f1: X5 — Xy, fo: Xo = X3 fiigguények. Tovdbbd legyen uy € D(f1)'. Tegyiik fel,
hogy létezik

lim f; := uo.

u1

Az alabbi két allitas barmelyikébol kovetkezik, hogy

Elhrln(fg @) fl) = Uus.

1. us € D(f2) és fo folytonos ug-ben, fo(us) = us;

2. uy € D(fy) és Alimy, fo := ug, tovabbd fi injektiv az uy egy kornyezetében (vagy

uz ¢ R(f1)).

Bizonyitds. Legyen (z,) C D(f20f1), X — w1, T, # uy tetszéleges sorozat. Ekkor (z,,) C
D(f1) is teljesiil. Az fi up-beli hatérértékére vonatkozo atviteli elv alapjan, fi(x,) — us.
Az 1. esetben az f; folytonossigéara vonatkozé atviteli elv miatt fo(f1(z,)) = fo(ug) =
usg
Az 2. esetben elég nagy n-re fi(x,) # us, tehat alkalmazhat6 az fy fliggvény us-beli
hatarértékére vonatkozd atviteli elv, amibdl az allitas kovetkezik. O

11.12. Tétel (Kompozicidfiiggvény folytonossiga). Legyenek (X;,d;) metrikus terek,
1 = 1,2,3, valamint f1 : X1 — Xo, fo : Xo — X3 figgvények. Teqyiik fel, hogy fi
folytonos az uy € D(f1) helyen, fo folytonos az us = fi(u1) € D(fa2) helyen. Ekkor
fao f1: X1 — X3 folytonos az uy helyen.
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Bizonyitds. A Tételbeli dtviteli elvet fogjuk alkalmazni. Legyen (x,,) C D(f2 0 f1),
x, — uy tetszéleges sorozat. Ekkor (x,,) C D(f1) is teljesiil. Az f; folytonossdgara vonat-
kozé atviteli elv alapjan, fi(z,) — fi(u1) = us. Az fo fiiggvény us-beli folytonossagat
kihasznélva

fo(f1(zn)) = fo(fi(ur)) = fa(ua),
amibol az allitas kovetkezik. O

"o

11.13. Példa. Az atviteli elvbdl és az el6z6 tételekbdl konnyen lathatd, hogy minden
(n valtozos) polinomfiiggvény és racionélis tortfiiggvény, valamint minden komplex po-
linomfiiggvény folytonos.

A kovetkezo tétel a kordbban latott a Weierstrass-tétel altalanositasa metrikus
terek kozott hatéd folytonos fiiggvényekre.

11.14. Tétel (Altalénosftott Weierstrass-tétel). Legyenek (X;,d;), i = 1,2 metrikus
terek, K C X sorozatkompakt halmaz, f : K — X, folytonos fiigguény, amelyre D(f) =
K. Ekkor

F(K):={f(z):z € K} C Xy

halmaz is sorozatkompakt.

Bizonyitds. Legyen (yn)nen C f(K) adott sorozat. Meg kell mutatnunk, hogy kivélaszt-
haté beldle konvergens részsorozat, melynek hatarértéke f(K)-ban van. No de tudjuk,
hogy minden n-re y,, = f(x,) valamely x,, € K pontra. Az igy kapott (z,) C K sorozat-
bol (K sorozatkompaktsdga miatt) kivdlaszthato (2, )reny C K konvergens részsorozat,
melyre

lim z,, :=u € K.
k—o0

Masrészt f folytonos K-n, tehat az atviteli elv miatt

lim f(zn,) = f(u) € f(K)

k—o0

is teljesiil. Tehat
Yn, = f(Tn,), k€N

megfelelo részsorozat. O]

11.15. Megjegyzés. A kordbban latott Bolzano—Weierstrass-tétel szerint egy [a, b] C
R korlatos és zért intervallum sorozatkompakt. A fenti tétel alapjan egy f : [a,b] — R
folytonos fiiggvény értékkészlet-halmaza sorozatkompakt, a Bolzano—Darboux-tétel
alapjan pedig tudjuk, hogy intervallum. fgy a Tétel szerint az R(f) értékkészlet-
halmaz egy korlatos és zart intervallum, tehat van legnagyobb és legkisebb eleme. Ez

pedig éppen a Weierstrass—tétel.
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Az aldbbi definicié és az azt koveto tétel szintén az egyvaltozds fiiggvényeknél meg-
ismertek altalanositasa.

11.16. Definicié. Legyenek (X;,d;), i = 1,2 metrikus terek. Azt mondjuk, hogy az
f Xy — X, figgvény egyenletesen folytonos, ha minden € > 0 szamhoz létezik § > 0,

hogy
minden z,y € D(f), di(z,y) < J esetén do(f(z), f(y)) < e.

11.17. Megjegyzés. Viladgos, hogy ha egy fliggvény egyenletesen folytonos H-n, akkor ott
folytonos. Tovabba minden Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvény egyenletesen is folytonos
(e-hoz § = /2 vélasztas megfelel).

11.18. Tétel (Altaldnositott Heine-tétel). Legyenek (Xi,d;), i = 1,2 metrikus terek,
K C Xj sorozatkompakt halmaz, f: K — Xs folytonos figguény, amelyre D(f) = K.
Ekkor f egyenletesen folytonos K-n.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy f nem egyenletesen folytonos K-n. Ekkor létezik
olyan € > 0, melyhez minden n € N esetén vannak olyan z,,y, € K pontok, melyekre

D) < - de (). f) > e

Mivel az igy definiélt (x,),eny C K sorozat egy sorozatkompakt halmazban van, ezért
létezik (2, )ren konvergens részsorozat, melyre

lim z,, :=u € K.
k—o0

A feltétel alapjan
1
di(Tn,, Yn,) < — — 0, k — o0,
N

ezért
lim y,, =u
k—ro0

is teljesiil. Az f fliggvény folytonossdga miatt (a Tételbeli atviteli elv szerint)

lim f(an,) = lim f(yn,) = f(u)

k—00

adddik, ami ellentmond a

d2<f(xnk>’f(ynk)) >¢e, keN

feltételnek. O
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12. fejezet

Jordan-mérték RP-n

Ebben a fejezetben a teriilet-, ill. térfogatfogalmat értelmezziik matematikailag.

Elgszor az p = 2 (sik) esettel foglalkozunk. Olyan m mértéket akarunk definidlni,
amelyre m értelmezési tartomanyanak elemei a sik bizonyos, in. mérheto részhalmazai,
és ha H C R? mérhet6, akkor m(H) > 0. A mérheté halmazoktdl, ill. az m mértéktsl az
alabbi tulajdonsagok teljesiilését varjuk el:

1. az ) iires halmaz mérhetd, m(()) = 0;

2. m egybevagdsagra invaridns: ha f : R? — R? tdvolsagtarto leképezés és H mérhetd,
akkor f(H) is mérhet6 és m(H) =m(f(H));

3. m additiv: ha H és G mérhetdek és egymdsba nem nytldk (vagyis int HNint G = (),
akkor H U G is mérhet6 és m(H U G) = m(H) + m(G);

4. a @ egységnégyzet mérhetd és m(Q) = 1[]

Az alabbiakban mutatunk egy konstrukciot egy ilyen mérték eloallitasara. Elozetesen
megjegyezziik, hogy egyrészt 1éteznek mas, a fenti tulajdonsagokat kielégité mértékek is,
masrészt 1étezik szamos konstrukcié az altalunk felépitett Jordan-mértékre is.

Kiindulésképpen definialjuk a @, koordinatatengelyekkel parhuzamos, egységnyi ol-
dala [0, 1] x [0, 1] négyzet teriiletét 1-nek, vagyis legyen

ter@ = 1.

Kés6bb meg fogjuk mutatni, hogy a megkonstrudlt m mérték esetén is m(Q) = 1 lesz
(1d. 4. tulajdonsédg). A mérték felépitésébodl kovetkezni fog a tobbi tulajdonsag is. Az 1.

!Felmeriil a kérdés, hogy vajon miért vannak egyaltaldn mérhetd és nem mérheté halmazok, vagyis
miért nem fogunk a sik minden részhalmazidhoz mértéket rendelni. Ennek targyalasa tulhaladja jelen
jegyzet kereteit. Itt most csak annyit emlitiink meg, hogy ,,nagyon” nehéz lenne a sik minden részhal-
mazan értelmezett, a kivant tulajdonsagoknak megfelelé m fiiggvényt definidlni...
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nyilvanvalé médon, a 3.-at a Allitasban bizonyitjuk, a 2.-t pedig itt nem bizonyit-
juk.

Tekintsiik a sik koordinatatengelyekkel parhuzamos, 2% oldalhosszusagi négyzetek-
re valo racsfelbontasat, a tengelyekbdl | kiindulva”. Ezen kis négyzetek teriiletét ﬁ—nak
definidljuk. Legyen @ # H C R? korldtos halmaz. Jelolje H, azon kis zart négyzetek
unidjat a racsbdl, melyek belemetszenek H-ba (vigydzat! itt a feliilvonds nem metrikus
értelemben vett lezarast jelent!). Tovabba, jelolje H, azon kis zart négyzetek unidjdt,

melyek részei int H-nak. Ezek ter (H,), ill. ter (H,,) teriilete legyen az unidban szerepld
négyzetek szama (ez H korlatossidga miatt véges) szorozva ﬁ—el. Vilagos, hogy H,, C H,,

18y

ter (H,) < ter (H,), n € N. (12.1)

Az is konnyen lathatd, hogy ha n-et noveljiik, a racsfelbontas stirtsodik: az n + 1-dik
lépésben az n-dik racsfelbontashoz tartozé kis négyzetek mindegyikét 4 egyenld részre
osztjuk. Igy konnyen meggondolhatd, hogy

masrészt o o
ter (H,,) < ter(H, ) és ter (H,) > ter (Hp41).

Ebbdl kovetkezik, hogy (ter (H,,)), ey monoton névd, (ter (H,))
H halmaz korlatossaga miatt korlatos sorozatok.

2y monoton fogyo, és a

12.1. Definicié. A fentiek alapjan definidlhatjuk tetszéleges H C R? korldtos halmaz
belso, ill. kilsé mértékét mint

m(H) := lim ter (H,), m(H):= lim ter (H,).

n—oo n—0o0

A (12.1)) egyenlétlenség alapjan
m(H) <m(H).

12.2. Definicié. Legyen H C R? korldtos halmaz. Azt mondjuk, hogy H (Jordan-
)mérhetd, ha

ahol m(H) jeloli a H Jordan-mértékét.

12.3. Példa (Egységnégyzet mértéke). Megmutatjuk, hogy teljesiil a mértékt6l megki-
vént 4. tulajdonsig, vagyis a @ = [0,1] x [0, 1] egységnégyzet mérhets és m(Q) = 1.
Koénnyen meggondolhatd, hogy tetszoleges n € N esetén

4 1 — 4 1
ter(Qn)zl—Q—n—}—F, ter(Qn):1+2—n+4n_1.
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fgy B

m(Q) = lim ter(Q,) = lim ter (Q,) = m(Q) = 1,

n—oo

tehét @@ mérhet6 és m(Q)) = 1. Hasonléan meggondolhatd, hogy a konstrukciéban szerepld
2%1 oldalu kis négyzetek is mérhetok és mértékiik 4%. Ebbdl kovetkezik (a kés6bbiekben
belatott Kovetkezmény alapjan), hogy tetszoleges H korlatos halmaz esetén H,, és
H,, is mérhetd, és

ter (H,) =m(H,), ter(H,)=m(H,).
fgy a tovabbiakban ezek teriiletének jelolésére is ter helyett az m mértéket hasznaljuk.

12.4. Példa (Nem mérheté halmazra). Legyen H := Q N (Q x Q), az egységnégyzet
raciondlis koordindtdju pontjai. Vildgos, hogy H kiils6 mértéke 1, belsé mértéke 0 (hiszen
minden nem iires és nem egy pontbdl all6 halmazban van olyan pont, amelynek minden
koordinataja raciondlis és olyan is, amelynek legalabb egy koordinétdja irraciondlis).

Mérhet6 halmazok fontos osztalyat alkotjak a nullmértéki halmazok.
12.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy H C R? nullmértékii, ha H mérhetd és m(H) = 0.
12.6. Allitas. H C R? pontosan akkor nullmértékd, ha m(H,) — 0, n — oo.

Bizonyitds. Ha H nullmértékii, akkor a definiciébdl kovetkezik az allitas. Ha m(H,,) — 0,

akkor 0 < m(H,) <m(H,) alapjdn m(H,,) — 0 is teljestl. O

12.7. Kovetkezmény. A H halmaz pontosan akkor nullmértéki, ha minden ¢ > 0
szamhoz van olyan G O H mérhetd halmaz, melyre m(G) < .

Bizonyitds. Ha H nullmértéki, akkor G := H megfelel. Megforditva, ha tetszoleges € > 0
szamhoz 1étezik olyan G halmaz, melyre G D H és m(G) < e, akkor ezesetben elég nagy

n-re m(Gy) < ¢ is teljesiil. Mdsrészt, H C G miatt ilyen n indexekre m(H,) < m(G,) <&
is fennall. Ebbsl m(H,) — 0, tehat a[12.6] Allitds miatt H nullmértékii. O

12.8. Tétel. H C R? pontosan akkor mérhetd, ha OH nullmértékil.
Bizonyitas. o o
OH C H,\ H, = (0H), minden n € N,

masrészt

m((0H),) = m(H, \ H,) = m(H,) —m(L,)

a definfcié miatt. Mivel m(H,) — m(H,) pontosan akkor nullsorozat, ha H mérhetd,
ezért m((0H),) is pontosan akkor nullsorozat. Vagyis H pontosan akkor mérhetd, ha
OH nullmértékd. O

12.9. Kévetkezmény. Ha H,G C R? mérhetd halmazok, akkor HUG, HNG, H\ G
15 mérhetok.
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Bizonyitas. Igazolhatd, hogy

J(HUG) C 0H UOG,
JHNG)C 0H UG,
J(H\ G) C 0HUOG.

fgy a fenti tételbdl kovetkezik az allitas. O
12.10. Allitas. Ha H és G mérhetéek és egymdsba nem nyulok, akkor
m(HUG) =m(H) + m(G).

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy

m(HUG),) = m(H,) + m(G,) — m(0H N IG),),

hiszen a 0H N 0G-be metsz6 % oldali négyzeteket elotte kétszer szamoltuk. Masrészt

m((0H NOG),) <m(dH,) — 0, n — oo,
amibdl az allitas a definicid szerint kovetkezik. O]

12.11. Példa (Ures halmaz mérhetdsége). Legyen H := (). Ha G tetszéleges mérhetd
halmaz (ilyen létezik, 1d. példaul az egységnégyzet), akkor H eléall mint G\ G, vagyis
a Kovetkezmény alapjan mérhetd. Masrészt, a[12.10] Allitas szerint

m(H UG) =m(G) =m(H) +m(G),
amibél m(H) = m(0) = 0.

12.12. Allitas. Ha H a koordindtatengelyekel parhuzamos oldali téglalap, akkor mérhetd
ésm(H) =a-b, ahol a és b az oldalhosszisdgai.

Bizonyitds. Diadikus raciondlis koordindtaju csicspontokkal rendelkez6 téglalapra a de-
finiciébol kovetkezik. Mas esetben kozelitsiik a csticspontok koordinatait diadikus racio-
nélisokkal. Meggondolhat6 (nem konnyti!), hogy az igy kapott téglalapok kiilsd, ill. belsd
mértéke tartani fog az eredeti téglalap kiilso, ill. bels6é mértékéhez. O]

12.13. Allitas. Ha f € Cla,b], akkor

graph(f) := {(z, () : 2 € [a,8]} C R?

nullmértékid halmaz.
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Bizonyitds. Legyen € > 0 adva. Mivel f egyenletesen folytonos, ezért =--hoz létezik
§ >0, hogy ha |z —y| < 4§, akkor |f(z) — f(y)| < 7= . Legyen

& ={I...,I,} € Fla,b]

olyan felosztds, melynek finomsaga kisebb, mint 0, vagyis |[;|] < J minden ¢ esetén.
Definidlja a G D graph(f) halmazt

G = o (Ii X [n}inf, mlz}xf]) .

=1

Ekkor a[12.12] Allit4s alapjan

n ' c n
m(G) :Z|Ii| : (mlz}xf—ngnf) <y Z|]’| =e.
=1 =1

Az 4llités a Kovetkezménybdl adddik. O

12.14. Megjegyzés. Az elozo allitdas Riemann-integralhato fiiggvényekre is igaz. Vagyis
ha f € Rla,b], akkor a grafikonja nullmértékii halmaz. Ugyanis, a Tétel alapjan
tetszéleges € > 0-hoz létezik olyan ® = {I3, ..., I, } intervallumfelosztds, melyre Q¢(®) =
Sp(®P) — s4(P) < e. Véve a P felosztdsban szereplé I; intervallumokat, a

G:= L_Jl ([i X [rrgn f, ml?xf]>
halmaz lefedi graph(f)-et, (esetleg elfajuld) téglalapok unidja, melyre m(G) = Qp(®) <
€.

12.15. Kovetkezmény. A kor(lap), ellipszis, és minden olyan halmaz, melynek hatdra
szakaszonként egy folytonos (vagy Riemann-integralhatd) figgvény grafikonja, mérhetd
halmazok a sikon.

Bizonyitas. Kovetkezik a Tételbol és a fenti allitasbol. O

A tovéabbiakban tetszoleges p € N esetén bevezethetjitk az m, RP-beli (Jordan-
Jmértéket, ill. mérhetGséget a p = 2 esettel analég médon. A fentiekhez hasonléan
definidlhatjuk az RP tér koordinatatengelyekkel parhuzamos oldald, - élhosszisagu p

) 2n
dimenzids ,kockakra” valé rdcsfelbontdsdt, vagyis egy kocka
i1 11+ 1 to 1o+ 1
—, X | =, X
2n 2n 2n 2n
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alakt. Egy ilyen kis kocka (p dimenziés) térfogata legyen -+—. Adott H C R? korlatos hal-

JR— 2np”
maz esetén jelolje most H,, azon kis zart kockdk unidjdt a racsbdl, melyek belemetszenek

H-ba, H,, pedig azon kis zart kockdk unidjdt, melyek részei int H-nak. Ezek térfoga-
ta ter,(H,) ill. ter,(H,) legyen az uniéban szerepld kockdk szdma szorozva si--vel. A

2np
fenitekhez hasonléan meggondolhatd, hogy
ﬁn C ﬁn+1 és ﬁn D) Hn+1,

masrészt

ter,(H,,) < tery(H, ) és tery(Hp) = tery(Hpi).

Ebbdl kévetkezik, hogy (ter,(H,,)), o monoton nové, (terp(ﬁn))neN monoton fogyo,
korlatos sorozatok. A 2 dimenziéval analég médon definidlhatjuk az m,(H) és m,(H) p
dimenziés belsé, ill. kiilsé mértéket mint lim,, o ter,(H,,), ill. lim,, o, ter,(H,).

12.16. Definicié. Egy H C RP korldtos halmazt (Jordan-)mérheté halmaznak mon-
dunk, ha kiils6 és bels6 mértéke megegyezik, és

my(H) :=m,(H) = m,(H)
a H (Jordan-)mértéke.

Meggondolhato, hogy a 12.10 Allit4sok az m, p dimenzids Jordan-mértékre is

érvényben maradnak. A |12.12| Allitast ugy kell médositani, hogy ha H egy p dimenzids,
(koordinatatengelyekkel parhuzamos oldald) tégla, vagyis

H :=[ay,b1] ¥ [ag, bo] X -+ X [ap, by,

akkor H mérheto, és
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13. fejezet
Riemann-integral RP-n

Ebben a fejezetben az egyvéltozos fiiggvényeknél megismert Riemann-integral fogal-
mat terjesztjiik ki tobbvaltozos fiiggvényekre.

13.1. A p dimenzids integral alaptulajdonsagai

Az egydimenzios Riemann-integralhoz hasonléan, a p dimenziés Jordan-mérték segit-
ségével definidlni fogjuk f: H C R? — R korlatos fliggvények Riemann-integraljat, ahol
H mérhet6 halmaz.

13.1. Definicié. Egy H C RP mérhet6 halmaz felosztisa egy ® := {H,..., H,} egy-
méasba nem nyld, nemiires mérheté halmazokbdl allé rendszer, ahol

A H halmaz felosztasainak halmazat jelolje F(H) (1d. [13.1(a)| 4bra).

13.2. Példa. Legyenek T1,...,T, az R? tér egy racsfelbontasanak azon téglai, melyekre
T,NH#0,i=1,...,n. Legyen H; := HNT;,i =1,...,n. Ekkor {Hy,...,H,} a H
halmaz egy rdcsszeri felosztdsat adja (1d.[13.1(b)| dbra).

13.3. Definicié. Legyen f : H — R korlatos fiiggvény, H C RP mérhets, ¢ =
{Hy,...H,} a H egy felosztdsa. Ekkor az f ® felosztdshoz tartozo alsd, ill. felsd k-

zelitddsszege
n

(@)= Y- (igt ) - my (11

=1

5(0) = Y (sup ) (11

1=1 v

ill.
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U e DN
(a) A H halmaz egy felosztésa (b) A H halmaz egy racsszerii felosztasa
13.1. &bra.

Az egyvaltozos esetben latottakhoz hasonléan igazolhaté (Id. a Tételt), hogy

tetszoleges @, U felosztasokra
s¢(®) < Sp().

13.4. Definicié. Legyen f : H — R korlatos fiiggvény, H C RP mérheté. Az f also
Riemann-integrdlja

/Hf =sup{s;(®): ¢ € F(H)},

felsé Riemann-integrdlja

7Hf =1inf {S;(P): ® € F(H)}.

LfSZf-

Ezek alapjan mar definidlhatjuk a Riemann-integralhatosagot.

A fentiekbdl nyilvanvald, hogy

13.5. Definicié. Legyen f : H — R korlatos fiiggvény, H C RP mérhet6. Azt mondjuk,
hogy f Riemann-integralhato H-n, ha

Af=7Hf-
J,r

A H halmazon Riemann-integralhaté fiiggvények halmazat jelolje R(H).

A koz0s értéket jelolje
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13.6. Példa.

1. Legyen H C RP tetszéleges mérheté halmaz, c € R, f: H - R, f(x) =c,x € H
konstans fiiggvény. Ekkor f Riemann-integralhaté H-n és

/Hf:c-m(H).

2. Definidlja az f : [0,1] x [0,1] — R,

L (zy) € (@x Q)N ([0,1] x [0,1]),
flz,y) = {0, cayébként.

A Dirichlet-figgvény esetéhez hasonléan (Id. a Példat) meggondolhato, hogy
f nem Riemann-integralhat6 a [0, 1] x [0, 1] halmazon.

A tovabbiakban kimondunk egy, az egydimenziés Riemann-integralndl tanultakhoz
analég integralhatdsagi kritériumot. A bizonyitds egy az egyben atviheto p dimenzids
integralra. A tétel kimondasdhoz sziikségiink lesz egy definiciéra.

13.7. Definicié. Az f : H — R figgvény ® = {Hy,...,H,} € F(H) felosztashoz
tartozo oszcilldcios dsszege

n

Q@) 1= 55(@) — 5;(®) = 3 (s;pf it f) ().

=1

13.8. Tétel (Leghasznosabb kritérium). Legyen f : H — R korldtos figgvény, H C RP
meérhetd. Az f pontosan akkor Riemann-integrdlhato, ha minden € > 0 szamhoz létezik
® € F(H) felosztas, hogy

Qf(q)) < e&.

Bizonyitds. Az egyvéltozds eset megfeleld tételének (Id. a Tételt) bizonyitdsdval
megegyezo modon torténik. O

Osszefoglaljuk a Riemann-integral legfontosabb tulajdonségait.
13.9. Tétel. Legyenek f,g € R(H), ¢ € R.
1. Ekkor f+g€ R(H) ésc- fe R(H), valamint

/H(f+g)=/Hf+/Hg,
Jen=c|1
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2. Ha f < g, akkor

[r< ]

Bizonyitds. Az egydimenzids esettel analog mdédon. O]

13.10. Tétel. Legyenck A, B C R™ egymdsba nem nyild mérhetd halmazok, f|a integ-
ralhaté A-n és f|p integralhaté B-n. Ekkor f integrdlhaté AU B-n is és

Juu = J15 )5

Bizonyitds. Legyenek ® = {A;,..., A} € F(A), W ={By,...,Bn,} € F(B) tetszéleges
felosztasok. Ekkor

.= {Al,...,An,Bl,...,Bm}GF(AUB),

tovabba

55 (®) + 5,() = s/(T') < / I fe= S0 = $y(@)+ 55(0).

Ebbdl a bal oldal szuprémumat, a jobb oldal infimumat véve minden & € F(A) és
U € F(B) felosztasra kapjuk, hogy

/Af+/Bf=Af+éf§@f§Ef§Zf+Zf=/Af+/Bf,

amibdl az allitds kovetkezik. O

Ezen tétel fontos kovetkezménye, hogy minden integral tekinthetd téglan vett integ-
ralnak.

13.11. Tétel. Legyen T C RP tégla, H C T mérhetd halmaz, f € R(H). Ekkor az

f(z), z € H,
0, =zeT\H

médon definidlt f: T — R figguény integrdlhaté T-n és

-1
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Bizonyitds. Mivel H és T'\ H mérhetd, egymdsba nem nyulé halmazok, ezért alkalmaz-

A Tétel segitségével igazolhato az alabbi

13.12. Allitas. Legyenck B C A mérheté halmazok, f integrdlhaté A-n. Ekkor flB
integralhato B-n.

Az egyvaltozos esetben lattuk, hogy minden f € Cla, b folytonos fiiggvény Riemann-
integralhaté (1d. a[7.23| Tételt), és a bizonyitdsban f egyenletes folytonossagdt hasznéltuk
fel. Ennek megfelel6en p dimenzidban fel kell tenni a H értelmezési tartomany mérheto-
sége mellett a kompaktsagat.

13.13. Tétel. Legyen H C RP mérhetd sorozatkompakt (vagyis korldtos és zdrt) halmaz,
f+ H — R folytonos. Ekkor f Riemann-integralhato H-n.

Bizonyitas. A[13.§ Tételt fogjuk felhasznélni. Legyen € > 0 adva. Mivel a feltételek miatt
a Tétel szerint f egyenletesen is folytonos H-n, azért m > (0-hoz létezik olyan
0 > 0, hogy .

@) = 10 < o
ahol dy az p dimenzids euklideszi tavolsagot jeloli. Valasszunk H-nak egy olyan & =
{H,..., H,} felosztasat, amelyben diam H; < 0, i = 1,...,n (ilyen létezik, pl. vehetiink
o oldalu rdcsszerti felosztdst, ahol ‘2/—,? < 0). Ekkor a feltétel szerint

) ha dg(l',y) < 57

(@) = s {[(0) = fl) 0y € Hi} - m(Ho) S e Sy () =,

amivel az allitast belattuk. O

A kovetkezo fontos tételek arrdl szélnak, hogy mi koze egy korlatos halmaz mértéké-
nek az integralhoz.

13.14. Tétel. Legyen H C T C RP, ahol H tetszdleges (korldtos) halmaz, T tégla. Jeldlje

1, € H:
_ b ; 13.1
X () {o, xeT\H, (13.1)

a H halmaz karakterisztikus fliggvényét T'-n. Ekkor

m,,(H) :AXH, my,(H) = /TXH-
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Bizonyitds. A felso integralra-kiilsé mértékre vonatkozé allitast bizonyitjuk, a masik ha-
sonldan megy. Legyen € > 0 adva. A kiilsé mérték definicidja szerint talalhaté olyan
k € N, hogy

my,(Hy) <m,(H) + €.

Vildgos, hogy ha az R? tér 2% oldali kockékra valé felbontasdnak elemeit elmetssziik a
T tégldaval, a kapott ® = {Fy,..., F,} rendszer a T egy (racsszerii) felosztasat adja, igy

[ Y mF) = 3 temF)+ Y 0em(R) (132)

-1 B i FNHA0 i FNH=0
= S (B < my(T) < my(H) +e. (13.3)
i F;NHAD

Mivel € > 0 tetszoleges volt, ezért

/TXH <my,(H).

A masik irdnyd egyenlGtlenség bizonyitasahoz tekintsiik az R? egy tetszoleges, 2% oldala
racsfelbontasanak elemeit! Jelolje a T' téglanak az ebbdl szarmazé racsszert felosztasat
U ={Gy,...,Gy}. Mivel a G; halmazok mind mérheték, ezért

my(H) < M U G;) = Z my(Gi) = Z L-m,(Gi)+ Z 0-my(Gi) = Sy, (V),
:GiNHA0 :GiNH#AD -GN HA0 i:G;NH=0

amibol

my,(H) < /TXH-
O

13.15. Kovetkezmény. Egy H C T (korldtos) halmaz pontosan akkor mérhetd, ha a
xu karakterisztikus fiigguénye Riemann-integrdalhato T-n. Ekkor

my(H) = / -

13.16. Tétel (Az integrédl geometriai jelentése). Legyen H C RP mérhetd. Egy f : H —
R* fiigguény pontosan akkor Riemann-integrdlhatd, ha

subgraph(f) == {(z1,...,2p, 2ps1) : (¥1,...,7,) € H, 0 < 21 < fa1,...,7,)} C RV

Jordan-mérhetd. Ekkor

/H f = s (subgraph(f))
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Bizonyitds. Az [ 5 f szédm definicié szerint tetszdleges kozelithetd oly médon, hogy a H
halmaznak vessziik egy racsszeri felbontdsat, és ezen az also, illetve felsé kozelito ossze-
get. Ezen kozelito Osszegek tulajdonképpen olyan p + 1 dimenzids téglatestek unidinak
(vagyis, olyan mérheté halmazoknak) a mértékét adjék, melyek alulrdl, illetve feliilrél
kozelitik az my,4q (subgraph(f)) szdmot. Ebbél az &llitas kovetkezik. A részletek meg-
gondolasat az olvasoéra bizzuk. O]

13.2. Fubini tétele

A kovetkezokben az integralszamitéas egy fontos alaptételét, az integralas sorrendjének
felcserélhet6ségét bizonyitjuk 2 dimenzidban. A tétel téglan (téglalapon) vett integralrol
szol — de a[13.11| Tétel alapjan tudjuk, hogy ez nem jelent megszoritést.

13.17. Tétel (Fubini tétele). Legyen f : R? — R, [a,b] és [c,d] korldtos és zdrt inter-
vallumok, jelélje [a,b] X [c,d] a megfeleld téglalapot.
(A) wdltozat. Tegyiik fel, hogy f-re teljesilnek az alabbi feltételek:

f € R(la,b] x [c,d]), és
(A) S Vx € [a,b] esetén az y— f(x,y), y € [c,d] un. ,szekcidfigguény”

Riemann-integrdlhatd [c,d]-n
Ekkor ;
=/ flz,y)dy, € [a,b]

jeloléssel ¢ Riemann-integrdlhato [a,b]-n, emellett

Jowsos = o= [ ([ )

(B) wdltozat. Tegyiik fel, hogy f-re teljesiilnek az aldbbi feltételek:

f € R([a,b] x [¢,d]), és
(B){ Yy € [c,d] esetén az x — f(x,y), x € [a,b] un. ,szekcidfiggvény”

Riemann-integralhatd [a,b]-n
Ekkor ,
:/ f(iC,y)d:C, y e [Cad]

jeloléssel 1 Riemann-integrdlhatd [c,d]-n, emellett

e R A VRO
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y— fz,y)

13.2. abra. Szekcidfiiggvény integrélja

13.18. Kovetkezmény. Ha f-re teljesiinek az (A) és (B) wvaltozat feltételei, akkor

/[a,b]x[c,d] /= /ab </cdf(x’y)dy> dz = /cd </abf(l’»y)dl‘) dy,

vagyis az x €s y szerinti integrdlds sorrendje felcserélhetd, és az igy kapott integrdalok
értékei megegyeznek a fligguény kétdimenzids integrdljdval.

13.19. Megjegyzés. Az (A) ill. (B) véltozat feltételei mindig teljesiilnek, ha f folytonos
[a,b] X [¢,d]-n, 1d. a[13.13] T'étel.

Fubini-tétel (A) vdltozat bizonyitdsa. Legyen ® := {Jy,...,J,} € F([a,b]) az [a, b] inter-
vallum egy tetszéleges felosztasa, ¥ := {Ky,..., K} € F([c,d]) a [c,d] intervallum egy
tetszoleges felosztasa. Ekkor

OxVU:={/ixK:i=1,...,n,0l=1,...,m} € F(la,b] X [c,d])

az [a,b] X [c,d] tégla egy (mondhatjuk récsszerti) felosztéséat adja.
Kénnyen lathatd, hogy az (A) pontban definidlt ¢ fiiggvényre, x € J; esetén

/f:cydy>2(mffxy> IKz\>Z(xy1€nfo y))'le\,

tehat

mfgo i(mf f) K.
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Ebbdl

5o(P) = Z (i%fgp) || = ZZ @g{l f) K| - i = sp(@ x W),
=1 =1 =1

Hasonlban beldthato, hogy
Sp(®) < Sp(® x W),
tehat
Sp(P X V) < 5,(P) < 5,(P) < Sp(P x V).

A kapott egyenlétlenségeket felhasznalva, tovabba f Riemann-integralhatosaga alapjan
konnyen lathaté, hogy

b
/ f= sup sp(@x W) < sup s,(P) = / ©,
[a,b] x[c,d] deF([ab),veF([cd]) deF([a,b]) a

masrészt

b
_ inf SH(® x inf S(I):/ .
/[cub]X[c,d]f PeF([a,b]),¥eF ([c,d]) i ) 2 deF(a b)) »(P) j %

Mindebbdl az allitas kovetkezik.
A (B) véltozat analég médon bizonyithatd. O

13.20. Megjegyzés. Fubini tétele altalanosithaté tetszoleges f : RP — R fiiggvényre. Pl
p = 3 esetén egy f € R([a,b] X [c,d] x [s,q]) fiiggvény integrdlja megfelel6 feltételek
mellett eloall 3 darab egydimenzios integral ,egymasutanjaként”.

13.21. Példa (Olyan fiiggvényre, melyre nem alkalmazhat6 a Fubini-tétel). Legyen f :
[0,1] x [0,1] — R,
= O<xr<y<l;

y
flry)=q—-=%, 0<y<z<l
0, kiilonben.
Ekkor
1 1 1 1 1 1 =1
/ / f(x,y)dxdy:/ </ —dm+/ (——2) da:) dy:/ -+ [—} dy = 1.
0o Jo xr o \¥Y N ey
Masrészt

/01 /Olf(x,y)dydxz /01 </Oz (—%) dy*/; yidy) = /01 <_i+ {_HZ:D .

Az eredmény nem meglepd, hiszen f nem korlatos [0, 1] x [0, 1]-en
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13.22. Példa (Olyan fiiggvényre, melyre nem teljesiil a Fubini-tétel). Ebben a példdban
egy olyan fiiggvényt mutatunk, mely integrdlhaté a [0, 1] x [0, 1] négyzeten, viszont a
Fubini-tétel masik feltétele nem teljesiil rd, mivel az y — f (%, y) nem integralhaté [0, 1]-
en. Jelolje D a Dirichlet-fiiggvényt és legyen f :[0,1] x [0,1] — R,

‘: 0, x#%,
flay) - {D<y)» x =3

A kivant feltételek nyilvan teljesiilnek.

Fubini tételét alkalmazhatjuk egydimenzids integralok kiszamitéséara is.

1
-1
/ z dx
o Inz
integral értékét! Ez ugyan egy improprius integral, de beldthatd, hogy ilyen tipusu in-
tegrélra is alkalmazhaté a Fubini-tétel. Az f : [0,1] x [0,1] — R, f(x,y) := z¥ hoz-

zarendeléssel megadott fiiggvény Riemann-integralhatd, hiszen korlatos, és a (0,0) pont
kivételével folytonos.

1 1 1 1 1 1 y=1 1 1
(o[ (oo [ [ e
0 0 0 0 o Lnz =0 o Inz

Fubini tétele alapjan

1 1 1 1 1 1 N x=1 1y
2Ydy | dx :/ (/ :Bydx) dy = / [—:By } dy = ———dy =1In2.
/0 (/0 y) 0 0 Y o Lyt+1 =0 Y o yt+1 Y

Tehat )
-1
/ * dz = 1n 2.
o Inz

A Fubini-tétel kovetkezménye az alabbi két allitas.

13.23. Példa. Szamitsuk ki az

13.24. Definicié. Legyenek @1, vy € Cla, b] folytonos fiiggvények, v1(z) < o(z) min-
den z € [a,b] esetén. (Kétdimenzids) normdltartomdny alatt a kovetkez6 alaki korlatos
és zart (sorozatkompakt) halmazokat értjiik:

H={(z,y) € [a,b] x R:p1(x) <y < po(x)} yirdnyd norméltartomany  (13.4)

vagy

H={(z,y) e Rx[a,b] : p1(y) <z < ps(y)} x irdnyd norméaltartoméany. (13.5)
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5

©2

AS
S

a b x
13.3. dbra. Normaltartomanyok

13.25. Allitas. Legyen H C R? (y irdnyi) vagy (x irdnyid) normdltarto-
mdny, f: H— R folytonos fiigguény. Ekkor a esetben

for= [ ([ o) as
for= [ (7 st a

Bizonyitds. Tekintsiik az els6 esetet! Ekkor H C [a, b] x [c,d], ahol pl. ¢ = ming,) ¢4,
d = maxi,p) 2. Definidljuk

r o f(z,y), (x,y) € H;
fe {07 (2.) € ([a,b] x [e,d]) \ H.

Az allitds a[13.11] és a[13.17] Tételekbdl kovetkezik. A mésik H esete hasonléan meggon-
dolhaté. O

13.26. Példa.

a esetben

1. r sugart félkor teriilete
S r
T:/lz// ldxdy:/2\/r2—y2dy
H 0 J—y/r2—y2 0
2 2T T
:/ 2(:082ad04:/ (cos2a+1)da = —.
0 0 2
2. r sugaru félgémb térfogata

Vz/Hl:/OT(/Kl) dz:/or(r2—22)7rdz:§r37r.
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13.27. Allitas (Cavalieri-elv). Legyenek A, B C R? x [0,400) 3 dimenzids mérhetd
halmazok, és tegyiik fel, hogy minden z € [0,400) esetén a z magassdgban vett, xy sikkal
pdrhuzamos sikmetszetiik terilete megegyezik, vagyis minden z € [0, +00) esetén

wa(z) :=mgy ({(x,y) eR?: (z,y,2) € A}) = my ({(x,y) €eR?: (z,y,2) € B}) = ¢p(2).

Ekkor ms(A) = ms(B), vagyis a két halmaz mértéke is megegyezik.

A B
z —
: Yy
S B G

13.4. 4bra. Cavalieri-elv

Bizonyitds. Legyen T := [ay,b1] X [az, bo] X [0, c| olyan tégla, melybe A és B is belefog-
lalhato. Definialjuk A és B karakterisztikus fiiggvényét T-n:

1, (z,y,2) € 4;

Xa(@,9,2) = {0, (x,y,2) € T\ A.

1, (z,y,2) € B;
0, (z,y,2) €T\ B.
A [13.15 Kovetkezmény és a [13.17] Fubini-tétel alapjan

m3(A):/XA:/ (/ xa(z,y,z) dxdy) dz= [ pa(z)dz
T 0 [a1,b1] X [a2,b2] 0
= [[estera= [ ( x3<x,y,z>da:dy) tz= [ xo=my()
0 0 [al,bl]X[az,bg] T

XB(I7y7Z) :
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13.28. Példa (Félgomb térfogata). Az r sugari félgomb térfogata megegyezik annak a
testnek a térfogataval, melyet igy kapunk, hogy egy r alapsugarti, r magassagu hengerbdl
kivesziink egy r alapsugari, r magassiagu kipot. Azaz

1 2
V (félgomb) = r’mr — —rinr = 57“371

P U B et
L r—— R
T R~
Ty =r*nr = (R> - h¥)7 Ty, = R?’r — h’r = (R?> — W7

13.5. abra. Félgomb térfogata
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14. fejezet

Differencialegyenletek

14.1. Motivacié, példak

A természetben és a minket koriilvevo vilag szinte barmely teriiletén taldalkozhatunk
olyan jelenségekkel, amelyek térben és (vagy) id6ben zajlanak le. Az ilyen jelensége-
ket /folyamatokat a matematikdaban a differencidlegyenletek ,nyelvén” irhatjuk le a leg-
hatékonyabban. Az alabbiakban néhany konkrét példat mutatunk erre.

Valéjaban méar a kozépiskolai fizika tanulményaink soran taldlkoztunk differencial-
egyenletekkel. Lassunk erre két példat!

14.1. Példa. Képzeljiik el, hogy egy auté egyenes vonalu egyenletes mozgast végez!
Tegyiik fel, hogy a szamegyenesen az xy pontbdl indul, és dllando, v sebességgel halad!
Hatérozzuk meg az auté x(t) helyzetét a t idépontban! Vildgos, hogy az auté ¢ id6 alatt
vt utat tett meg, igy

X (t) = x9 + vt.

Mi a helyzet, ha az auté sebessége fiigg az id6t6l, és a v(t) fiiggvény irja le? Ekkor a[6.1]
szakaszban latottak alapjan pillanatnyi sebessége x'(t), tehat
' (t) = v(t) (14.1)
z(0) = x¢ (14.2)
A (14.1) egy dgynevezett (integrdlhatd) kozonséges differencidlegyenlet, hiszen integ-
raldssal megkaphatjuk az Osszes x megolddsat. A (14.2) feltétel neve kezdeti feltétel

(vagy mellékfeltétel). A differencidlegyenlethez hozzavéve a kezdeti feltételt kapjuk az
un. kezdetiérték-feladatot. Ennek megoldasa

z(t) = x0+/0tv(s) ds.
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14.2. Példa. Egy masik példaban képzeljiik el, hogy a napsiitésben 30° Celsiusra fel-
melegedett italunkat szeretnénk 15° Celsiusra lehiiteni a 10°-os hiitoben. Hany percre
tegyiik be? Ha T'(t) jeloli az ital hémérsékletét a ¢ idopillanatban, akkor Newton lehtilési
torvénye szerint az ital hdmérsékletvaltozasa ardnyos a kozeg (hiité) és az ital hémér-
sékletének kiilonbségével (ha az ital sokkal melegebb a hiiténél, akkor gyorsan hiil, ha
nagyjabdl azonos hémérsékletiiek, akkor lassan hiil). Matematikailag:

T'(t) = k(Thas — T(1))

T(0) = 30, (14.3)

ahol Thats = 10. A (14.3)) els6 sora egy un. elsdrendd linedris kozonséges differencidl-
eqyenlet.

Csak felsorolasszeretien megemlitiink néhany tovabbi példat, melyek matematikai
megoldésa differencidlegyenletre vezethet: radioaktiv bomlds, szaporodés (bioldgia), ke-
verési folyamatok (kémia), pénziigyi folyamatok, stb.

14.2. Szétvalaszthato valtozdju (szeparabilis) differen-
cidlegyenletek

Motivacios példa:

14.3. Példa (Radioaktiv anyag bomldsa (vagy szaporodds)). Tegyiik fel, hogy egy ra-
dioaktiv anyag bomlasat vizsgéaljuk! Jelolje az anyag mennyiségét a t idépontban y(t).
Ismert, hogy az anyag bomlési sebessége aranyos a még meglévé anyag mennyiségével,
azaz Yy = ky, ahol k < 0, hiszen bomlédsrdl van szo, ezért ' < 0. Az egyenlet megolda-
sanak menete a kovetkezo. Vilagos, hogy az y = 0 fiiggvény megoldas. Tegyiik fel most,
hogy y # 0. Ekkor

y'(t)
y(t) -t

In|y(t)| =k - t—an ceRY  Jexp(:)
ly(t)| = , ceR’

y(t)=c-e t, ceRTUR".
Mivel azonban az y = 0 is megoldas, ezért az 6ssze megoldas leirhato az alabbi képlettel:

y(t) =c-e, ceR.
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14.4. Allitas. Minden olyan differencidlhaté y : R — R fiigguényhez, melyre y' =k -y,
létezik ¢ € R konstans, hogy
y(t) =c-e, teR.

Valdjdban, ¢ = y(0), tehdt y(t) = y(0) -e*, teR.

Bizonyitds. Legyen

Ekkor
) =y/(t)- e ™ —ky(t)-e ™ =ky(t) - e — ky(t) - e H =0,

tehat ¢ konstans. O]

Altalénositva a fenti problémat, legyen I C R tetszoleges intervallum. Keressiik azo-
kat az y : I — R, az I intervallumon értelmezett differencidlhato fiiggvényeket, melyekre
teljesiil, hogy

y'(z) = f(2)y(z), (z€l) (14.4)

ahol f € C(I) adott fiiggvény. Vilagos, hogy ha F egy primitiv fiiggvénye f-nek (minden
folytonos fliggvénynek van primitiv fiiggvénye, 1d. a Tételt), akkor

yx) =c-ef@  ger
megoldas tetszoleges ¢ valés szam esetén. A fenti Allit4s bizonyitdsdval analég médon
lathatd, hogy csak ilyen alakd megoldasok léteznek.

14.5. Példa. Tekintsiik az alabbi egyenletet!
y'(z) =z y(x)

Az eddigiekben latottak alapjan a megoldéasok y(z) = ¢- eé, c € R alakuiak, néhanyat
a abran mutatunk be. Ezen példa megoldasara mutatunk egy . fizikus modszert” is.
Trjuk 4t /-t dy/dx alakiava, majd ,szorozzunk at” dz-szel (barmi is legyen az...) Ezutén
gyljtsiik egyik oldalra az y-tdl, mésik oldalra a csak z-t6l fiiggd tagokat (ez megtehetd
az egyenlet szétvalaszthatd volta miatt), és integraljuk mindkét oldalt. Kapjuk, hogy

y =y

dy

dz Y

dy = zydx
1aly:xd:zc
Y
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14.1. dbra. Az y/(x) = zy(x) egyenlet megoldasai: ce=

Kezdetiérték-feladat megoldasa
Keresiink olyan differencialhaté y : I — R fiiggvényt, melyre

y'(z) = f(z)-y(x), zel
3/(370) =1 € R.

Tudjuk, hogy a megoldasok

yx)=c-ef®  ceR

alakuak, ahol F' a f egy primitiv fiiggvénye. A kezdeti feltétel miatt

F(z0)

y(xo) = c-e = Yo,
amibdl
c=yo-e I,
igy a kezdetiérték-feladat megoldasa
y(z) =y - @)
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14.6. Példa.
{y'm =z -y(@),
y(0) =1

Ekkor a|14.5| Példa megoldasai koziil csak az y(z) = eé a megoldas.

Térjiink most ra a szétvélaszthaté valtozdju (vagy szeparabilis) differencidlegyenletek
altalanos alakjara.

14.7. Definicio. Keressiik azokat az y : I — J intervallumon értelmezett differencial-
haté fiiggvényeket, melyekre teljesiil, hogy

ahol f € C(I), g € C(J). Az ilyen tipusi egyenleteket szétvdlaszthatd vdltozdju (vagy
szepardbilis) differencidlegyenletnek hivjuk.

Az ilyen egyenletek megolddsa a kovetkezé mddon torténik. Tegyiik fel, hogy 0 ¢
R(g). Ekkor

Ha G az é egy primitiv fiiggvénye, vagyis G(y) = y‘% ﬁ dt, akkor mindkét oldalt integ-
ralva

Cly(z) = c+ / ") d.

Szerencsés esetben ebbdl y(x) ki is fejezhetd expliciten. A késébbiekben 14tni fogjuk
(1d. implicitfiiggvény-tétel), hogy béar y sok esetben nem fejezhetd ki expliciten, mégis a
fenti un. implicit egyenlet (megfelelé feltételek mellett) meghataroz egy y differencialhaté
fiiggvényt az xy pont koriil.

14.8. Példa.
yi(x) y'(x) =1-22
A megoldésok a[14.2] dbran lathatok.

14.3. Szétvalaszthatora visszavezetheto egyenletek
Szamos olyan differencidlegyenlettel talalkozhatunk, melyek els6 ranézésre ugyan nem
a szétvalaszthato valtozdju tipusba tartoznak, de megfeleld transzformécidval ilyen tipusi

egyenletre vezethetok vissza. Nézziink most két egyszerti példat! Ezekben a differencial-
egyenleteknél szokdsos médon az y(x) fiiggvény jelolésébél elhagyjuk az x argumentumot.
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14.2. dbra. Az y?(x)y'(x) = 1 — 2z egyenlet megolddsai: ¥/3(x — 22 + ¢)

14.9. Példa (Homogén fokszamu egyenlet).

ahol f folytonos. Vezessiik be a z := £ 1j ismeretlen fiiggvényt! Ekkor y = 2z, igy
Yy = z + x2/, tehat az egyenlet

z+x2 = f(2),
amibol
o — f(Z) — Z.

x

Ez egy szeparabilis egyenlet. Ezt megoldva z-re, az y = zx 6sszefiiggésbdl megkapjuk az
y-t is.
14.10. Példa.

y = fly+a),

ahol f folytonos. Vezessiik be a z := y + x 14j ismeretlen fiiggvényt! Ekkor 2z’ = ¢/ + 1,
tehét

Z—1=f(2),

ami egy szétvalaszthato egyenlet.

14.4. Elsorendii linearis differencialegyenlet

Motivéciés példaként ldsd az elsé szakaszban bemutatott Példat!
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14.11. Definicié. Legyen I C R tetszoleges intervallum. Keressiik azokat az y : I — R,
az I intervallumon értelmezett differencialhato fiiggvényeket, melyekre teljesiil, hogy

y'(z) = f(x)y(z) + g(x),

ahol f, g € C(I) adott fiiggvények. Az ilyen tipusi egyenleteket elsdrendi linedris diffe-
rencidlegyenletnek hivjuk. Szokas még a

y+fy=gy

alaku felirds is. Ha g # 0, akkor az egyenlet inhomogén elsérendii linearis differencial-
egyenlet. Ha g = 0, akkor az egyenlet homogén elsérendii linearis differencidlegyenlet,
ami egyben szétvalaszthaté valtozdju.

A linearitds azt jelenti, hogy f és g csak az x valtoz6tdl fiigg (tehdt y-t6l nem).
Az ilyen egyenletek megoldasi menete a kovetkez6. Megszorozva az egyenlet mindkét
oldalat egy tetszoleges p differencidlhato fiiggvénnyel, kapjuk, hogy

Y'(z)p(x) — p(x) f(2)y(z) = p(z)g(z).

Ha elérjiik, hogy
p(@)f(z) = —p(2) (14.5)
legyen, akkor a kapott egyenlet

egy j6 megoldés, ahol F' az f egy primitiv fiiggvénye. Ebbél, mivel p - g € C(I), vagyis
Riemann-integralhato is,

Innen z
y(z) = ¢ @ 4 / e Og (1) dr, (14.6)

ahol xg € I tetszoleges.
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Ha kezdeti érték is adva van, vagyis y(xg) = o, a fenti megoldéképletben legyen xg
ez a kezdépont, és ¢ 1=y, - e @) Ekkor

zo
y(0) = g - 6~ F@0) . oF@0) | Fla0) / O g(t) dt = yo.

o

14.12. Példa. (@) X
ylo) _xz+1
y(@)+ 7 F = (2 #£0)

T T

Vildgos, hogy az I intervallum, ahol az egyenletet vizsgdljuk, az I = R* vagy [ = R™.
Az elsé esetben F(z) = —Inz, a masodik esetben F(z) = Inz. A (14.6) megolddképlet
alapjén tehat I = RT esetben

t+1 1
y(gg):c-e_1”+/ -t L2 eldt=S4 = gt =S 16", ceR
0 t T x

T

Az I = R~ esetben hasonld alakra jutunk. A megolddsok a [14.3] dbrén lathatdk.

Yy
%0 :>0

c<0

14.3. édbra. Az y'(x) + @ = “”7“6“” egyenlet megolddsai: e* + £

14.13. Példa.

Ekkor a [14.12] Példa megolddsai koziil csak az y(x) = e, D(y) = (0, 4+00) a megolds.
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14.5. Elso6rendii egyenletek geometriai jelentése

Az elsérendil kozonséges differencidlegyenletek dltaldanos alakja

y/ = f(:Ea y)> (147)

ahol f: I x J— R adott fiiggvény (I és J intervallumok), és keressiik y-t.

Most az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy f: R xR — R, és legyen y tetszoleges
megoldés. Ekkor a egyenlet azt jelenti, hogy az y megoldasnak minden x pontban
eloirjuk a derivaltjat, ami geometriailag a fiiggvénygrafikon érintéjének meredekségét
adja meg. Az f fuggvény valéjaban a sik minden (z,y) pontjaban meghataroz egy irdnyt,
amit megrajzolva kapjuk az igynevezett irdnymezdt. Igy a differencialegyenletet
ugy is megoldhatjuk, hogy olyan y fiiggvényeket keresiink, melyek grafikonjanak érintéi
éppen az iranymezore illeszkednek.

14.14. Példa.

y=-°
(Y
Az irdnymez6 az y = x egyenes pontjaiban —1, az y = —z egyenes pontjaiban 1, az x = 0

egyenesen 0, az y = 0 egyenesen pedig ,,00” meredekségli iranyokat hataroz meg. Ezen
iranyok berajzoldsa utan jol lathat6 (1d. a[14.4] abrat), hogy koérvonalak illeszkednek az
irdnymezdre, ezért a megoldasok

/
alakuak.

,,,,,,,,, E NN

A NN NN NN

O A A e el NN N NN
S S S S S e = —|— =~~~ N NN N\
[ A e NN NN NN AN
VA A A A A s e e B 5 Y Y NN
[ A A A A A i NI N N N N U WY
L A A A A A N N N N U N U NN
[ A A A A A A T Y Y Y Y W WA R U
L A A A 8 i Y U W N W T O O
Y Y A I YO Y O O O A A N
\IIII\\\\\\//))I!!!!!¢
VUV VN NNNNNS|=2 7 /0

VAN ANNANNNNS~—cv /77000
VANANNANNNNS~——r v/ 77010
VANANANNNNSNS~—~|———r v/ /7777110
CNANANNANN NS~~~/ /0
ZNANNANANNN SN~~~ /7
CNANNNNNSN~~——|————r S
CNNNNNSNS S e s SS

NN NN N N ] L PR A avs

7 .z e
14.4. ébra. Az y/(x) = — 5 cgyenlet irdnymezdje
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14.6. Masodrendii linearis egyenletek

14.15. Példa (Harmonikus rezgémozgés). Tegyiik fel, hogy egy m tomegii test egy rugén
fiiggve mozog, a surlodastol tekintsiink el. A test egyenstlyi helyzetébol valo kitérése a
t idépontban legyen x(t). Hooke torvénye alapjan ismert, hogy a testet visszatérito erd
aranyos a kitéréssel, az aranyossagi tényezo pedig a D direkcids vagy rugddllandéd. Newton
masodik torvénye szerint az erd, jelen esetben tehat —D-x, a tomeg és a gyorsulas (vagyis
x") szorzata. lgy —Dx = ma”, amibél

D
2+ —x=0.
m

A % konstanst szokds wi-el helyettesiteni, {gy
2" +wir =0
a harmonikus rezgomozgas egyenlete.
Hasonléan irhato le az ingamozgas is.
14.16. Allitas. Ha 2" + wiz = 0, akkor léteznek ci, cy valds szdmok, hogy
x(t) = ¢y sin(wot) + co cos(wpt), t € R.

Bizonyitds. Tekintsiik a

2'(0) .
g(t) == x(t) — sin(wot) — x(0) cos(wot), t€R
Wo
hozzarendeléssel definialt fiiggvényt! Egyszerti szamoldssal ellenérizhet6, hogy a
hi=(¢)+¢*

fiiggvény derivaltja minden t pontban 0, ezért h konstans fiiggvény. Masrészt, g defini-
ci6jabol adddik, hogy

igy h = 0, amibol g = 0. Tehét ¢; :=
14.17. Megjegyzés. Ha
x(t) = ¢y sin(wpt) + ca cos(wpt), t € R,

akkor szokas bevezetni az

A= \/m, @ = arcsin 2
Va+a
jeloléseket. Ezekkel
x(t) = Acos psin(wot) + Asin g cos(wot) = Asin(p + wot), t€R.
Ez azt jelenti, hogy a rugé A amplituddju (vagyis maximadlis kitérésii), i—’or periédust

periodikus mozgast végez.
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15. fejezet

Tobbvaltozos differencialszamitas 1.

[] Tobbvaltozés fiiggvényekkel kapesolatban eddig a hatérérték, folytonossdg és in-
tegralhatésag fogalmaival ismerkedtiink meg. A kovetkezokben tobbvaltozds fiiggvények
differencialszamitasaval foglalkozunk. A konnyebb érthetdség kedvéért az egyes témako-
roket elészor R2-bSl R-be képezé fiiggvényekre tdrgyaljuk, majd az eredményeket &lta-
ldnosan is kimondjuk RP-b8l R-be képezd fiiggvényekre. Emlékeztetsiil, egy f: R? — R
fiiggvény grafikonja

15.1. abra. Kétvaltozés fliiggvény grafikonja

graph(f) = {(z,y,2) : (x,y) € D(f), z = f(x,y)} CR®

LA jegyzet hdtralévé részében szorosan a Laczkovich-T. Sés [LTS07] irodalmat kivetem.
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15.1. Parcialis derivalt

15.1.1. f:R?> = R eset

15.1. Definicié. Legyen f : R? — R, (a,b) € int D(f). Az f fiiggvény elsé vdltozé
szerinti parcidlis derivaltja létezik (a,b)-ben, ha

i L0 flab) o flathib) - flab)

r—a Tr —a h—0 h

€ R.

Ekkor a fenti hatarértéket nevezziik az f fiiggvény elsd vdltozo szerinti parcidlis derivdlt-
janak (a,b)-ben, és jeloljik: 0, f(a,b) (vagy D f(a,b) vagy %(a, b) vagy fi(a,b) stb.) Itt
valéjaban arrdl van sz6, hogy az (a,b) pont masodik koordinatajat lerogzitjik, és az igy
kapott x — f(z,b) egyvaltozés fiiggvényt derivaljuk a-ban.

z y = b stkmetszet

x x,b :
ﬁ( ) /x — f(,b)

S
NS

é
-

01f(a,b) = (x = f(z,0))'(a)

15.2. abra. Els6 valtozo szerinti parcialis derivalt

15.2. Definicié. Legyen f : R? — R, (a,b) € int D(f). Az f fiiggvény mdsodik vdltozé
szerinti parcidlis derivdltja létezik (a,b)-ben, ha

Hlimf(my)_f(a?b) hmf(avb—i_h)_f(a?b)ER.

y—b Yy — b h—0 h

Ekkor a fenti hatarértéket nevezziik az f fiiggvény madsodik vdltozo szerinti parcidlis
derivdltidnak (a,b)-ben, és jeloljik: Oy f(a,b) (vagy Dof(a,b) vagy g—;(a, b) vagy f,(a,b)
stb.) Itt valdjaban arrdl van sz6, hogy az (a,b) pont elsé koordindtédjat lerogzitjiik, és az
igy kapott y — f(a,y) egyvaltozos fliggvényt derivéaljuk b-ben.
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f r = a sikmetszet
z
yr fla,y) y+ fla,y)
b v i
ofo = _
(a,b) b
x d2f(a,b) = (y — f(a,y))'(b)

15.3. dbra. Masodik véltozo szerinti parcidlis derivalt
15.3. Definicié. Az f : R? — R fiiggvény elsd, ill. mdsodik parcidlis deriviltfigguénye
ﬁlf]RQ—)Rlll 82f:R2—>]R

D(Ovf) = {(z,y) € mt D(f) : 301 f(z,y)},  (Ouf)(x,y) = OLf(2,y)
D(a2f) = {('T7y) € int D(f) : ElaZf(xay)}7 (82f)(x7y) = 62f(x,y)

15.1.2. f:RP - R eset
A fentiek kénnyen altalanosithaték p valtozos fiiggvényekre. Példaul:

15.4. Definicié (19.54). Legyen f : R? - R, a = (a4, ...,q,) € int D(f), 1 € {1,...,p}.
Az f figgvény i-edik vdltozo szerinti parcidlis derivdltja létezik a-ban, ha

3 lim f(aly---aiflaxiaaﬂrla---?ap)_f<a17---7

Ti—aq Tr; — a;

) eR.
Ekkor a fenti hatarértéket nevezziik az f fliggvény i-edik vdltozo szerinti parcidlis deri-
vdltjanak a-ban, és jeloljik: 0;f(a) vagy %(a) vagy fi (a,b) stb. Itt tulajdonképpen az

torténik, hogy az a pont Osszes koordinatajat lerogzitjiik az i-edik kivételével, és az igy
kapott x; — f(a1,...ai—1,%;, iy, - - ., ap) egyvaltozds fiiggvényt derivaljuk a;-ben.

15.2. Differencialhatoésag

15.2.1. Bevezeto

Két-, illetve tobbvaltozds fiiggvények differencialhatésagat (amit szokds a parcidlis
derivalttol valé jobb megkiilonboztethetoség céljabdl totalis differencidlhatosdagnak is ne-
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vezni) nem tudjuk egyszertien az egyvaltozos fiiggvények eredeti, kiilonbségi hanyadoson
alapulé differencidlhatosag-fogalmabdl definialni. Ugyanis, vektorok koérében nem értel-
mezhetd az osztds. Ezért sziikségiink lesz a differencidlhatésdgnak a [0 Fejezetben le-
vezetett ekvivalens megfogalmazasaira, ezen beliil is leginkabb a Weierstrass-féle
definiciéra, amelyeket az alabbiakban idéziink fel.

15.5. Definicié. Egy f: R — R fiiggvény differencidlhatd az a € int D(f) pontban, ha

3 i L&) = /@) _ f'(a) eR

Tr—a Tr — a

15.4. abra. Egyvaltozos fiiggvény derivéltja a-ban

15.6. Megjegyzés. Az
y=[fla)+ f(a) (z—a)
a fiiggvény a pontbeli érintdjének egyenlete (1d. a[6.6] Definiciot).

15.7. Definicié (Ld. linedris algebra). Az £ : R? — R (homogén) linedris figguény, ha
day, as € R, hogy
g(xvy):al'$+a2'ya ($ay)€R2'
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Itt a; = £(1,0), ap = £(0,1). Ezért tgy is fogalmazhatunk, hogy ¢ : R? — R linenearis
fliggvény, ha létezik egyetlen o = (ay, ap) € R sorvektor, amellyel

(ey) = a (y) = (o (2, ).

[tt az els6 szorzas mint matrix-szorzas értendd, ahol az o = (aq, ae) egy sorbdl allé matrix
az ¢ linearis leképezés standard bézisban felirt matrixa. Mivel a linearis leképezéseket
gyakran azonositjuk a (standard bazisban felirt) matrixukkal, ezért ¢-et is azonosithatjuk
az « vektorral.

15.2.2. f:R? = R eset

15.8. Definicié. Legyen f : R? — R fiiggvény, (a,b) € int D(f). Azt mondjuk, hogy f
differencidlhaté az (a,b) pontban, ha létezik olyan £ = £, : R* — R linedris fiiggvény,

melyre . o |
. fl”y _fa7b —KJL’—CL’y—b B
(xvyl)lg%a,b) ((z —a,y — b)] =0 (15.3)
T
lim |f(x,y) _f<a7b)_€(x_avy_b)| =0 (15.4)

(.y)—(a,b) [(x —a,y —b)|

0

f(z,y) = f(a,b) + l(x —a,y —b) +e(x,y) - |(x —a,y —b)|, lim e(x,y)=0 (15.5)

(z,y)—(a,b)

Ekkor az ¢ linedris leképezést hivjuk az f fliggvény (a,b) pontbeli derivdltjanak. Itt

a (15.3)) kitétel a (15.1]) egyvéltozés differencidlhatésagi definicid, a (15.5) pedig a (|15.2))
egyenléség analégja (ez utébbi esetben az f'(a) € R szdm tekinthetd egy f'(a) : R — R
linedris leképezésnek, ahol a fiiggvény az ezzel a szammal valé szorzés).

15.9. Tétel. Ha [ differencialhato (a,b)-ben, akkor folytonos is (a,b)-ben.

Bizonyitds. A (15.5)) egyenlet alapjan konnyen ellenérizhetd, hogy 3lim, ) p) f(2,y) =
f(a,b), tehat f folytonos (a,b)-ben (itt felhasznaljuk, hogy lineéris fiiggvények folytono-
sak, 1d. a Példat). O

15.10. Tétel. Ha f differencidlhatd (a,b)-ben, akkor f-nek léteznek a parcidlis derivdltjai
(a,b)-ben, és a[15.8 Definicidban

U(z,y) = 01 f(a,b) -z + 0af(a,b) - y.
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Bizonyitds. Tekintsiik a differencidlhatésag (15.3)) definicidjat és rogzitsiik le y = b-t!
Ekkor /(x,y) = ay - x + ay - y jeloléssel kapjuk, hogy

fx,b) = f(a,b) —ay - (z — a)

lim = 07

20 iz — al
amibél a Definicié alapjan kovetkezik, hogy 30;f(a,b) = a;. A F02f(a,b) = o
bizonyitasa hasonléan adodik. O

Fontos, hogy ez a tétel nem megfordithato.

15.11. Példa. Az
0, z=0vagyy=0,
f(z,y) = {

1, kiilénben

figgvénynek léteznek a parciélis derivaltjai (0,0)-ban, 0 f(0,0) = 02£(0,0) = 0 (hiszen
az v +— f(x,0) és az y — f(0,y) fiiggvények azonosan 0-k), de a fiiggvény még csak nem
is folytonos (0, 0)-ban.

15.12. Kovetkezmény. Ha f differencidlhaté (a,b)-ben, akkor a derivdlt egyértelmi.

Az alabbi kovetkezmény azt fogalmazza meg, hogy a parcidlis derivaltak létezése
mellett mi sziikséges a differencidlhatosaghoz.

15.13. Kovetkezmény. Legyen f: R? — R fiigguény, (a,b) € int D(f). Az f pontosan
akkor differencidlhaté az (a,b) pontban, ha ott léteznek a parcidlis derivdltjai 0y f(a,b) és

02 f(a,b), tovdbbd
fla,y) — fla,b) = D1 f(a,b) - (x — a) — 02f(a,b) - (y — b)

(%yl)ig%a,b) ((z —a,y —b)| =0 (15.6)
0
lim |f(m,y) - f(avb) - 31f(a, b) . (ZL’ — a) — 82f(a’ b) . (y — b)| 0

(@) —(a,b) [(x —a,y —b)|

)

f(@,y) = fla,0)+01f(a,0)-(x—a)+0,f(a,b)-(y=b)+e(z, y)-[(x—a,y=b), ~lim  &(z,y) =0

(z,y)=(a,b)

15.14. Definicié. Ha f differencidlhaté (a, b)-ben, akkor az
f/(av b) = (alf(aa b)7 82f(a7 b)) S RQ

vektort a fliggvény (a, b)-beli derivdltvektordnak vagy gradiensének nevezziik. Egyéb je-
161ései: gradf(a,b), Vf(a,b).

A fentiek alapjan vilagos, hogy az ¢ linearis leképezés mint f derivéltja azonosithato
ezzel a vektorral.
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Az eredeti definiciét sajnos ritkan tudjuk hasznalni konkrét fliggvények differenci-
alhatésaganak eldontésére. Az alabbiakban egy, a gyakorlatban sokszor alkalmazhatd
elégséges feltételt bizonyitunk.

15.15. Tétel (Differencidlhatésag elégséges feltétele). Legyen f : R? — R fiigguény,
(a,b) € int D(f), és tegyiik fel, hogy a O1f és Oof parcidlis derivdltfiggvények léteznek az
(a,b) pont egy kirnyezetében és folytonosak (a, b)-ben. Ekkor f differencidlhatd (a,b)-ben.

Bizonyitds. Legyen € > 0 rogzitve. Megmutatjuk, hogy létezik 6 > 0, hogy ha |(z,y) —
(a,b)| < 4, akkor

|f(z,y) = fa,b) = 01 f(a,b) - (z — a) — Oaf(a,b) - (y = b)| <e-|(x —a,y —b)], (15.7)
amivel a [I5.13] Koévetkezmény alapjan az allitdst beldttuk. A bizonyitds menete, hogy

Y

15.5. abra. Folytonos parcialis derivaltak és differencialhatésag, bizonyitas

a (15.7) egyenlttlenség bal oldaldan a haromszog-egyenlotlenség segitségével | becsem-
péssziik” a [15.5] dbran lathat6 (z,b) pontot, pontosabban az f(z,b) fliggvényértéket, és
a

[f(z,y) = f(2,b) = 0af(a,b) - (y = b)|, il | f(2,b) — f(a,b) — D1 f(a,b) - (x — a)]

kifejezésekrdl igazoljuk, hogy elegendden kicsik.
A O f és O, f parcialis derivaltfiiggvények folytonossaga miatt 1étezik o > 0, hogy ha
|(£L’, y) o (CL, b)| < 67 akkor

€, €
0uf () = Ouf(a,B)] < 5 és [uf(w9) — Daf(a,)] < <. (15,9
Rogzitsiink le egy |(x,y) — (a,b)| < ¢ tulajdonsigu (z,y) pontot és alkalmazzuk a ¢ —

f(z,t) fiiggvényre a egyvaltozos Lagrange-féle kozépértéktételt a [b,y] (vagy [y, b])
szakaszon! Eszerint 1étezik ¢ = ¢(x,y) € [b, y|] pont, melyre

flz,y) — f(x,b) = Oaf (x,¢) - (y — ). (15.9)
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Alkalmazva most a t — f(t,b) fiiggvényre az egyvaltozds Lagrange-féle kozépértéktételt
az [a, x| (vagy [z, a]) szakaszon kapjuk, hogy létezik d = d(x,y) € [a, x| pont, melyre

f(z,b) — f(a,b) = 01 f(d,b) - (x — a). (15.10)
A feltételekbol adédik, hogy
|(z,¢) — (a,b)| <6 és |(d,b) — (a,b)| <o
is teljesiil, amibdl alapjan
0o f (, ¢) — Do f(a,b)| < g és |00f(d,b) — 01 f(a,b)| < % (15.11)

A (15.9), (15.10) és (|15.11]) osszefiiggések felhasznalasaval
[f(z,y) = fa,b) = i f(a,b) - (x = a) = By f(a, ) - (y = b))
< |f(z,y) = f(,0) = 0af(a,b) - (y = b)| + [ f(2,b) — f(a,b) = O f(a,b) - (x — a)|
= [02f(,¢) - (y = b) = 2f(a,0) - (y = O)[ + 01 f(d, ) - (¥ — @) = D f(a,b) - (x — a)]
<5 ly—bl+ 5 le—al <e- | —ay-b),

amivel a bizonyitas kész. O

15.16. Definicié. Az f : R*? — R fiiggvényt kétvdltozds polinomfiigguénynek (vagy
polinomnak) nevezzilk, ha az f(x,y) figgvényérték ¢, ,, - ™ - y™ (com € R, n,m € N)
alaku tagok véges Osszegeként all el6. Mas szdval,

N
f(xay) = Z Cn,m'xn'yma Cn,m c R.

n,m=1
Két kétvaltozds polinom hanyadosat kétvdltozos raciondlis tortfigguénynek nevezziik.

15.17. Kovetkezmény. A polinomfiigguények mindeniitt differencidlhatok (hiszen par-
cidlis derivdltjaik is polinomok, és a polinomok folytonosak R*-en). A raciondlis tortfiigg-
vények differencidlhatdk az értelmezési tartomdnyuk minden pontjiban (hiszen parcidlis
derivdltjaik is raciondlis tortfigguények, és a raciondlis tortfiigguények folytonosak R2-
en).

15.18. Definicié. Legyen (a,b) € int D(f) és f differencialhaté (a,b)-ben. Ekkor az f
fiigguény (a,b) pontbeli érintdsikja a
z= f(a,b) + 01 f(a,b) - (x —a) 4+ daf(a,b) - (y — b)
egyenletii sik. Atrendezve,
0=01f(a,b) (x —a)+ 0xf(a,b) - (y = b) + (=1)(z — f(a, b)),

tehat az érintésik az R3 tér egy (a,b, f(a,b)) ponton dtmend (0, f(a,b),dsf(a,b), —1)
normalvektoru sikja.
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15.6. dbra. Az f(x,y) = 100 — 2? — y? fiiggvény egy érintésikja

15.19. Megjegyzés. A derivalt definicidjabol adédik, hogy az érintésik ,elég kozel” van a
=0,

fiiggvény grafikonjahoz, hiszen
[f(@,y) — (fa,b) + O f(a,b) - (x —a) + Ozf(a,b) - (y —b))|
((z —a,y —b)|

lim
(z,y)—(a,b)
ahol a szamlaléban az f(x,y) és az érint6sik megfelel6 pontjanak tavolsdga szerepel.

15.2.3. Iranymenti derivalt, Lagrange-kozépértéktétel
15.20. Definicié. Legyen v = (vy, v9) € R? tetszéleges vektor. Az f: R? — R fiiggvény

e R.

(a,b) € int D(f) pontbeli v irdnyu irdnymenti derivdltja 1étezik, ha
fla+tv, b+ tvy) — f(a,b)
t

fla,b) +t-(v1,02)) = fla,b) _

3 lim
t
Ekkor a fenti hatarértéket nevezziik az f fiiggvény v irdnyu irdnymenti derivdltjanak

t—0
(a,b)-ben, és jeloljik: 0,f(a,b) (vagy D,f(a,b) vagy %(a, b)). Itt valdjaban arrdl van

sz0, hogy a t — f((a,b) +t- (v1,v9)) egyvaltozds fiiggvényt derivéljuk 0-ban.

Amennyiben |v| = 1, akkor 0,f(a,b) azt jelenti, hogy f-et megszoritjuk az (a,b)
ponton atmeno, v iranyvektori egyenesre, és a kapott egyvaltozés fiiggvény derivaljuk

t = 0-ban.
alf(a7 b) = a(O,I)f(av b)

15.21. Megjegyzés. A parcidlis derivéaltak val6jaban specidlis iranymenti derivaltak:
81f(a7 b) = a(1,0),][(6% b)7
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i

/,-\ t— f((a,b) + tv)

15.7. dbra. Iranymenti derivalt

15.22. Tétel. Ha egy f : R* — R fiiggvény differencidlhaté az (a,b) € int D(f) pontban,
akkor ebben a pontban létezik minden v = (v1,ve) irdny menti derivdltja 0, f (a, b), tovdbbd

avf(a7 b) = <f,<a7 b)v U) = <(81f(a7 b)? an(aa b)) ) (Ulv 'U2)>
= 81f(a, b) -V + agf(a, b) * Va.

Ugy is fogalmazhatunk, hogy Ouf(a,b) értéke nem mds, mint az f'(a,b) linedris leképezés
alkalmazva a v vektorra.

Bizonyitds. A bizonyitasban az egyszertiség kedvéért (a,b) helyett {rjunk a-t, (z,y) he-
lyett pedig x-et. Ekkor a [15.13] K&vetkezmény alapjan f differencialhatésaga a-ban azt
jelenti, hogy létezik olyan e fiiggvény, melyre

F(9 = f@)+ (f'@).x —a) +269 - [x—al, lime(x) =0.

—a
Irjunk x helyébe a + tv-t! Ekkor
fla+tv) = f(a)+ (f'(a),tv) + e(a+tv) - |t] - v|.
Mivel a skalaris szorzas linearis, ezért

fla+tv) - f(a)
t

Elvégezve a t — 0 hataratmenetet kapjuk, hogy
avf(a> = <f’(a),v>.

= (f'(a),v) £e(a+t-v)-|vl. (15.12)

292



15.23. Példa. Olyan fiiggvényre, amelynek minden v irdnyu derivéltja 1étezik a (0, 0)-
ban, de mégesak nem is folytonos a (0, 0)-ban.

Fe.y) I, hay=2? (z,9) # (0,0),
xr =
Y 0, kiilonben.

Koénnyen lathato, hogy a fiiggvényt barmely, az orgién atmend egyenesre megszoritva a
kapott egyvaltozds fiiggvény az origd egy kornyezetében azonosan 0, igy 9,f(0,0) = 0.

15.24. Definicié. Legyenek a = (ayj,as),b = (by,be) € R? pontok a sfkon. Az [a,b]
szakasz az

la,b] :={a+tb—a):te0,1]}={(1—-t)a+thb:te€[0,1]}
ponthalmaz. Hasonléan értelmezheté az (a, b) nyilt szakasz.

15.25. Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen az f : R? — R fiiggvény folytonos
az |a,b] szakaszon és differencidlhaté az (a,b) szakasz pontjaiban, a,b € R%. Ekkor

1. az F(t) == f(a+t(b—a)), t € [0,1] fiigguény differencidlhaté (0,1)-en és
F'(t)=(f'(a+t(b—a)),b—a), te(0,1);
2. létezik olyan c € [a,b] pont, melyre
f(0) = fla) = {f'(c),b—a) = Oif(c) - (b1 — ar) + Oaf(c) - (b2 — aa).

Bizonyitds. 1. Legyen t € (0, 1) rogzitve. Azt kell belatnunk, hogy

S lim F(t+h)—F(t)
h—0 h

= (f'(a+t(b—a)),b—a).

Definici6 szerint F(t +h) = f(a+ (t+h) - (b—a)) = f(a+t(b—a)+ h(b— a)). Legyen
a:=a+tb—a)€ la,b], v:=b—a. Ekkor a beldtandé allitas

fla+hv) — f(a)

Jlim - = (f'(a),v),

h—0
ami adddik a [15.22] Tételbol.
2. Az 1. pont jelolésével f(b) = F(1), f(a) = F(0). Mivel F folytonos [0, 1]-en és
differencialhat6 (0, 1)-en, ezért az egyvéltozds Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
létezik u € (0,1), melyre

F(1) - F(0)

£ = @) = = —

= F'(u) = (f'(a +u(b—a)),b—a)
az 1. pont alapjan. Ebb6l ¢ := a + u(b — a) € [a, b] jeloléssel kivetkezik az allités. ]

293



15.2.4. f:RP — R eset

A fentiek természetes médon altaldnosithatok a p valtozos esetre.

15.26. Definicié (Ld. linedris algebra). Az ¢ : R? — R (homogén) linedris figgvény, ha
day, ..., € R, hogy

€($>:Oé1'$1+"'+ap'xp7 x:(ml,...,xp)ERp-

(Itt a; = £(1,0,...,0),...,0p = £(0,...,0,1).) Mas sz6val, létezik egyértelmiien a =
(a1, ..., qp) € RPP egysoros matrix (vektor), melyre ¢(z) = (a, x).

15.27. Definicié. Legyen f : R? — R fiiggvény, a = (ai,...,a,) € intD(f). Azt
mondjuk, hogy f differencidlhato az a pontban, ha létezik olyan ¢ = ¢, : R? — R lineéris

fiiggvény, melyre
f(x) — fla) — l(z —a)

916133 |z — al =0
|}
i L (@) = fla) = Uz —a)] _

s 1z — a

)

flz) = fla) +4(x —a)+e(x) |z —al, ilgclls(a:) =0
Ekkor az ¢ linearis leképezést hivjuk az f fliggvény a pontbeli derivaltjanak.
15.28. Tétel. Ha f : RP — R differencidlhato a-ban, akkor folytonos is a-ban.
15.29. Tétel. A Definiciéban
Ux)=01f(a) - z1+---+0,f(a) - xp,
tehdt a derivalt egyértelm.

15.30. Definicié. Ha f differencialhato a-ban, akkor az

fl(a) == (Dif(a),...,8,f(a)) € R

vektort a fiiggvény a-beli derivdltvektordnak vagy gradiensének nevezziik, ami azonosit-

hat6 a derivélttal. Tovébbi jelolések: gradf(a), V f(a).

15.31. Tétel (Differencidlhatésag elégséges feltétele). Legyen f: RP — R fiigguény, a €
int D(f), és tegyiik fel, hogy a O f,...,0,f parcidlis derivdltfiggvények mind értelmezve
vannak az a pont eqy kornyezetében és folytonosak a-ban. Ekkor f differencidlhato a-ban.
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15.32. Definicié. Legyen a € int D(f) és f differencidlhat6 a-ban. Ekkor az f fiigguény
a pontbeli érintd hipersikja a

Tpy1 = f(a) + 01 f(a) - (1 —ar) + -+ 0pf(a) - (z, — ap)
egyenletii hipersik. Atrendezve,
0=201f(a)- (21— a1) + -+ 0pf(a) - (2p — ap) + (=1)(2p1 — f(a)),

tehdt az érint6 hipersik az RPT! tér egy (ay, . . ., ap, f(a)) ponton &tmend (0 f(a), ..., d,f(a), —1)
normalvektori hipersikja.

15.33. Definicid. Legyen v € RP tetszéleges vektor. Az f : RP — R fiiggvény a €
int D(f) pontbeli v irdnyt irdnymenti derivdltja 1étezik, ha

g flat )~ (@)

e R.
t—0 t

Ekkor a fenti hatarértéket nevezziik az f fiiggvény v irdnyd iranyment: derivdltjanak
a-ban, és jeloljiik: 0, f(a) (vagy D,f(a) vagy %(a)). Itt val6jaban arrél van szo, hogy a
t — f(a+ tv) egyvaltozés fliggvényt derivaljuk 0-ban.

15.34. Tétel. Ha egy f : RP — R figgvény differencidlhato az a € int D(f) pontban,
akkor ebben a pontban létezik minden v € RP irdny menti derivdltja 0, f(a), tovabbd

Ouf(a) = {(f'(a),v) = ((01f(a),...,0pf(a)), (v1,...,0p))
=01f(a)-vi+ -+ 0pf(a) vy

15.35. Definicié. Legyenek a,b € R? pontok a sikon. Az [a,b] (dltaldnositott) szakasz
az
la,b] :={a+tb—a):te]0,1]}={(1—-t)a+thb:te€[0,1]}

ponthalmaz. Hasonléan értelmezheté az (a, b) nyilt szakasz.

15.36. Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen az f : RP — R fiiggvény folytonos
az [a,b] szakaszon és differencidlhatd az (a,b) szakasz pontjaiban, a,b € RP. Ekkor

1. az F(t) :== f(a+t(b—a)), t € [0,1] figgvény differencidlhato (0,1)-en és
F(t) = (f'a+1(b—a),b—a), t€(0,1)
2. létezik olyan c € [a, b] pont, melyre

f(b) = fla) = {f'(c),b—a) = 0uf(c) - (by —ar) +--- + Opf(c) - (bp — ap).
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15.3. A Young-tétel

Egy f: R? — R fiiggvény mdasodrendii parcidlis derivaltjait az elsd, ill. masodik par-
cidlis derivaltfiiggvények tovabbi parcidlis derivaltjaibdl nyerjiik. A kévetkezd definiciot
az egyszerlség kedvéért derivaltfiiggvényekre, és nem pontbeli derivaltakra mondjuk ki.

15.37. Definicié. Tegyiik fel, hogy egy f : R?> — R parcidlis derivaltfiiggvényei is
parcidlisan derivalhaték mindkét valtozoé szerint. Ekkor f mdsodrendi parcidlis derivalt-
fligguényes:

onf:= 81((91f), O f = 31(a2f), O f = 82((91f), Onf = 32(82f).
Szokéasos jeldlések még: Dy, f, 02 f, stb.

Felmeriil a kérdés, hogy vajon O1of = 0O f teljesiil-e altaldban. Az aldbbi példa
mutatja, hogy nem.

15.38. Példa (G. Peano, 1858-1932 olasz matematikustél). A

2

_ Jaysa, (xy) #(0,0),
fle.y) = {0, (.y) = (0,0).

fiiggvény esetén 015 f(0,0) # 021 £(0,0). Ugyanis,

2202 2243
me_HZjQ + (zé_i_,gz)w (x,y) # (070)7

61 Z, =
fley) {o, () = (0,0)

1‘2—y2 . 4x3y2 0 O
a2f($,y) _ {Q?IQ_H/Q @ 1y2)2 (x,y) 75 ( , )7

(z,y) = (0,0).
Ebbél lathatd, hogy o1 f(0,y) = —vy, tehat 091 f(0,0) = —1, masrészt Oy f (z,0) = z,
tehat (912f(0, O) =1.

Young tétele elégséges feltételt ad arra, hogy mikor cserélhetd fel az egyes valtozok
szerinti derivalas sorrendje.

15.39. Tétel (Young). Ha az f : R? — R fiigguény O, f és Oof parcidlis derivdltfiiggué-
nyei értelmezve vannak az (a,b) € int D(f) pont egy kornyezetében és differencidlhatok
az (a,b) pontban, akkor

812f(a, b) = Gglf(a, b)

15.40. Lemma.

296



(a,b+h) (a+h,b+h)

15.8. abra. Young-tétel bizonyitasa

1. Ha a O f parcidlis derivdltfigguény értelmezve van az (a,b) € int D(f) pont egy
kornyezetében és differencidlhaté az (a,b) pontban, akkor

lim fla+h,b+h)— f(a+ h,b) — f(a,b+ h) + f(a,b)

h—0 h2

= Oo1f(a,b). (15.13)

2. Ha a Oof parcidlis derivdltfiigguény értelmezve van az (a,b) € int D(f) pont egy
kornyezetében és differencidlhaté az (a,b) pontban, akkor

lim fla+h,b+h) — f(a+ h,b) — f(a,b+ h) + f(a,b)

h—0 h2

= Oiaf(a,b). (15.14)
Bizonyitds. Az 1. pontot bizonyitjuk, a 2. teljesen hasonléan megy. A differencialhatésag
Kovetkezménybeli definicidjat felirva a 0, f fiiggvényre (a, b)-ben kapjuk, hogy
Oif(x,y) = 01f(a,b)+0u f(a,b)-(z—a)+0a f(a,b)-(y—b)+e(z, y) |(x—a, y—b)|, (15.15)
ahol lim, )0 €(,y) = 0. Rogzitett h > 0 esetén jeldlje
up(x) = f(x, b+ h) — f(z,b) (15.16)
egyvaltozos fiiggvényt. Ekkor a lemma allitdsaban szereplo kifejezésre
fla+h,b+h)— fla+ h,b) — f(a,b+h) + f(a,b) = up(a+ h) — us(a). (15.17)

Mivel f az els6 valtozoja szerint differencidlhaté (a,b) egy kornyezetében, ezért kis h
esetén wuy, is differencidlhaté az a pont egy kornyezetében. Alkalmazzuk egy ilyen uy-ra az
egyvaltozds Lagrange-kozépértéktételt [a, a + h]-n! Eszerint létezik o = a(h) € [a, a+ h],
melyre

up(a+h) —up(a) = up(a) - h = (01 f(a,b+ h) — O f(a, b)) - h (15.18)
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az uy, (15.16)) definicidja alapjan. Most irjuk fel a (15.15) egyenléséget (z,y) helyett
(a, b+ h)-raill. (o, b)-re! Ebbdl
O1f(a,b+h) =01 f(a,b) + 01 f(a,b) - (a« —a) + a1 f(a,b) - h+e(a, b+ h) - |(a — a, h)|;
O1f(a,b) =01 f(a,b) + 01 f(a,b) - (o« —a) + O f(a,b) - 0+e(a,b) - | — al.
(15.19)

Osszevetve a (15.17)), (15.18) és (15.19) egyenlSségeket kapjuk, hogy
fla+h,b+h) = fla+hb)— fla,b+h)+ f(a,b)  upla+h)—unla)

h? 72
O f(a,b4h) = 01 f(a,b)
- h
:821f(a,b)+€(oz,b+h).|(O‘_+h)|_€<a’b). |a;a|

Mivel |a — a| < h, ezért az utolsé két tagban a tortek korlatosak, h — 0 esetén a =
a(h) = a, igy lim(g ) (ap €(z,y) = 0 miatt limyge(a, b+ h) = lim,oe(a,b) = 0.
Ebbdl

lim fla+h,b+h) _f(a+};;2b) — fla,b+h) + f(a,b) _ O F(ab),

és ezt kellett belatnunk. O

Bizonyitds. (Young-tételé) Mivel a Young-tétel feltételei alapjéan a Lemma mindkét pont-
janak feltétele teljesiil, ezért sziikségképpen 012 f(a,b) = a1 f(a, b). O

15.41. Definicid. Legyen f differencidlhaté az (a,b) € R? pont egy kirnyezetében. Ha f
parcidlis derivaltfiiggvényei differencidlhatok az (a,b) pontban, akkor azt mondjuk, hogy
f kétszer differencidlhatd az (a,b) pontban.

A definiciébdl nyilvanvald, hogy ha f kétszer differencidlhato (a, b)-ben, akkor teljesiil
ra a Young-tétel.

15.4. A Taylor-polinom

A tovébbiakban az egyvéltozos fiiggvényekre megismert Taylor-polinom fogalmat (1d.
a Definiciét) dltalanositjuk tobbvaltozés esetre.

15.42. Definicié. Legyen az f : R? — R fiiggvény differencidlhaté az (a,b) € int D(f)
pontban. Ekkor az f fiiggvény (a, b) pontbeli elsé Taylor-polinomja

lej(a,b)(x’ y) = fla,b) + 01 f(a,b) - (x — a) + 02 f(a,b) - (y — b)

az a legfeljebb els6fokt polinomfiiggvény, melynek grafikonja az érintosik.
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A (15.6) képlet alapjan

o f@y) =T (@)
lim
(@y)=@d)  |(z—a,y— D)

=0,

amit ugy is mondhatunk, hogy az elsé Taylor-polinom elsérendben kizeliti f-et, mivel a
nevezében az (xr — a,y — b) vektor hosszdnak els6 hatvanya szerepel (ezt egyvaltozéban
is meggondoltuk, 1d. a (6.4) Weierstrass-féle formulat.

15.43. Definicié. Legyen az f : R? — R fiiggvény kétszer differencialhaté az (a,b) €
int D(f) pontban. Ekkor az f fiiggvény (a,b) pontbeli mésodik Taylor-polinomja

T oy (@,y) = f(a,b) + 01 f(a,b) - (x — a) + Daf (a,) - (y — b)+
- ; (011 f(a,b) - (¥ — a)* + Do f(a,b) - (x — a) - (y = b) + Draf(a,) - (x —a) - (y — D)
+05f(a,b) - (y — b)?)

egy legfeljebb mésodfoki polinomfiiggvény.

Jelilés Legyen az f : R? — R fiiggvény kétszer differencidlhaté az (a,b) € int D(f)
pontban. Jelolje d!f(a,b) : R? — R és d®f(a,b) : R? — R az alabbi (kétvéaltozds)
fiiggvényeket:

(dlf(aa b)) (xay) = alf(a?b) T+ 82f<a7 b) Y
(dzf(a, b)) (z,y) := O f(a,b) - 2° + Oo1 f(a,b) -z -y + O1af(a,b) - & -y + Oaaf(a, b) - y°
= O f(a,b) - 2® +205 f(a,b) -z -y + O f(a,b) - >

Ezzel a jeloléssel

T (o (@,y) = f(a,b) + (A" f(a,0))(z — a,y — b) + %(de(a, b))z —a,y—b) (15.20)

Ez nagyon hasonlit az f : R — R fiiggvények mésodik Taylor-polinomjanak alakjahoz,
ami

! 1 14
T} (@) = f(a) + f'(a) - (x = a) + 5 f"(a) - (# — 0)*.
15.44. Tétel.
T{(a,b) (CL7 b) = f(a7 b); aiTZJj(a,b) (CL, b) = 81'](.(&, b), 8ijTQJi(a’b) (CL, b) = aijf(a7 b), Z,j — 17 2.

Tovdbba, ha p olyan legfeljebb mdsodfoki polinomfiigguény, melyre a fentiek teljesiilnek,

akkor p = TQf(a b)-
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Bizonyitds. A tétel elsé része egyszert szamoldassal ellendrizhetd. A masodik részt nem
bizonyitjuk. O]

A kovetkezo tétel az egyvaltozos Kovetkezmény megfeleloje.

15.45. Tétel. Legyen az f : R? — R fiigguény kétszer differencidlhatd az (a,b) € int D(f)
pontban. Ekkor

1.
. f(f,(], y) - TQ{(QJ)) (I7 y)
lim 2
(@y) @b |z —a,y—Db)|

—0; (15.21)

2. Ha p olyan legfeljebb mdsodfoki polinomfiigguény, melyre (15.21) teljesiil, akkor
f
P=T5 0

Bizonyitds. Az 1. pontot bizonyitjuk, a 2-t nem. Jelolje g(z,v) := f(z,y) — TZf(a ) (z,y).
A [15.44] Tétel szerint

g(a,b) =0, 0;9(a,b) =0, 0;;9(a,b) =0, 1,j=1,2. (15.22)

Mivel f és T2f (ab) differencidlhato az (a, b) egy kornyezetében, igy g is. Legyen (z,y) ebbél
a kornyezetbdl, és alkalmazzuk g-re a [15.25| Lagrange-kozépértéktételt az [(a,b), (z,y)]
szakaszon! Eszerint 1étezik ¢ = (c1, ¢2) € [(a,b), (z,y)], melyre

9(z,y) = g(x,y) — g(a,b) = dig(c) - (x — a) + dag(c) - (y — b). (15.23)

Mivel f kétszer differencidlhaté (a, b)-ben, Tzf (ap) Pedig akdrhdnyszor differencidlhaté a
sikon (hiszen polinom), ezért g is kétszer differencidlhaté (a, b)-ben. Definicié szerint és
(115.22) alapjan

dig(x,y) = dig(a,b) + Ong(a,b) -
=ei(z,y) - |(x —a,y —b
dag(w,y) = dag(a,b) + O12g(a,b) -
= ez, y) - |(x —a,y —b

(I’— CL) _'_8219(@7[)) : (y_b> +81(£C,y) : |(:c—a,y—b)]
)|
(z —a) + Oxg(a,b) - (y = b) + e2(,y) - [(z — a,y — b)|
)

Ezeket felirva (z,y) helyett ¢ = (¢, c2)-re kapjuk, hogy
dig(c) =ei(e) - [(e1 —a,c2 = b)],  Dagle) = ea(c) - |(c1 — a,c2 — b)].
A kapott kifejezéseket a ((15.23]) egyenléségbe helyettesitve

g(z,y) = e1(c) - [(c1 — a,ca = )| - (x — a) +ea(c) - [(er — a,c2 = b)| - (y — D).
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A ¢ pont vélasztdsa miatt (x,y) — (a,b) esetén ¢ = (¢1,¢2) — (a,b). Tovdbba, nyilvan
(e — a2 — ) < |z — a,y— B)], [z — al < |(z—a,y — b)| & Jy— bl < |(z — a5 — ).
Ezek alapjan

Sy =T (@) . g(z,y)
lim 7 = 1 2
(@y)—@ad) |(x —a,y—Db)] (@y)—~(ab) [(x —a,y — b)|
: |(c1 —a,co —b)|- (x —a) I(cl—a702—b)|~(y—b))
= lim ei(e) - + e9(c) -
(x,y)—>(a,b)( 1(¢) ((z —a,y —b)J? 2(¢) ((x —a,y —b)?
=0,

mivel az utolsé két tagban a tortek korlatosak és lim, y)—(ap) €1(2, ¥) = Im(g ) (ap) €2(2, ¥) =
0. O

15.46. Példa. Szamitsuk ki az f(x,y) := cos(z?+y) képlettel definidlt fiiggvény mésodik
Taylor-polinomjat a (0, 0)-ban, és alkalmazzuk ra a [15.45| Tételt!
Mivel

O f(x,y) = —2xsin(z® +y), Of(r,y) = —sin(z®+y),
tovabba
O f(z,y) = —2sin(z” + y) — 4a® cos(z* + y),
Oraf(z,y) = a1 f(x,y) = —2x cos(z® + ), Oaaf(r,y) = — cos(z® + ¥),
ezért

01f(0,0) = 02f(0,0) = 91,1.f(0,0) = 012f(0,0) = 92,1£(0,0) = 0,022 f(0,0) = —1,

f(0,0) =1.
lgy
T 0 (.) = £(0.0) + (@ F(0.0)(w.9) + 5, (@£(0.0)(w.9) = 1 — "
A Tétel szerint pedig |

, cos(z? +y) — 1+ 9>
lim =

0.
(@,9)—(0,0) x? + 32

15.5. Lokalis szélsoérték

15.5.1. Lokalis széls6érték és parcialis derivalt

15.47. Definicié. Az f : R? — R fiiggvénynek lokdlis minimuma, ill. mazimuma (lokdlis
szélséértéke) van az (a,b) € int D(f) pontban, ha (a,b)-nek létezik olyan U = B((a, b), )
kornyezete, hogy

f(x,y) > fla,b), ill. f(z,y) < f(a,b) V(x,y) € U.
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Ekkor az f(a,b) € R szdm az f lokdlis minimuma, ill. mazimuma (a,b)-ben.
Ha

f(a,y) > fla,b), il f(x,y) < fla,b) V(z,y) € U\{(a,0)}

teljesiil, akkor f-nek szigori lokdlis minimuma, ill. mazimuma (szigori lokdlis szélsGér-
téke) van (a,b)-ben.

15.9. abra. Lokéalis maximum

15.48. Tétel (Lokalis szélséérték sziikséges feltétele). Ha az f : R* — R fiiggvénynek
az (a,b) € int D(f) pontban lokdlis szélséértéke van, és léteznek a parcidlis derivdltjai
(a,b)-ben, akkor

o f(a,b) = daf(a,b) = 0.

Bizonyitds. Kénnyen ldthat6, hogy ha az f : R* — R fiiggvénynek az (a,b) € int D(f)
pontban lokélis szélséértéke van, akkor az x — f(z,b), ill. y — f(a,y) egyvéltozds
fiiggvényeknek is lokélis széls6értéke van a-ban ill. b-ben. Az allitds a [15.1] és a [15.2]
Definiciékbdl, valamint az egyvaltozds differencidlszamitas keretében tanultakbdl adodik
(1d. a[6.30] Tételt). O

15.49. Példa. Az f(x,y) = sgn(zy) figgvényre 91 f(0,0) = 02f(0,0) = 0 (hiszen az
z +— f(x,0) és az y — f(0,y) fuggvények azonosan 0-k), mégsincs lokalis széls6értéke
(0,0)-ban.

15.50. Példa. Az f(x,y) = y* —2? (nyeregfeliilet) fiiggvényre 9, f(0,0) = 9, £(0,0) = 0,
mégsines lokélis szélséértéke (0,0)-ban. Ugyanis, konnyen lathatd, hogy a fiiggvény a
(0,0) pont (origd) tetszéleges kornyezetében felvesz pozitiv és negativ értékeket is.
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15.10. dbra. f(x,y) = y* — 2*

15.51. Tétel. Legyen f az A korldtos és zart halmazon értelmezett folytonos fligguény,
és tegyiik fel, hogy f-nek léteznek a parcidlis derivdltjai int A pontjaiban. Ekkor f-nek
van legkisebb és legnagyobb értéke, és ezeket vagy OA-n veszi fel, vagy int A egy olyan
pontjaban, ahol Oy f(a,b) = 0yf(a,b) = 0.

Bizonyitds. Lattuk (1d. a|11.14 Altalanositott Weierstrass-tétel), hogy f-nek van legki-
sebb és legnagyobb értéke A-n. A tétel igy a [15.48| Tételbol adodik. m

15.5.2. Kétszer differencialhaté fiiggvény lokalis szélsGértéke, kon-
vexitasa

A tovabbiakban célunk, hogy — az egyvaltozos esethez hasonléan — elégséges feltételt
adjunk kétszer differencialhaté fiiggvények lokélis szélsoértékének létezésére ill. konvexi-
tasara. Ehhez sziikségiink lesz a kvadratikus alak fogalmara.

15.52. Definicié. Legyen ¢ : R? — R polinom. Azt mondjuk, hogy ¢ kvadratikus alak,
ha
q(z,y) = cna® + cnay + oy + casy’. (15.24)

15.53. Megjegyzés. A q kvadratikus alak ugynevezett mdasodfoki homogén fliggvény, azaz
q(tz, ty) = t*q(z,y), teR.
15.54. Példa. Kvadratikus alakra: f kétszer differencidlhaté (a,b)-ben, ¢ = d?f(a, b)

(@*f(a,b)) (z,y) = o1 f(a,b)-x>+0 f(a,b)-x-y+0i2f(a,b)-z-y+0a f(a,b)-y*. (15.25)

303



15.55. Definicié. Egy ¢ : R? — R kvadratikus alak pozitiv, ill. negativ definit, ha min-
den (z,y) € R*\ {(0,0)} esetén ¢(x,y) > 0, ill. ¢(z,y) < 0. A kvadratikus alakot pozitiv,
ill. negativ szemidefinitnek hivjuk, ha az elébbiekben egyenldség is meg van engedve. Egy
q : R? — R kvadratikus alak indefinit, ha felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

15.56. Példa. Pozitiv definit kvadratikus alak: q(z,y) = 2?4+ y?*, negativ definit kvadra-
tikus alak: ¢(z,y) = —x? —y?, pozitiv szemidefinit kvadratikus alak: ¢(z,y) = z?%, negativ
szemidefinit kvadratikus alak: ¢(z,y) = —2?, indefinit kvadratikus alak: q(x,y) = y*— 2%
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15.12. 4bra. Indefinit kvadratikus alak, q(z,y) = y* — 2*
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15.57. Megjegyzés. A fenti definicioban a feltételek teljesiilését elég egy abszolut értéki
(hosszti) (z,y) € R? vektorokra megkovetelni (a homogenitds miatt).

Tovabb4, linearis algebrabdl ismeretes, hogy egy q kvadratikus alak definitsége a ([15.24))
egyenletben szerepld egyiitthatokbol képezett szimmetrikus

O c11 61245621
T c12+c
122 21 Coo

matrix definitségével egyezik meg. Mivel C' jelen esetben 2 x 2 matrix, ezért a kovetkezok
érvényesek. Ha det C' > 0 és ¢y > 0, akkor C' pozitiv definit, ha det C' > 0 és ¢1; < 0,
akkor C' negativ definit. Ha det C' = 0, akkor C' (pozitiv vagy negativ) szemidefinit, ha
det C' < 0, akkor C' indefinit. (A det C' > 0, ¢;; = 0 eset nem fordulhat el6.)

Az alédbbi tétel arrdl szdl, hogy ha egy fiiggvény kétszer differencialhaté (a,b)-ben,
akkor a d?f(a,b) kvadratikus alak definitsége hasonlé szerepet jatszik a lokélis széls6ér-
ték létezésében, mint egyvaltozos fiiggvények esetén az adott pontbeli masodik derivalt
elojele.

15.58. Tétel (Lokalis szélséérték 1étezése). Legyen f: R?* — R kétszer differencidlhatd
az (a,b) € int D(f) pontban, és tegyiik fel, hogy Oy f(a,b) = 02 f(a,b) = 0.

1. Ha f-nek (a,b)-ben lokdlis minimuma, ill. mazimuma van, akkor a eqyen-
I6ségben definidlt d*f(a,b) kvadratikus alak pozitiv, ill. negativ szemidefinit.

2. Ha a egyenlbségben definidlt d° f(a,b) kvadratikus alak pozitiv, ill. negativ
definit, akkor f-nek (szigori) lokdlis minimuma, ill. mazimuma van (a,b)-ben.

3. Ha a d®f(a,b) kvadratikus alak indefinit, akkor f-nek nincs lokdlis szélséértéke
(a, b)-ben.

Bizonyitds. A bizonyitas soran az egyszeriség kedvéért (a, b) helyett a-t, (z, y) helyett pe-
dig x-et frunk. Mindkét pont bizonyitasa a (|15.21]) Taylor-formulan alapul, mely a ({15.20)
jelolés valamint a 0, f(a, b) = 0o f(a,b) = 0 feltétel felhasznalasaval az aldbbi alakot 6lti:

o (@) = f(@) = 3@ = a)

z—a ’q; — a’Q

= 0. (15.26)

Mindkét pontban a lokalis minimum esetét bizonyitjuk, a lokalis maximum esete hason-
l6an megy.

1. Indirekt tegyiik fel, hogy d?f(a) nem pozitiv szemidefinit, tehat taldlhaté olyan
zo € R?, 1| = 1 vektor, melyre d?f(a)(xo) < 0. Legyen

_d*f(a)(zo)
g = —T > 0.
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A ([15.26]) hatérérték alapjan e-hoz létezik d; > 0, hogy ha 0 < |z — a| < ¢y, akkor

|£(z) — f(a)’x—_%;i;f(a)(ﬂﬁ —9| ___ _% (15.27)

Masrészt, mivel f-nek a-ban lokalis minimuma van, ezért 1étezik olyan d5 > 0, hogy ha
|z — a] < dy, akkor f(x) > f(a). Legyen ¢ := min{d;, da} és 0 < ¢t < ¢ tetsz6leges. Ekkor
az x = a+t-xy pontra |[x —a| =t < 0 teljesiil. Erre felirva a egyenlOtlenséget
kapjuk, hogy

Flatt-0) = Fla) = 2 f(a)(t-a)| < - LLOE)
Ebbdl, felhasznélva a Megjegyzést,
fla+t-z9) — fla) < tZ%de(a)(xg) - w =0,

ami ellentmond f(a +t- x¢) > f(a)-nak.

2. Tegyiik fel, hogy a d?f(a) kvadratikus alak pozitiv definit. Mivel d®f(a) egy (két-
véltozds) polinom, gy folytonos az egész sikon, ezért az (altaldanositott) Weierstrass-tétel
szerint az

S:={zeR®:|z| =1}
kompakt halmazon van minimuma — ez legyen m := ming d?f(a) > 0, a feltétel alapjdn.
A hatarérték alapjan e := %-hoz létezik olyan 0 > 0, hogy ha 0 < |z —a| < 4,

akkor
J@) S s m
|z — al? 27
amibol )
—f(@) + fla) < 5 - |a = af = Sd* (@)@ — ).

A [15.53] Megjegyzés felhasznédlasaval, m definicija szerint

@)= a) = b= ) (E5) 2l ol

|z —al

fgy
1 1
F) S < el - S @) ) < T e L e—a =0,

vagyis ha 0 < |z — a| < 0, akkor f(a) < f(x), tehdt f-nek szigori lokdlis minimuma van
a-ban.

3. Ez az 1. pontbdl rogtén adodik. m
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15.59. Megjegyzés. A [15.57 Megjegyzés alapjan d?f(a, b) definitsége eldénthetd a

( 811f((1,b) 821f((1,b) )
812f<a, b) 822f(a, b)

(a feltételek alapjan szimmetrikus) matrix definitségébdl.

15.60. Megjegyzés. A fenti tétel egyik allitdsa sem megfordithaté! (Ld. egyvaltozds eset.)

Térjiink most ra a konvexitasra!

15.61. Definicié. Azt mondjuk, hogy a G C R? halmaz konver, ha minden olyan sza-
kaszt tartalmaz, melynek végpontjai G-ben vannak.

15.62. Definicié. Az f : R? — R fiiggvény konvezr (konkdv) a G C D(f) konvex
halmazon, ha minden x1,zy € G esetén az egyvaltozés t — f(1 — t)xy + txy) fliggvény
konvex (konkdv) [0, 1]-en, vagyis minden xy,xo € G esetén

JUU =)y + tag) < (Z)(1 = 1) f(21) + tf(22), Vi €[0,1].

Szemléletesen: f tetszéleges szakaszra megszoritva konvex (konkav).

o
e
",gp/o

&
8

\“-.\‘
L

L

15.13. dbra. Kétvaltozds konvex fiiggvény, f(z,y) = 22 + >

A kovetkezd tétel az egyvaltozds Tétel dltaldnositasa.

15.63. Tétel. Legyen f : R? — R kétszer differencidlhaté a G C D(f) konvexr nyilt
halmazon. Az f fiigguény akkor és csak akkor konvex (konkdv) G-n, ha minden (a,b) € G
esetén a d%f(a,b) kvadratikus alak pozitiv (negativ) szemidefinit.

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk — a [15.58| Tétel bizonyitasaban hasznélt technikak felhasz-
nalasaval igazolhato. O
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15.6. f: R’ — R eset

Az eddigiekben térgyaltak megfeleléen altaldnosithatok R? helyett RP-re (p > 2).
Ezek koziil az aldbbiakban a Taylor-polinommal kapcsolatosak altaldnositasardl lesz szo.

15.64. Definicié. Egy f : R? — R fiiggvény a € int D(f) pontbeli k-adrendii 0;, ;, f(a),
1 < iy, ... 0k < p (k> 2) parcidlis derivaltjai ugy kaphatdk, hogy a k — l-edrendii

Oiyin > 1 <'iq,..., 1,1 < p parcidlis derivaltfiiggvényeket derivaljuk valamelyik val-
tozd szerint a-ban.

Egy f: RP — R fiiggvény a pontbeli kétszeres differencialhatosiagat ugyanigy defi-
nidljuk, mint p = 2 esetben (differencidlhaté a egy kornyezetében, és minden parcidlis
derivaltja differencidlhaté a-ban.)

15.65. Definicié. Egy f : R? — R fliggvényrol azt mondjuk, hogy k-szor differenci-
dlhatd az a € int D(f) (k > 3) pontban, ha k — 1-szer differencidlhaté az a pont egy
kornyezetében, tovabba minden k — 1-edrendii parcialis derivaltja differencialhaté a-ban.

15.66. Tétel. Ha az f : R? — R fiigguény n-szer differencidlhato a-ban, akkor tetszéleges
1 <iy,...,1, < p indexek esetén

0., f (@) = 0,5, f (a),
ahol ji,...,Jn GZ 11, ..., 0, indexek eqy permutdcidja.

Bizonyitas. Tetszoleges permutaciébdl eljuthatunk egy mésikba egymas melletti indexek
felcseréléseivel, igy az allitas a [15.39] Young-tételbol kovetkezik. O]

15.67. Definicié. Legyen az f : R? — R fiiggvény n-szer differencialhaté a-ban. Ekkor
az [ fuggvény a pont korili n-edik Taylor-polinomja

Tf = + Z 0; f 2| Z 82112f le ail)(xiQ - ai2>

i1,i9=1

Z Oiyoin, f(a) + (i, — ay)) - (2, —a;,), x€RP

T i1.in=1

legfeljebb n-edfokd polinomfiiggvény. Bevezetve a

k
(d E a11 lk C Ly Ty
’l,

Lap=1

jelolést, a Taylor-polinom az alabbi alakba irhato:
1 1
Tla(z) = f(a) + (A f(a) (@ = a) + G (*f(@)(x — @) + -+ + —(d"f(a))(z — a).
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Itt d* f(a) az igynevezett k-adik differencidl. Ez egy k-adfokd homogén polinom, azaz

(d*f(a)(tz) = t*(d" f(a))(x), x€RP.
15.68. Tétel (Taylor-fomula Lagrange-maradéktaggal). Legyen az f : RP — R fiigguény
n + 1-szer differencialhato az [a, x| szakasz pontjaiban, a,z € int D(f). Ekkor van olyan
¢ € |a,x] pont, melyre

F(a) = Tho(@) + e () — ).

(n+1)

Ennek segitségével igazolhato az alabbi altalanos tétel, mely szerint f n-edik Taylor-
polinomja n-edrendben kozeliti f-et az a pont kérnyezetében.

15.69. Tétel. Legyen az f : RP — R fiiggvény n-szer differencidlhaté az a € int D(f)
pontban. Ekkor

1.

2. Ha p olyan legfeljebb n-edfoki polinomfiigguény, melyre (15.21)) teljestil, akkor p =
T! .

Ez a tétel a Kovetkezmény p véltozos megfeleléje.
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16. fejezet

Tobbvaltozos differencialszamitas 11.

16.1. f: R’ — R? fiiggvények differencialhatésaga
Felidézziik a koordindtafiiggvény [11] Fejezetben szerepld definici6jét.

16.1. Definicié. Legyen f: RP — R, i € {1,...,q}. Az [ figgvény i-edik koordindta-
fligguénye

fi:RP =R, fi(z) = [f(x)l;, =eD(f),
ahol [f(x)]; € R jeloli az f(z) € RY vektor i-edik koordinatéjat. Igy f = (f1,. .., fa)-

16.2. Definicié (Ld. linedris algebra). Az ¢ : RP — R? linedris leképezés, ha €(x +y) =
Ux) 4+ L(y) és L(A-x) = X - l(x) teljestil minden z,y € RP; A € R esetén.

Ismeretes, hogy ha az RP és R? vektortereket a szokasos bazissal latjuk el, akkor
minden ¢ linedris leképezéshez egyértelmiien hozzarendelhetd egy A = (a;j)qxp ¢ X p-€S
matrix, melyre ¢(x) = A - x minden x € RP-re, tehdt A-t a tovabbiakban azonosithatjuk
l-el. Az A matrix i-edik sordban éppen az A; : R? — R, A;(x) = anxy + - -+ + aipzy -
edik koordinatafiiggvény (egy linedris fiiggvény) egyiitthat6i dllnak. Az A matrix j-edik
oszlopaban pedig éppen az A(ej) € R?, e; = (0,...,1,0,...) € RP j-edik bazisvektor
képének koordinatai allnak.

16.3. Definicié. Legyen f : R? — RY fliggvény, a € int D(f). Azt mondjuk, hogy f
differencidlhaté az a pontban, ha létezik olyan A : RP — R? linedris leképezés (azaz
q X p-es matrix), melyre

f(x) = f(a) = A(z — a)

lim - = Ops (16.1)
r
ii_rf}z |f(ZL‘) — f|(;L)__a“’4(m - a)l -0 (162)

310



0

flz) = fla) + A(x —a) +e(z) - |x —al, lime(z) = Ora (16.3)

r—a

Ekkor az A linedris leképezést (vagy a vele azonositott métrixot) nevezziik az f fiiggvény
a pontbeli derivdltjanak.

16.4. Tétel. Az f : RP — RY fiigguény akkor és csak akkor differencidlhato az a €
int D(f) pontban, ha f minden f; (i € {1,...,q}) koordindtafiggvénye differencidlhato
a-ban. Ekkor a kifejezésben szerepld A € RTP mdtriz (i, j)-edik eleme 0; fi(a),
1=1,...,q9, 7 =1,...,p, vagyis

o fila) Ovfi(a) ... Opfi(a)

(16.4)
Nfgla) Oafgla) ... Opfyla)
Bizonyitds. Vilagos, hogy a (|16.1]) hatarértékben

i J@ =@ =A@ =) i) = fila) = Aile =

9 _0eRVi=1.... .4
T—a |.§C — a| T—a ’SL’ - a”

Mivel A linearitasa esetén A; linearis, ill. megforditva, ha A; linedris minden ¢-re, akkor a
beloliik mint koordinatafiiggvényekbol képezett A fliggvény is linedris, a tétel els6 részét
a Definicié alapjan belattuk.

Szintén a fenti ekvivalencia alapjan kapjuk, hogy a matrix alakja sziikségképpen
, hiszen a Tétel szerint az egyes A; koordinatafiiggvényeket meghatarozo
egyiitthaték éppen (0, fi(a), ..., 0,fi(a)). O

16.5. Kévetkezmény. Ha az f : RP — R? fiigguény differencidlhatd az a € int D(f)
pontban, akkor a kifejezésben szerepld A mdtrix eqyértelmd, (16.4) alakd, és neve:

az [ fiigguény a pontbeli Jacobi-métrixa. Jeldlés: A = f'(a).
16.6. Tétel.
1. Ha f differencidlhato a-ban, akkor f folytonos a-ban.

2. Ha minden ¢ = 1,...,q, 7 = 1,...,p, esetén a 0;f; parcidlis derivdltfiiggvények
léteznek a eqy kirnyezetében és folytonosak a-ban, akkor f differencidlhato a-ban.

Bizonyitds. 1. A[16.4]'Tétel szerint minden f; koordindtafiiggvény differencidlhat6 a-ban,
igy a|15.28 Tétel alapjan folytonos is a-ban. A [L1.10| Allitas szerint ekkor f folytonos
a-ban.

2. A [15.31] Tételbdl kovetkezik, hogy minden f; koordinatafiiggvény differencidlhatéd
a-ban, igy a[16.4] Tétel alapjan nyerjiik az allitast. m
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16.2. Differencialasi szabalyok

A kovetkezé allitas annak az altaldnositasa, hogy egyvaltozds esetben a linearis (a-id)
fiiggvények derivaltja konstans.

16.7. Allitas. Ha f:RP — R? egy linedris leképezés, a hozzd tartozé mdtrix A, akkor
f minden x € RP pontban differencidlhatd, és f'(x) = A, x € RP.

Bizonyitds. Egyszertien kovetkezik abbdl, hogy
@) = f@) = A= o) _ | JAG) = Afa) - Al — o) 0

= lim = lim =
ra |z — al ra |z — al z=a | — al

0.

]

16.8. Tétel. Ha az f,g : R? — R fiigguények differencidlhatok az a € int D(f)Nint D(g)
pontban, akkor f+ g és X f (A € R) is differencidlhaté a-ban, és

(f +9)(a) = f(a) +4'(a), (X [f)(a)=A-[f(a).
Bizonyitds. Konnyen ellenorizhetd a differencialhatésag definicidjabdl. m

16.9. Tétel (Kompozicitfiiggvény differencidlhatésaga). Legyen g : RP — R? differenci-
dlhatd az a € int D(g) pontban, f: RY — R® differencidlhaté a g(a) € int D(f) pontban.
Ekkor f o g differencidlhatd az a € int D(f o g) pontban, és

(f 0 9)(a) = f'(9(a)) - 4'(a).

A jobb oldalon eqy s X q-as és eqy q X p-es mdtrixz szorzata dll, ami eqy s X q-as mdtriz,
és a bal oldalon s eqy ilyen tipusid mdtriz van. A szorzat a megfeleld linedris leképezések
kompoziciojaval azonosithato.

16.10. Lemma. Minden A : R? — RY linedris leképezéshez taldlhaté olyan K € R*
szam, melyre

[A(z) = Ay)| = [Ale —y)| < K- [z —y|, =,y R
Bizonyitas. Pl. K = />, i a%j megfeleld, egyszerii szamolassal ellendrizheto. O]

Bizonyitds. (Tételé) A bizonyitds az egyvaltozés eset mintdjdra torténik, 1d. a [6.20] Té-
telt. Jelolje A := ¢'(a), B := f'(g(a)). Ekkor a differencidlhatdsdg (|16.3) definicidja
alapjan léteznek olyan e és n fiiggvények, hogy

g(x) =g(a) + A(x — a) + &(x) - |z — al, (16.5)
fy) = f(g(a)) + By — g(a)) +n(y) - [y — g(a), (16.6)
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és lim,_,,e(z) = 0, lim, 40y n(y) = n(g9(a)) = 0 (n folytonosséga is feltehetd). Mivel g
differencialhat6, ezért folytonos is a-ban, igy 1étezik olyan § > 0, hogy ha |z—a| < 4, akkor
g(z) € D(f) (itt kihasznéltuk, hogy g(a) € int D(f)), tehat a € int D(fog) teljesiil. Illyen

z-ekre tehdt y = g(x) helyettesithet6 a (16.6) egyenldségben, igy felhasznalva a ((16.5))
egyenloséget, kapjuk

F(9(x)) = f(9(a)) + B (A(x — a) + () - |+ = al) + n(g(2)) - |9(x) - g(a)|
= f(g(a)) + (B o A)(z — a) + B(e(x)) - |z — al +1(g(2)) - [A(z — @) + () - | — al].

ahol kihaszndltuk a B linearitasat. Ahhoz, hogy (f o g)'(a) 1étezik és B o A-val egyenld,
elég belatni, hogy

r(z) = Ble(x)) - |z — al +1(g(x)) - [A(z — a) + &(2) - |x — a]
jeloléssel létezik olyan 0 fiiggvény, melyre

Ir(z)| < 0(x) |z —al és limO(x) = 0.

T—a

A Lemma alapjan létezik olyan K > 0, melyre |A(z — a)| < K - |z — al, igy
r(@)] < (IB(e())] + [n(g(2))] - (K + [e(@)]) - |& — a| := () - [z —al.

Ha 2 — a, akkor e(z) — 0, és mivel B linedris, igy folytonos is, ezért B(e(z)) — B(0) =
0. Felhaszndlva g folytonossagat a-ban és a lim,_.q) n(y) = n(g(a)) = 0 Osszefiiggést
kapjuk, hogy lim,,,n(g(z)) = 0. Ebbdl lim,,,0(z) = 0 kovetkezik, és ezt akartuk
belatni. ]

16.11. Kovetkezmény. Legyen g : RP — RY differencidlhatd az a € int D(g) pontban,
f:R?— R (s =1 eset) differencidlhato a g(a) € int D(f) pontban. Ekkor ' = fog (ahol
F(z) = f(g:1(z),...,94(x)), z € D(f o g)) differencidlhaté a-ban, és minden j =1,....p

esetén
q

0;F(a) =) (0:1)(g(a)) - ;g:(a).

i=1
Ez a képlet kénnyebben megjegyezhetd, ha f vdltozdit yi, . .., yq-val jeloljik, és g1, ..., gq
helyett is yu, . .., y,-t irunk. Ezzel a jeldléssel a fenti képlet a kovetkezd alakot olti:

OF _ of Oy Of  Oya of '%

___.__|__._+...+ ,
Oxr; Oy1 Ox; Oy Oz 0y, Ox;
amelyet szokds lancszabdlynak is nevezni.

16.12. Kovetkezmény. Ha f,g : R? — R (¢ = 1) fiiggvények differencialhatok az
a € intD(f) Nint D(g) pontban, akkor f - g és g(a) # 0 esetén 5 is differencidlhato
a-ban.
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Bizonyitds. Legyen T : RP — R? T(z) := (f(x),g(x)), valamint ¢ : R* = R, ¢(z,y) :=
x - y. Vildgos, hogy f-g= poT. Mivel T koordinatafiiggvényei f és g differencialhatok
a-ban, igy a[16.4] Tétel szerint T is az. Ezenkiviil ¢ differencidlhatésaga kovetkezik abbol,
hogy polinom. Ezért a Tétel alapjan f - ¢ is differencialhato.

Az § esetében p(z,y) := i—t kell valasztani, amely raciondlis tortfiiggvény lévén az
y # 0 halmazon differencialhato. Az éllitas az el6bbihez hasonléan adddik. m

16.3. Integraltranszformacio

Térjiink most vissza a tobbvaltozds integralszamitashoz! A Jacobi-métrix segitségével
altalanosithatjuk az egyvaltozos helyettesitéses integralasrol tanultakat. Ehhez sziiksé-
giink lesz az alabbi tételre a Jordan-mérték és a linedris leképezések kapcsolatarol.

16.13. Tétel. Legyen H C RP mérhets, A : RP — RP linedris leképezés. Ekkor A(H)
(vagyis a H halmaz A leképezéssel vett képe) is mérhetd, és

m(A(H)) =m(H) - | det A|.
A bizonyitashoz gondoljuk meg elészor a kovetkezd allitast.

16.14. Lemma. Ha H = [0,1] x [0,1] egységnégyzet, A : RP — RP linedris leképezés,
akkor
m(A(H)) = | det Al.

(a,b)

1 x T

m(A([0,1] x [0,1])) = |ad — be| = |det A

16.1. dbra. Egységnégyzet linearis transzformécidjanak teriilete

Bizonyitds. Ha a paralelogramma (hegyes)szogét « jeloli, akkor teriilete
[(a,0)] - [(c,d)| - sinv = [(a, b)] - |(c, d)| - V1 — cos®
= V(@ b)]> - [(c.d)]> = [{(a,b), (c.d))[? = |ad — be| = | det A].
O
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16.15. Kovetkezmény. Ha H C RP tetszoleges, koordindtatengelyekkel parhuzamos
oldali négyzet, A : RP — RP [linedris leképezés, akkor

m(A(H)) = m(H) - | det AJ.

Bizonyitds. Kovetkezik a fenti lemmabdl, valamint abbdl, hogy a Jordan-mérték additiv
és eltolasinvaridns, 1d. a[I2] Fejezetet. O

P B
\
/

NL_L N

H C R2 mérhetd

16.2. abra. Linearis leképezés és teriilet

Bizonyitds. (Tételé) Tekintsiik a dbrat! Készitsiik el a[12 Fejezetben ldtott médon
adott n-re a H C R? halmazhoz tartozé H,, és H, halmazokat. A [16.15| Kévetkezmény
alapjan az ezen halmazokat alkoté négyzetek A-val vett képei paralelogrammak, melyek
teriilete 55| det A|. A Jordan-mérték tulajdonsdgai és a[16.15 Kovetkezmény alapjén ezért

m(A(H,)) =m(H,) -|det A és m(A(H,)) = m(H,) - |det A|.
Tovabbé,
m(H,) - [det Al = m(A(H,)) = m(A(H,)) < m(A(H)) (16.7a)
<m(A(H)) <m(A(H,)) = m(A(H,)) = m(H,) - | det A|.  (16.7b)

)
Mivel H mérhetd, ezért n — oo esetén m(H,) — m(H) és m(H,) — m(H). Tehat
n — oo esetén a ((16.7)) egyenldtlenségsorozat két vége ugyanoda tart, igy

-+
N

m(A(H)) = m(A(H)),
vagyis A(H) mérhetd. Tovabbd, szintén a ((16.7) alapjan
m(A(H)) = m(H) - | det A],

és ezt akartuk belatni. O
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Most ratériink az toébbvaltozos helyettesitéses integrdlasra, vagyis az integraltransz-
formaciora.

16.16. Definici6. Az f : R? — R? fiiggvény folytonosan differencidlhaté az a € int D(f)
pontban, ha f differencidlhaté az a pont egy kornyezetében, és koordinatafiiggvényeinek
parcialis derivaltjai folytonosak a-ban.

16.17. Tétel (Integraltranszformacid). Legyen H C RP mérhetd halmaz, g : H — RP
folytonosan differencidlhats és injektiv int H-ban. Ekkor g(H) is mérhetd, és ha f :

g(H) — R korldtos, akkor
[ i=[eg ey
9(H) H

(az egyik oldal pontosan akkor létezik, ha a mdasik, és ekkor eqyenldk).

Bizonyitds. A bizonyitas lényege, hogy a folytonosan differencialhaté g fiiggvény az
a € int H pont egy kornyezetében ,, j61” kizelithet6 a ¢'(a) linedris leképezéssel. A g(H)
halmazon vett integralt pedig kozelithetjitk a g(H) halmaznak egy olyan felosztdsdhoz
tartozé kozelitéosszeggel, ahol a felosztéshoz tartozé K; halmazok mértékei a[16.13) Tétel
alapjan

m(K;) = m(g~ (K;)) - | det g (&)1,

ahol g71(K;) a K; halmaz g leképezéssel vett inverzképe, & € ¢ 1(K;). Mindezek precizzé

tehetdk, a részleteket itt nem kozoljiik. O]
{ T = rcosp
y y = rsing
(z,y)
r/
AN
x

16.3. 4bra. Polarkoordinaték

16.18. Példa. Legyen g(r, ) := (rcosp,rsing), (r,¢) € H az Gn. poldrtranszformdcid.

Ekkor
cosp —Trsine
singy  7rcose

=rcos? o+ rsin®p=r.

det g’ =
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r = TCOoS

¥ { B ) Yoy R
Yy = rsing

BE---

a I

/
| / -
| N -
1 A

@_“
=y

<

&

16.4. dbra. Polartranszformécio

& 2
/ e ¥ dx
0

integral értékét (1d. a Feladatot)!

16.19. Példa. Szamitsuk ki a

| x
16.5. abra. Az f(z) = e~ fiiggvény grafikonja (,haranggorbe”)

Legyen R > 0. A [13.17] Fubini-tétel alapjan

R 2 2 R 2 R 2
(/ e’ dm) = </ e dx) . </ e ¥ dy)
0 0 0
R R 2 2 2 2
:/ / e eV dr dy:/ e " TV dxdy.
0o Jo [0,R]x[0,R]

Jelolje Ky az els6 siknegyedbe es6é R sugaru korlapot, vagyis
Kr:={(r,y) eR*: 2 +y* < R, x,y > 0}.

Ezzel

/ e dy dy < / eV dx dy < / eV dx dy.
KR [O,R} X [O,R] K2R

Polartranszformaciét alkalmazva,

/KR ydxdy—/ / rdr = (1—e_R2).



Hasonléan kapjuk, hogy

/ e du dy = z(1 )
Ksr 4

Osszegezve,
2

R
z(1 —e ) < </ e dx) < E(l — o7,
4 ; 4

Elvégezve az R — oo hatardtmenetet, az egyenlStlenségsorozat két vége J-hez tart, a
kozépso kifejezés pedig a keresett integral négyzetéhez. Ez alapjan

/ e dy = ﬁ
O 2
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17. fejezet

Inverz- és implicitfiiggvények

17.1. Inverzfiiggvény-tételkor

Az egyvéltozés differencidlszamitasbdl ismert (1d. a Tételt), hogy ha egy inver-
télhato, folytonos f fiiggvény esetén 3f'(a) # 0, akkor I(f~1)(f(a)) = 1/f'(a). Nézziik
most ennek az allitasnak a tobbvaltozos megfelel6jét!

17.1. Tétel (Inverzfiiggvény differencidlhatésdga). Legyen f : RP — RP differencidlhatd
az a € it D(f) pontban, és legyen az f'(a) (p x p) mdtriz invertdlhato. Tegyik fel,
hogy létezik olyan g : RP — RP folytonos figguény, mely f(a) egy kirnyezetében van
értelmezve, és ott f(g(x)) =z, g(f(a)) = a. Ekkor g differencidlhatd f(a)-ban, és

g (f(a)) =[f'(a))".

Bizonyitdas. A bizonyitas soran tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy a = f(a) = 0
(a tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért Ogy helyett O-t frunk). Ugyanis, ha ez nem igy
volna, akkor f helyett a f(z) := f(z + a) — f(a) fiiggvényt tekintve, a bizonyitds f-re
érvényes, és ebbdl egyszertien meggondolhato f-re is.

Ezutan két 1épésben jarunk el.

I. Tegyiik fel, hogy f'(0) = I az RP identitds-leképezése. Azt kell belatnunk, hogy
ha a 0 egy kornyezetében f(g(z)) = z, g folytonos, akkor 3¢’(0) = I. Az f 0 pontbeli
differencidlhatésdga és f(0) = 0 alapjén

L@ = fO =T —0) | f@) -

=0.
z—0 ‘x — O‘ z—0 ’m‘

Mivel lim,_,0 g(x) = ¢g(0) = 0 és g # 0 a 0 egy kipontozott kornyezetében (f(g(z)) = «
miatt), ezért a fenti hatdrértékben a kompoziciéfiiggvény hatarértékérdl szolo tétel szerint
frhatunk x helyett g(z)-et, vagyis

lim = lim :E——g(a:)

e e = P [ (a7.)
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Ahhoz, hogy a 3¢’(0) = I &llitast beldssuk, az kell, hogy

o 9@) = g(O) —I@=0) _ . g(x)—a
x—0 ’l’ — Ol x—0 ’;C‘

— 0. (17.2)

Egyszerti atalakitassal kapjuk, hogy a 0 egy kipontozott kdrnyezetében

gla) -z _g(x) -z |g(z)]
] lg(@)] ||

Felhasznalva a ([17.1)) hatarértéket, elég belatni, hogy a 0 egy elég kicsi kipontozott kor-
nyezetében % korlatos. A (17.1)) hatérérték alapjan, e = 1/2-hez létezik olyan § > 0,
hogy 0 < |z| < § esetén

— 1
l9(z) — 2| _ 1
()| 2
amibél 1 l9(2)] _ 1]g(x)
g(z gla
< _ z AR e ASA |
l9@@)| < lg(2) — 2l + || < Slg(@)] + || = o <3 @] b

igy 0 < |z| < § esetén % < 2. Ezzel a kivant (17.2) hatérértéket belattuk, igy 3¢'(0) =
1.

I1. Ha f'(0) = A egy tetszOleges invertdlhaté matrix, akkor definidlja f:=A"1of.
A Tétel és a Allités alapjan

F0) = (A7) (f(0) - f(0) =A"" - A=
Ezért f-ra alkalmazhaté az I. rész bizonyitdsa a § := ¢ o A fiiggvénnyel, hiszen
f(g(x)) = A7 (f(g(Ax))) = A (Az) =z
fgy kapjuk, szintén a m Tétel és a Allités alapjan,
I=3'(0) = (g0 A)(0) = g'(A(0)) - A'(0) = ¢'(0) - A.
Ebbél ¢'(0) = A~! kévetkezik. O

Az alédbbi tétel annak az egyvaltozés differencidlszamitéasbdl ismert allitasnak a meg-
felelgje, hogy ha f’(a) # 0, akkor f-nek a-ban nem lehet lokalis széls6értéke (1d. a[6.30]
Tételt).

17.2. Tétel (Lokalis injektivitas). Legyen f : RP — R? (p < q) folytonosan differenci-
dlhato az a € int D(f) pontban, és tegyiik fel, hogy az f'(a) : RP — RY linedris leképezés
injektiv (vagyis, az f'(a) q X p mdtriz rangja p). Ekkor f is injektiv az a pont eqy kor-
nyezetében.
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Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. O]

17.3. Tétel (Lokalis sziirjektivitas). Legyen f : RP — RY (p > q) folytonosan differenci-
dlhatd az a € int D(f) pontban, és tegyiik fel, hogy az f'(a) : R? — R? linedris leképezés
szirjektiv (vagyis, az f'(a) q¢x p mdtriz rangja q). Ekkor az R(f) értékkészlet tartalmazza
az f(a) pont egy kornyezetét.

Bizonyitds. A bizonyitasnak csak egy alapotletét ismertetjiik. Legyen b ,elég kozel” f(a)-
hoz, és definidlja h(z) := b — f(z) + z. Belathatd, hogy h kontrakcié a B(a,d) zart
gémbon (megfelel §-ra). A Banach-féle fixponttétel alapjan igy h-nak létezik egyetlen
z* € B(a, ) fixpontja, melyre

amib8l f(z*) = b, tehdt b € R(f). 0

17.4. Kovetkezmény (Nyilt leképezés tétele). Legyen f : RP — R? (p > q) folytonosan
differencialhatd a D(f) halmazon, és tegyiik fel, hogy minden x € D(f) esetén az f'(x) :
RP — RY linedris leképezés szirjektiv (vagyis, az f'(x) q X p mdtriz rangja q). Ekkor az
R(f) értékkészlet nyilt halmaz.

Lattuk, hogy ha egy egyvéltozods fiiggvény derivéltja egy intervallumon pozitiv/negativ,
akkor ott a fliggvény szigortian monoton (ld. a m Tételt). Ebbdl az is kovetkezik,
hogy ezen az intervallumon a fiiggvénynek létezik inverzfiiggvénye — gy is mondhatjuk,
hogy lokalisan invertalhato. Ez az eset all fenn példaul akkor, ha a fiiggvény folytonosan
differencialhaté, és valamely pontban a derivaltja nem 0, hiszen akkor a pont egy kor-
nyezetében is dllando eléjeli a derivalt. Most (bizonyitas nélkiil) kimondjuk ezen allités
tobbvaltozos megfelelGjét.

17.5. Tétel (Inverzfiggvény-tétel). Legyen f: RP — RP folytonosan differencidlhaté az
a € int D(f) pontban, és tegyiik fel, hogy az f'(a) : RP — RP linedris leképezés injektiv
(vagyis, det f'(a) # 0). Ekkor létezik olyan § > 0 ésn > 0, hogy

1. ¥V z € B(f(a),d) esetén 3 p(z) € B(a,n) : flp(z)) =x;
2. ay:B(f(a),0) = Bla,n) figgvény differencidlhaté B(f(a),d)-n;
3. f'(z) injektiv (vagyis, det f'(x) # 0) minden x € B(a,n) esetén és

P(f@)=1f'(@)]", e Blan):

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. A tétel 3. pontjaban szerepld képlet a [17.1] Tételben sze-
replo képlettel azonos. O
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17.2. Implicitfiiggvény-tételek, Lagrange-multiplikatorok

[ Probléma

A gyakorlatban sokszor el6fordul (pl. differencidlegyenletek megolddsénal), hogy egy
f(z,y) = 0 alaki Osszefiiggésbol szeretnénk kifejezni y-t mint az x fliggvényét. Felmeriil a
kérdés, hogy ez mikor teheté meg? Vagyis: mikor van olyan ¢ fiiggvény, hogy f(z, ¢(x)) =
0 Vz € D(p)? Milyen feltételekkel lesz ¢ differencidlhatd, és kiszamithato-e a derivaltja?

Ezekre a kérdésekre ad valaszt az un. egyvaltozés implicitfiiggvény-tétel. Mielott a
tételt kimondanank, nézziink meg néhany egyszerii példat!

Y
{z*+y*—1=0}
; (2) = VI— 2
y nem fiiggvénye x-nek
J—
x
b ™S (@) = —vI— 22

17.1. dbra. Egyvaltozés implicitfiiggvény-tétel példa

17.6. Példa. Legyen

fla,y) =a"+y" - L
Vildgos, hogy az f(x,y) = 0 egyenletet kielégité pontok az (origd koézépponti) egység-
korvonal pontjai. Ha ebbdl az egyenletbdl kozépiskoldas mddszerekkel megprobaljuk x
segitségével kifejezni y-t, akkor azt latjuk, hogy a megoldds nem egyértelmi, hiszen a

o(z) = V1—a2és o) = —V1—a2?

is megoldas.

Vegytink most egy (a, b) (egységkorvonalon 1évé) pontot, melyre f(a,b) = 0, és keressiink
olyan ¢ megoldést, melyre p(a) = bl Haa € (—1,1), b > 0 (vagyis (a, b) a fels6 félsikban
fekvé koriven van), akkor vildgos, hogy a

o(x) =v1—2a?

fuggvényre f(x,p(z)) = 0 és p(a) = b. Haa € (—1,1), b < 0 (vagyis (a,b) a alsé
félsikban fekvé koriven van), akkor

pla) = —VT=2?

LAz ebben a fejezetben talalhaté bizonyitdsok sordn az [MES| jegyzet 11.3 alfejezetét kovetem.
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a megfeleld fiiggvény, melyre f(z,(x)) =0 és ¢p(a) = b.

Mi a helyzet, ha a = +1 és b = 07 Vildgos, hogy nem tudunk olyan K(a) és K(b) kor-
nyezeteket megadni, melyekre x € K(a) és y € K(b) esetén az f(z,y) = 0 egyenletet
kielégito pontok egy fiiggvény grafikonjat alkotnak. Tehat nem létezik a kivant ¢ fiige-
vény. Vajon mi lehet ennek az oka? Meggondolhatd, hogy ha a = +1 és b = 0, akkor
02 f(a,b) = 2b = 0, mig az elébbi esetekben, ahol y-t ki tudtuk fejezni x fiiggvényeként,
az (a,b) pont egy kornyezetében 0s f (a, b) # 0 volt.

17.7. Példa. Tekintsiik az alabbi egyenletet!

1,
— —siny = z.
Y B Y
Ha y = ¢(z) jeldli a megolddfiiggvényt, akkor mennyi ¢'(1 — 1sin1)?
Az egyenletbél vildgos, hogy ha = = 1 — %sin 1, akkor ¢(z) = 1 kell legyen. Mivel

y = ¢(x), igy

pla) ~ gsing(r) =z /
# (@) ~ 5 cospla) - ¢f(a) =1
¢'(z) = W
o'(1— %Sin 1) = ﬁ.

17.8. Megjegyzés. A Tétel alapjan, ha a f(z,p(x)) = 0 Osszefiiggést (formalisan)
lederivaljuk, akkor a kévetkezot kapjuk:

O f(x,o(x)) + Oaf(x,0(x)) - ¢'(x) =0
o Of (@ p(x))
o) = =5 ()

Az eddigiek precizzé tehetdk, errdl szl az alabbi tétel.

17.9. Tétel (Egyvéltozés implicitfiiggvény-tétel). Legyen f : R* — R, és tegyiik fel, hogy
f(a,b) =0, (a,b) € int D(f). Tegyiik fel, hogy f folytonos az (a,b) pont eqy kirnyezetében
és A0of # 0 ebben a kornyezetben. Ekkor létezik a-nak, ill. b-nek olyan K(a) C R ill.
K(b) C R kornyezete, hogy

1. Minden x € K(a) esetén p(x) € K(b), melyre
f(@,(x)) = 0.
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2. Ay K(a) = K(b) dn. implicitfiiggvény folytonos K(a)-n, p(a) = b.

3. Ha f folytonosan differencidlhaté (a,b)-ben, akkor ¢ differencidlhatd is az a pont-
ban, és

! _ alf(CL?b)
4 (a) B _62f<a7 b)

17.2. dbra. Egyvaltozés implicitfiiggvény-tétel

Megjegyezziik, hogy a tétel csak a ¢ implicit fiiggvény 1étezésérdl szol, altalaban nem
tudjuk ezt a fliiggvényt eloallitani. Ennek ellenére a ¢ derivéltjat ki tudjuk szamitani az
a pontban!

Bizonyitds. A tételnek csak az 1. részét bizonyitjuk. A 2. és 3. pont bizonyitasa a meg-
felel6 technikai részletek kidolgozasa utan kovetkezik az alabbiakbdl.

A tétel feltélei szerint az (a,b) € D(f) pontnak létezik olyan r > 0 sugaru K,(a,b) C
D(f) kornyezete, hogy, példaul,

V(z,y) € K,(a,b) esetén Oy f(x,y) >0 (17.3)

(a Oaf (x,y) < 0 eset hasonléan térgyalhatd). Itt kihasznaltuk, hogy a 0y f derivaltfiigg-
vény Darboux-tulajdonsagu, 1d. a Tételt. Tekintsiik az

fa:y = fla,y)

fiiggvényt! Mivel

fa(b) = f(a’ b) =0, és (fa)/(b) = an(CL, b) > 0,

ezért f, szigorian lokélisan n6vo b-ben, igy 1éteznek olyan by < b < by szdmok, hogy
f(a,lh) = fa(bl) <0< fa(bQ) = f(a>b2)7
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b—o
17.3. adbra. Implicitfiiggvény-tétel bizonyitasa

és feltehetd, hogy (a,by), (a,bs) € K,.(a,b). Az f fiiggvény folytonossdga miatt van olyan
€>0és 6 >0, hogy

V(' y') € K.(a,by) és V(2" y") € Ks(a,by) esetén f(x',y) <0< f(z",y"). (17.4)
A € és § elegendOen kicsire valasztasdval feltehetd, hogy
Ke(aa bl) - Kr(aa b)a Kg(CL, bQ) - Kr<a7b)'

Legyen
w:=min{e, d}, és K(a) := (a— p,a+ p),

vagyis K (a) tartalmazza K. és K; koziil a kisebb sugart (a[17.3] dbran K.) vetiiletét az
x-tengelyen. Legyen

p:=max{b— (by —¢€),by+ 0 — b}, és K(b) := (b—p,b+ p),

vagyis K (b) tartalmazza K. és K; koziil a nagyobb sugari (az dbran Kj) vetiiletét az
y-tengelyen.
Rogzitsiink most egy tetszéleges x € K (a) pontot, definidlni fogjuk hozzé a megfeleld
o(x) € K(b) értéket. Legyen
Jeiyr— f($7y)7
mely f folytonossaga kovetkeztében egy valds valtozos folytonos fiiggvény.

A alapjan
f(xabl) = fm<b1) <0< fm<b2) = f(x762)7
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mivel € K(a) miatt (x,b1) € K.(a,b1) és (x,by) € Ks(a,by). Alkalmazva f,-re a
Bolzano-tételt [by, ba]-n, 1étezik olyan y € (by, bs), amelyre

f2(y) = f(z,y) = 0.

Csak egyetlen ilyen y létezik, ugyanis, ha y* # y is olyan lenne, hogy

L) = f(z,y") =0,

akkor f,-re alkalmazva a Rolle-tételt [y, y*]-on (vagy [y*,y]|-on), létezne olyan ¢ az y és
y* kozott, hogy
(fx),(c) = aZf(x> C) =0

lenne. Ez pedig lehetetlen, hiszen (z,c) € K, (a,b), és miatt O»f(x,c) > 0 kellene
legyen.

Tehét barmely z € K(a) szamhoz egyértelmiien rendelhet6 olyan y € K(b) szam,
hogy f(z,y) = 0, azaz létezik olyan

p: K(a) = K(b), p(z) =y

fiiggvény, hogy
Fe,ple) =0 Vo € K(a).
Az egyértelmiiség miatt p(a) = b is teljestil.
O

A Tétel alkalmazdsaként nézziink meg egy éllitast, ami (folytonos) lokélis inverz
1étezésérol szol.

17.10. Tétel (Folytonos lokalis inverz létezése). Legyen g : R — R differencidlhatd
a b pont egy kirnyezetében, itt ¢'(y) # 0. Ekkor g-nek létezik a g(b) = a egqy Ks(a)
kornyezetében értelmezett folytonos (jobb)inverze, ¢, melyre g(p(x)) = x minden x €
K(;(CL).

Bizonyitds. Definidlja az f : R* — R fiiggvényt f(z,y) :=x — g(y). A feltételek alapjan
f-re teljesiilnek am Egyvéltozds implicitfiiggvény-tétel feltételei az (a, b) pontban, igy
létezik olyan folytonos ¢ : K(a) — K (b) fiiggvény, melyre

f(@,0(z)) = 0= g(o(x)) =2, v € K(a).
0

A kovetkezo tétel a[17.9 Tétel tobbvaltozos megfeleléje, &m bizonyitdsa egészen mas
otleteket kivan.
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17.11. Tétel (Tobbvéltozds implicitfiiggvény-tétel). Legyen f : RPT?T — RY folytonosan
differencidlhaté a ¢ = (a,b) € int D(f) pont egqy kornyezetében, ahol a € RP, b € RY,
és f(c) = f(a,b) = Ora. Tegyiik fel, hogy az f, : RT — R, f.(y) = f(a,y) figgvényre
(fa)'(b) injektiv (vagyis, det f.(b) # 0.) Ekkor létezik olyan § > 0 és n > 0, hogy

1. V x € B(a,d) esetén 3! p(x) € B(b,n) : f(z,o(x)) = Oga;
2. a ¢ : B(a,d) = B(b,n) implicitfiggvény folytonosan differencidlhaté B(a,d)-n;
3. az fo:RP — RY, fo(x) = f(x,b) jeliléssel
¢(@) =—[f@)] - (/) (plx), =€ Ba,d),
Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. ]
A kovetkezokben tun. feltételi halmazokon keresiink szélsoértéket.
17.12. Definicié. Legyenek g1, go, ..., g, : R = R (¢ < p) fiiggvények, tovabba
H:={x Rl | gi(x)=0,...,9,(x) =0} £0.

Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek a g1 =0, ..., g, = 0 feltétel mellett feltételes szél-
sdértéke van az a € H pontban, ha az a pontban az f|g fiiggvénynek lokalis szélséértéke
van.

Az alébbi, Lagrange-féle multiplikdtormédszerrdl sz6l6 tétel bizonyitdsa is a[I7.9 Egy-
valtozds implicitfiiggvény-tételen mulik.

17.13. Tétel (Lagrange-féle multiplikatormddszer). Legyenek f, 1,92, ..., g, : RP = R
folytonosan differencidlhato fiigguények, q < p. Tegyik fel, hogy az [ figguénynek a
g1=0,92=0,..., g, =0 feltétel mellett feltételes szélséértéke van az a € D(f) pontban.
Teqgyiik fel tovdbbd, hogy

digi(a) Gegi(a) ... Opgi(a)
rang f f =q.
01gq(a) Oage(a) ... Opgqla)
Ekkor léteznek olyan A\, Mg, ..., Ay € R szdmok, hogy az
Fi=f4+XMgp+Xg+...+ 29, RF =R
fiigguényre F'(a) = Oge. F parcidlis derivdltjaira felirva:

a1f<&> + MOir (a) Tt )‘qalgq(a) =0
Oaf(a) + Ai0agi(a) + -+ + AgOage(a) =0

Opf(a) + M0pgi(a) + - - 4+ A0pg4(a) = 0.
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Bizonyitds. A bizonyitast p = 2, ¢ = 1 és feltételes minimum esetén végezziik el (a
feltételes maximum esete hasonléan gondolhaté meg), az a helyett pedig (a, b)-t irunk.
A feltételek alapjan a g := g1 : R?* — R fiiggvény folytonosan differencidlhaté, és az (a, b)
pontban g(a,b) = 0. Ebben a pontban a rangfeltétel

rang (91g(a,b), Oag(a,b)) =1

azt jelenti, hogy példaul dyg(a,b) # 0. Ekkor a [L7.9] Egyvaltozés implicitfiiggvény-tétel
szerint létezik a-nak K(a) és b-nek K(b) kornyezete, és létezik olyan ¢ : K(a) — K(b)
differencialhaté fiiggvény, amelyre

Vo € K(a) esetén g(z, p(x)) =0,

és p(a) = b. Ez azt jelenti, hogy

H = {(x,y) €R* | g(z,y) = 0} D {(w,¢(x)) €R* | w € K(a)} = H". (17.5)
Tovébba -
¢'(a) = —%. (17.6)

Mivel az f|y fiiggvénynek lokdlis minimuma van az (a,b) € H pontban, ezért létezik
r > 0, hogy az (a,b) pont K,(a,b) kornyezetében

V(z,y) € K.(a,b) N H esetén f(x,y) > f(a,b). (17.7)

A (17.5) alapjan z € K(a) esetén (x,p(x)) € H* C H. Felhasznélva, hogy ¢ folytonos
K (a)-n, meggondolhatd, hogy létezik olyan K*(a) C K (a) kornyezet, hogy

Vo € K*(a) esetén (z,¢(x)) € K,(a,b) N H.
fgy a ‘} egyenlotlenséghdl
Vo € K*(a) esetén f(z, p(x)) > f(a (a)) = f(ab).

Ez azt jelenti, hogy a
B K () = R, h(z) = f(z, 9(z))

valds fliggvénynek lokélis minimuma van az a pontban. A h fiiggvény differencialhato
(hiszen differencialhaté fiiggvények kompoziciéja), ezért h'(a) = 0. A Kompozicio-
fiiggvény derivalasi szabdalya alapjan

W(z) = f'(z, () - (', ¢ (x))
= <(alf($v 30(1’)), a?f(xv 30(1’))) ) (17 90/(‘17))>
= O f(z, 0(x)) + ¢'(2)02f (z, 0(2)).
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Ezért

h'(a) = 01f(a,b) + ¢'(a)d2f(a,b) = 0. (17.8)
Behelyettesitve a (17.8) egyenletbe ¢'(a) értékét a ((17.6) osszefiiggésbél kapjuk, hogy
82f<a7 b)
0 b) — ———=0 b) = 0. 17.9
1f(a’7 ) an(Q) b) 1g(a’7 ) ( )
Viélasszuk tehat
/\ . _an(CL, b)
. 82.9(0’7 b) .
gy
Ao f(a,b) + Ndag(a,b) = 0 (17.10)

is teljesiil. Vagyis azt kaptuk, hogy ha az f fiiggvénynek feltételes minimuma van a
g = 0 feltétel mellett az (a,b) pontban, akkor az F':= f+ \g fiiggvénynek az els6 valtozo
szerinti parcidlis derivaltja 0 (ezt mutatja ), és a masodik valtozo szerinti parcialis
derivaltja is 0 (ezt mutatja (17.10])). Tehét

F'(a,b) = ( 0:F(a,b), 9:F(a,b) ) = Oge.
]
A Tétel allitasat p = 2 és ¢ = 1 esetben a [I7.4] dbrén szemléltetjiik. Ha az f

z

17.4. abra. Lagrange-féle multiplikatormddszer

fiiggvény szintvonalait levetitjiik az xy-sikra, akkor a keresett feltételes szélséértékhely
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ott van, ahol a g = 0 feltételi halmaz — dbrankon az egyszertiség kedvéért gérbe — érinti
valamelyik szintvonalat. Ez azt jelenti, hogy a grad f és grad g gradiensek parhuzamosak,
vagyis linearisan Osszefiiggoek.

17.14. Példa. Hatérozzuk meg az f(x,y,z) = sinx sinysin z fiiggvény maximumét, ha
x,y, z egy haromszog szogei!
Keressiik tehat az

f(z,y,2) =sinzsinysin z

fiiggvény maximumat a
g(x,y,z)=x+y+z—m=0, 0<uz,y,z<m

feltétel mellett. A [I7.13] Lagrange-féle multiplikdtormddszer szerint el8szor ellenérizziik,
milyen pontokban teljesiil, hogy

rang(@lg 029 8gg)zrang(1 1 1):1.

Vilagos, hogy minden pont ilyen. Tovabba, szélséértékhelyeken van olyan A € R szam,
amelyre f'(x,y, z) + A\ (x,y, z) = Ogs, azaz

coszsinysinz+A=0
sinxcosysinz+A=0

sinxsinycosz + A= 0.
Ebbdl cosxsinysinz = sinx cosysinz = sinxsinycos z = —\. Mivel a feltétel szerint

sinzsinysinz # 0, ezért atrendezéssel ctgx = ctgy = ctgz. Tudjuk, hogy g(z,y,2) =
r+y+z—m=0,ezért x =y =z = 7. Vagyis a megoldas a szabdlyos haromszog.
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18. fejezet

fvhossz, vonalintegral, primitiv
fliggvény

Ebben a fejezetben ismét integralszamitasrdl lesz szo, mégpedig a fizikaban gyakran
haszndalatos tn. vektormezok gorbe menti integraljarél. Ez a fogalom fizikailag tgy in-
terpretalhaté mint az a munkavégzés, mely egy pont erchatas altal valéo mozgatasa soran
torténik.

18.1. Gorbék

18.1. Definicié. Egy v : [a,b] — RP fiiggvényt gorbének neveziink. p = 2 esetben
sikgorbérdl, d = 3 esetben térgorbérdl beszéliink. Azt mondjuk, hogy v(a) a gorbe kezdd-

, v7(b) a végpontja.
Specidlis stkgorbe: 7 : [a,b] — R? ~v(t) = (¢, f(t)), ahol f : [a,b] — R fiiggvény.

18.2. Megjegyzés. Gorbére uigy gondolhatunk mint egy pontszerli test palydjara: minden
idopillanatban megadjuk a test helyzetét RP-ben, ez v(t) € RP.

Nagyon fontos, hogy a gérbét, melyet fiiggvényként definialtunk, ne keverjiik 6ssze az
értékkészlethalmazaval — bar inkabb ez utébbi felelne meg a mindennapos széhasznalat
, gorbe” elnevezésének.

18.3. Definicié. Egy H C RP halmaz egy paraméterezése a v : [a,b] — RP gorbe, ha
R(y) = H.

18.4. Példa. A
H:={(r,y) e R*: 2” +y* = 1}

halmaznak — vagyis, az egységkorvonalnak — egy paraméterezése a
v :[0,27] — R?, ~(t) = (cost,sint)
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gorbe, 1d. a abrat. Vildgos, hogy ha a v fiiggvényt [0, 27]-n, [0, 37]-n, stb. defini-
aljuk, akkor is ugyanehhez az értékkészlethalmazhoz jutunk, tehat H-nak végtelen sok
paraméterezése 1étezik.

sintr---

18.1. dbra. A 7 : [0,27] — R?, v(t) = (cost,sint) sikgdrbe értékkészlete

18.5. Példa. Nevezetes gorbe a ciklois, melynek paraméterezése
v :[0,27] — R? ~4(t) = (Rt — Rsint, R — Rcost),
1d. a[I8.2l &brét.

Yy
o
R— Rcostp----2 &
av
1 Rt 2rR T
Rt — Rsint

x(t) = Rt — Rsint,
y(t) = R — Rcost

18.2. 4bra. Ciklois

18.6. Definicié. Legyenek x,y € RP tetszdleges pontok. Jeldlje [z, y] C RP az aldbbi
halmazt, melyet RP-beli szakasznak hivunk:

gl ={(1—t) -z +t-y:telo1]}.
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Vildgos, hogy az [z,y] C RP szakasz egy paraméterezése a
y(@#):[0,1] =R, v(t) =(1—t) -z +t-y

gorbe.
Egy RP-beli poligon (vagy tordttvonal) egymashoz csatlakozd szakaszok unidja.

v(t7)

v(t2)

18.3. 4bra. Beirt torottvonal

A gorbe ivhosszat tgy fogjuk definidlni mint a ,beirt” poligonjai hosszainak szupr-
emumat.

18.7. Definicié. Egy v : [a,b] — RP gorbe whossza az
s(7y) := sup {Z |y(t:) —y(tic)| ca=tg <ty < -+ <t, = b} €R. (18.1)
i=1
Itt |y(t;) — v(tiz1)| = |[y(tiz1), v(t:)]| szakasz hossza.
A v :[a,b] — RP gorbe rektifikdlhatd, ha s(v) < oo, vagyis az ivhossza véges.
18.8. Megjegyzés. Fontos latnunk, hogy az ivhossz fiigg a paraméterezéstol! Példaul, a
v :[0,27] — R?, 4(t) = (cost,sint)

gorbe ivhossza 2w, a
v : [0,47] — R?, 4(t) = (cost,sint)

gorbéé 4m, bar az értékkészletiik ugyanigy az egységkor (I1d. a Példat). Tehét, egy
gorbe képhalmazanak ivhosszarol altalaban nem beszélhetiink.

18.9. Definicié. Egy H C RP halmaz egyszeri iv, ha H-nak létezik bijektiv folytonos
paraméterezése.
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18.10. Példa. Szakaszok, korivek és korlatos, zart intervallumon értelmezett folytonos
fiiggvények grafikonjai mind egyszerii ivek.

18.11. Allités. Ha Y1 €S Yo ugyanannak az eqyszerd ivnek a bijektiv folytonos paramé-
terezései, akkor s(v1) = s(7a).

Bizonyitds. Vildgos, hogy ha a gorbék ~; : [a,b] — RP és v, : [c,d] — RP, akkor
h = v'oy : [a,b] — [c,d] bijektiv, folytonos, tehat szigorian monoton. Legyen
a=ty <ty <- -+ <t,=0>felosztésa |a,b]-nek. Ekkor h szigori monotonitasa folytan
h(to),h(t1),...,h(t,) a [c,d] intervallum egy felosztasat adjak: ha h szigortian monoton
novo, akkor ebben a sorrendben, ha h szigorian monoton fogyo, akkor forditott sor-
rendben. Masrészt v,-nek a {t;} felosztashoz, vo-nek a {h(t;)} felosztéshoz tartozo beirt
poligonjai megegyeznek: mindketts a 71 (t;) = y2(h(t:))(= 12(75 ' o0 11 (t:))) csticsponto-
kat koti ossze. Ily modon +; minden beirt poligonja egyben 7,-nek is beirt poligonja,
és ez konnyen lathatéan visszafelé is igaz. Ez pedig azt jelenti, hogy a beirt poligonok
hosszainak halmaza, igy ezek szuprémuma is megegyezik, vagyis s(v1) = s(72). ]

A kordbban definialt fogalmaknak megfeleléen beszélhetiink egy gorbe aldbbi tulaj-
donsagairol.
18.12. Definicié. A v : [a,b] — RP gorbe folytonos/(folytonosan) differencidlhato/Lipschitz-
tulajdonsdgi, ha minden j =1,...,p esetén a v, : [a, b] — R koordinatafiiggvény folyto-
nos/(folytonosan) differencialhaté ill. Lipschitz-tulajdonsagu.

A Megjegyzés alapjan ha egy fiiggvény folytonosan differencidlhaté valamely
[a,b] intervallumon, akkor Lipschitz- tulajdonsagu is. Ebb6l kovetkezik, hogy ha egy
v : a, b] — RP gorbe folytonosan differencidlhaté, akkor Lipschitz-tulajdonsagu.

18.13. Tétel. Ha a 7y : [a,b] — RP gorbe Lipschitz-tulajdonsdgi (pl. folytonosan diffe-
rencidlhatd), akkor ~y rektifikdlhato.

Bizonyitds. A Lipschitz-tulajdonsdg miatt 1éteznek olyan K; > 0, j = 1,...,p konstan-
sok, hogy

i) =@ < K-y —xf, 2,y €lab].
Legyen K := max;<;<, K;. Ekkor a (18.1]) definiciéban szereplé tetszdleges tg = a < t; <
s <ty < t,, = b felosztasra

Z v(t:) —y(tioa)| = Z \/(71(752‘) —(tic1)? + -+ () — vp(tio1)?

SZ\/KQ'p'(ti—tz’—l)Q:K‘\/IB'Z(ti—tifl)

=K-\p-(b—a), z,y€]a,b].
Ebbdl kovetkezik, hogy s(v) < K - /p - (b— a), {gy v rektifikdlhaté. O

334



18.14. Példa. Vigyazat! Folytonos gorbe nem feltételeniil rektifialhato. Példaként te-
kintsiik az
rsinl, x#0,
flz) = g
0, z=0

fliggvény grafikonjét a [0, 2/7] intervallumon (ldsd a[18.4} dbrat)! Ekkor rogzitett n esetén
véve a [0,2/7] intervallum

{O}U{ﬁ:k:&...,n}

felosztasat a gorbének a

P P
(0,0) (@k+nww%+¢n)’kza“””

csucspontok altal meghatarozott beirt poligonjat nyerjiik. Az abra alapjém konnyen lét—
haté, hogy ennek a beirt poligonnak a hossza nagyobb, mint Y, _, C +1 —, amely az
harmonikus sor egy részletosszegének konstansszorosa. Mivel a harmonikus sor dlvergens
ezért a beirt poligonok hosszainak szuprémuma végtelen.

(t) =
18.4. dbra. Nem rektifikalhato gorbe és egy beirt poligonja

18.15. Megjegyzés. Szemléletiink azt sugallna, hogy egy folytonos gérbét a kezdopontjatol
a végpontjaig a ,,ceruza felemelése nélkiil” megrajzolhatunk. A folytonos gorbék azonban
ennél sokkal bonyolultabbak is lehetnek. Peano konstrudlt folytonos v: [0,1] — R? gor-
bét, amelynek képhalmaza a [0,1]? egységnégyzet a sikon. Ezt a gorbét természetesen
nem tudjuk lerajzolni, de egy hozza kozelité gorbesorozatot mutat a [18.5] abra.
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18.5. abra. Egységnyégyzetet kitolto gorbe konstrukecidja

18.16. Tétel. Ha a v : [a,b] — RP gorbe differencidlhats és minden j = 1,...,p esetén
v; € Rla,b] (pl., ha v folytonosan differencidlhats), akkor

b b
s) = [ W= [t gl (18.2)

Bizonyitds. A tételt csak vazlatosan bizonyitjuk, mégpedig gy, hogy az s(vy) szadmot
a definiciéban szereplé Y | |v(¢;) — v(ti—1)| Osszeggel kozelitjik valamely ¢, =
a <t <---<t, 1 <t, =0 felosztasra. Hasznaljuk fel, hogy minden j = 1,...,p esetén
~; differencialhato. fgy az adott felosztéds [t;_1,t;] részintervallumain alkalmazva a
Lagrange-féle kozépértéktételt kapjuk, hogy léteznek ¢y, ..., ¢, € [tio1, t;] szdmok, me-
lyekre

Y(ti) = (ticr) = Yilers) - (G —tica), - p(ts) = Wp(tica) = Y (cpa) - (ti — tic1).
Ekkor

Z [v(t:) — y(tica)| = Z \/(71(@ —m(tic1)? + -+ (w(t) = p(tica)?

=D lers)? (= i) o ) - (= i)
i=1

= >\ e o (e (= i),
=1

ami az fab 17/ (t)| egy integral-kizelitéosszege. O

18.17. Megjegyzés. Szemléletesen, ~/(t) a pontszerii test sebességvektora, igy a ((18.2)
képlet szerint a pontszerii test palydjanak hossza a sebesség nagysaganak (¢ idé szerinti)
integrélja. Ez a kozépiskolabdl jol ismert s = vt képlet dltaldnositdsa arra az esetre,
amikor a sebesség (v) nem allandd, hanem idé6tél fiiggd.

18.18. Megjegyzés. A fenti tétel specidlis esete, ha f : [a,b] — R folytonosan differenciél-
hatd, 7 : [a,b] — R? v(t) = (¢, f(t)), és igy f grafikonjanak ivhossza

s(7) = / VITFORdt.
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(Ld. még a Tételt.)

18.19. Példa. A v : [0,27] — R?, y(t) = (a(t —sint), a(1l — cost)) cikloisgdrbe {vhossza:

2 2
3(7):/ \/az(l—cost)2+a281n2tdt:\/Ea/ V1 —costdl
0 O

27
:2a/
0

(Itt felhasznaltuk, hogy sin |jo.n> 0.)

. t 2T . t
sin = | dt = 2a sin — dt = &a.
2 0 2

18.2. Vonalintegral

Motivacio
Legyen f : RP — RP adott fiiggvény, melyre gondolhatunk tgy, hogy a tér minden
pontjaban adott egy vektor. Szokas ezért f-et vektormezének is hivni. Fizikailag f-re
tekinthetiink gy, mint egy er6tér: f(x) az z € R? pontban haté er6t adja meg (amelynek
irdnya és nagysaga is van). Példdul, f lehet nehézségi erd. Képzeljiik most el, hogy ebben
az er6térben egy pontszerii test a v : [a,b] — RP gorbén halad végig. Mekkora munkét
végez ekkor a testen az erétér?

O (b
W= A 11(5) = 1(@) = [Fleosa- [3(8) = 1(@)] = (F7(0) = 1(a)

18.6. dbra. Munkavégzés

A gorbét kozelitsiik beirt poligonnal, ekkor a munkavégzés kozelitoleg az egyes szaka-
szokon valé munkavégzések Osszege. Az i-edik szakaszon a munkavégzés kozelitéleg egy
kozbiilsé pontbeli (pl. g(c;)) er6 altal az adott szakaszon végzett munka, azaz

(f(g(ci))-nek a szakaszra es6 komponensének nagysiga) x (a szakasz hossza)
= |f(g(c:))] - cosai - [y(t:) — v (ti-1)|
= (f(g(c),v(t:) = v(ti-1)).
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Kovetkezésképpen a munkavégzés kozelitéleg

n

> (Flgle)),v(t:) = (timr))-

=1

A beirt poligonok finomitasaval hatarértékként megkapjuk az f erdtér altal a testen
végzett munkat. Fz lesz az f vektormezd vonalintegrédlja a v gorbe mentén. A definiciét
a Riemann-6sszeghez hasonld kozelités segitségével mondjuk Kki.

18.20. Definicié. Legyen v : [a,b] — RP gorbe, f : R(y) — RP. Azt mondjuk, hogy az
f vonalintegrdlja a v gorbe mentén az I € R szam, ha minden € > 0 szdmhoz létezik az
[a, b] intervallumnak olyan a =ty < t; < --- < t,, = b felosztésa és ehhez t; 1 < ¢; < t;,
t=1,...,n szamok, melyekre

n

I= (f(r(e). () = (ti))

i=1
I—/Vf.

T T 3 S S S NS N N M NN NN
T RS S S NN N N NN N\ Y

<e. (18.3)

Jelolés:

I NV T U VU N N U W
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N
\
\
v
v
{

18.7. 4bra. Gorbe és vektormezd

R s
b i o»

18.21. Megjegyzés. Legyen v : [a,b] — RP gorbe, f: R(y) = RP, h: [c,d] — [a,b] pedig
folytonos, szigorian monoton n6vé (pl. egy megfeleld eltolt linedris fiiggvény). Definidlja
v :=~oh:[c,d — RP. Kénnyen lathat6, hogy ha létezik fv f, akkor létezik fﬁ f, és

[i=1
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Ugyanis, adott € > 0 esetén [a, b]-nek 1étezik olyan {t;} felosztdsa, melyre ((18.3)) teljestl.
Ekkor h szigorti monotonitdsa miatt {h~1(¢;)} = {s;} egy felosztésa [c, d]-nek, és

< E.

[ £= S G As) - Fsio)

Igy f,y f = fq f .
A vonalintegrél bizonyos esetekben Riemann-integral alakjat o6lti, errdl szol a kovet-
kezo tétel.

18.22. Tétel. Legyen v : [a,b] — RP gorbe differencidlhato és minden j = 1,...,p esetén
v; € Rla,b] (pl., v folytonosan differencidlhatd), tovdbbd f : R(vy) — R? folytonos. Ekkor

[ = [emraa= [ (Z K1) _,W)) .

Bizonyitas. Ezt a tétel ismét csak véazlatosan bizonyitjuk tgy, hogy az f'y f szamot
a definiciéban szereplé > 7" (f(v(c;)), v(t:i) — y(ti—1))-€l kozelitjiik valamely ¢y =
a <t < - <ty <t, =0bfelosztasra és t;_1 < ¢; < t;, i = 1,...,n szamokra.
Hasznéljuk fel, hogy minden j = 1,...,p esetén ; differencidlhaté. igy az adott felosz-
tas [t;_1,t;] részintervallumain alkalmazva a Lagrange-féle kozépértéktételt kapjuk,
hogy léteznek dy ;, ..., d,; € [ti—1,t;] szdmok, melyekre

() —ntic) = n(dig) - (G —tima), - () — w(timt) = v,(dp) - (= tica).
Ekkor
D_{FOv(e)) () = (i)

= Z <f1(7(0i>> ) (71(751‘) - 71(?%—1)) + e+ fp(V(Ci)) : (Vp(ti) - 'Yp(ti—l)))

= Z (Fr(y(e)) - Yildrg) - (b = tia) + -+ foly(ci)) - v (dps) - (t: — tic1))
= Z (frlyle)) - ildog) + -+ fo(y(e) - vp(dpa)) - (i = tica),

ami éppen az ff(f(fy(t)), v(t)) dt = f: ( L fiv(0) (t)) dt egy integral-kozelitéosszege.
[

18.23. Megjegyzés. 1gazolhatd, hogy a vonalintegral valojaban akkor is 1étezik, ha f foly-
tonos, és v rektifikdlhato.
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18.3. Primitiv fiiggvény (tobbvaltozods)

Fizikai tanulméanyainkbdl emlékezhetiink, hogy a munkavégzés gyakran a test kezdeti
és végpontbeli potencidlis energidjanak kiilonbségeként is megkaphaté (,W = AE,.”).
Példaul, ha f a nehézségi eré vektormezoje, melyben egy m tomegi test mozog, akkor
f minden pontban fiiggéleges irdnyt és mg nagysigi (g a gravitdcids eré nagyséiga).
Ekkor E = mgh a potencialis energia h magassagban. fgy ha a test h; magassagbdl ho
magassagba jut, akkor a nehézségi er6 munkéja mg(he — hy), amely az uttdl fuggetlen,
csak a két pont kozotti magassagkiilonbségtol fiigg. Az alabbiakban ezt fogalmazzuk meg
matematikailag a primitiv fiiggvény fogalma segitségével.

18.24. Definicié. Legyen f : RP — RP. Q C D(f) nyilt. Azt mondjuk, hogy az F' :
Q — R primitiv figgvénye (potencidlja) f-nek Q-n, ha F differencidlhat6 €2-n és minden
x € ) esetén

F'(z) = f(z) <= 0,F(x) = f;(x), j=1,...,p.

18.25. Megjegyzés. Az f : RP — RP vektormezo, az F' : RP — R potencial un. skalarmezo.
18.26. Tétel (Newton—Leibniz-formula vonalintegrélra). Tegyiik fel, hogy az f : RP —
R? folytonos fiigguvénynek van F : Q — R primitiv fiiggvénye Q-n. Ekkor tetszoleges
v la,b] = Q C RP folytonos és rektifikdlhato gorbére

/ f = F(y(b)) - F(7(a)).

Bizonyitds. A tételt csak vazlatosan bizonyitjuk ugy, hogy az f7 f szamot megint a
definiciéban szereplé Y7 (f(y(¢i)), v(ti) — y(ti—1)) Osszeggel kozelitjiik valamely ty =
a<t;<---<t,1<t,=0bfelosztasraést,_1 <c; <t;,i=1,...,n szamokra. Mivel F
differencidlhaté Q-n és v : [a,b] — Q, ezért az adott felosztdshoz tartozé [y(t;_1),v(t:)]
szakaszokon F-re alkalmazva a (tobbvaltozds) Lagrange-féle kozépértéktételt kap-

juk, hogy léteznek d; € [g(t;—1), g(t;)] pontok, melyekre

F(y(t:) = F(y(tio1)) = (F'(di), v(t:) — y(tica)), i=1,...,n.
Ebbél

i=1 i=1
A primitiv fliggvény definiciéja alapjan

n

PCIEVRIOELICENEDS
2

(F'(v(ci)), (i) = v(tiz1))

(F'(dy),y(t;) = v(tic1)) = F(v(b)) — F(v(a)).

~
~

=1
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A = kozelité egyenléség igaz, ha aty=a <t; <--- <t, 1 <t, =0 felosztas elég strti.
Ugyanis ekkor mivel v rektifikdlhat6 és folytonos, v(¢;), ti1 < ¢; < t; ,elég kozel van”
ad; € [y(ti—1),7(t;)] ponthoz. Masrészt, mivel F’/ = f folytonos, ezért F'(v(c;)) is ,elég
kozel van” F'(d;)-hez. O

18.27. Megjegyzés. Ha a 7 : [a,b] — RP gorbe differencidlhaté és minden j = 1,...,p
esetén 7 € Rla,b] (pl. v folytonosan differencialhaté), tovdbba f : R(g) — RP pedig
folytonos, és primitiv fiiggvénye F', akkor a [18.22] és Tételek alapjan

/f=/ <f(7(t)),’v'(t)>dt=/ (Foy)(t)dt = F(v(b) — F(v(a))

az egyvaltozds Newton-Leibniz-tételbdl adddik.
18.28. Definicid. A v : [a,b] — RP gorbe zdrt gorbe, ha v(a) = ~v(b).

18.29. Ko6vetkezmény. Ha az f : Q — RP (Q C R?) folytonos fiigguénynek van primitiv
figguénye, akkor tetszéleges v : [a,b] — Q folytonos és rektifikalhato zért gorbe mentén
vett vonalintegrdalja 0. Tovabbd, tetszdleges folytonos és rektifikalhato gorbe mentén vett
vonalintegralja figgetlen az iuttol”, vagyis a vonalintegrdlok megegyeznek, ha a gorbék
értékkészleteinek wégpontjai” ugyanazok.

Y1(b1) = 72(b2)

= [

Y1(a1) = va(az)

18.8. dbra. Vonalintegrél uttél valo fliggetlensége

18.30. Megjegyzés. Az irodalomban gyakran szerepel az az elnevezés, hogy az f : Q@ — RP
(Q C RP) vektormez6 konzervativ, ha tetszéleges 7 : [a, b] — Q folytonos és rektifikdlhatd
zart gorbe mentén vett vonalintegralja 0. Kovetkezésképpen, folytonos vektormezd pri-
mitiv fliggvényének létezéséhez sziikséges, hogy a vektormezd konzervativ legyen. Van,
ahol akkor neveznek egy vektormezot konzervativnak, ha tetszéleges folytonos és rekti-
fikalhaté gérbe mentén vett vonalintegralja fiiggetlen az uttol. Mashol pedig akkor, ha
van primitiv fiiggvénye. Késobb latni fogjuk, hogy folytonos vektormezd esetén e harom
tulajdonsag valoban ekvivalens egymaéssal.
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18.31. Tétel. Legyen f : Q2 — RP (Q C RP) differencidlhaté Q-n. Ha f-nek van primitiv
fiigguénye Q-n, akkor minden x € Q) esetén

Oifj(x) = 0;fi(x), 4,j=1,....p. (18.4)
Szokds azt mondani, hogy [ ,keresztben vett parcidlis derivdltjai” megegyeznek.

Bizonyitas. Mivel f differencidlhaté, ezért F' kétszer differencidlhaté, tehat alkalmazhato
ra a[15.39 Young-tétel (illetve, ennek a|l15.66| Tételben kimondott altaldnositott véltozata
RP-re). EbbSl minden = € 2 esetén

[l

18.32. Példa. Fontos, hogy a ((18.4]) tulajdonsdg nem jelent elegend? feltételt arra, hogy
f-nek 1étezzen primitiv fiiggvénye. Példaul, az

(Y L

). @wer (00
fiiggvény esetén konnyen ellenérizhetd, hogy 0o fi = 0y fo. Azonban, ha
v :[0,27] — R?, ~(t) = (cost,sint)

az egységkorvonal egy paraméterezése, akkor a [18.22 Tétel alapjan
2
/f = / ((—sint) - (—sint) + cost - cost) dt
v 0
2

:/ 1dt =21 #0,
0

tehat f-nek nincs primitiv fiiggvény R?\ {(0, 0) }-n. Kés6bb latni fogjuk, hogy az értelme-
zési tartomannyal van ,,baj”. A fiiggvénynek példaul a fels6 nyilt félsikban van primitiv
figgvénye, mégpedig F'(z,y) = arctg ¥, vagyis az (x,y) vektor szoge. (Ez valéjdban az
R\ {(2,0) : x > 0} ,felvdgott” sikon is primitiv fiiggvény).

18.4. Folytonos fiiggvény primitiv fiiggvénye

Ebben a szakaszban azzal foglalkozunk, hogy milyen elégséges feltételt tudunk adni
arra, hogy egy f : RP — RP folytonos fliggvénynek létezzen primitiv fiiggvénye. Ehhez
sziikségiink lesz még néhany gorbékre vonatkozo fogalomra, valamint a vonalintegrél
néhany egyszeri tulajdonsagara.
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18.33. Allitds. Ha 1 : [a,0] = Q C R?, 7y : [b,d] — Q és 11(b) = 72(b) tn. csatolt
gorbék, akkor legyen
’YIU’}/Q : [avd] — Q

az un. egyesitett gorbe, melyre

(MU, =né mUmn),, =%

[a,b

Ekkor barmely f : Q0 — RP fiiggvényre

/Muwf:/wﬂ/wf,

Bizonyitds. Konnyen adédik a vonalintegral definicidjabdl. Vegyiik [a, d]-nek egy olyan
felosztasat, melyben b osztépont, és a megfeleld kozelitéosszeg jol kozeliti a f71U72 f vo-

ha az integralok léteznek.

nalintegralt. Ekkor a kozelit6osszeg két Osszegre bomlik, amelyek éppen a f% f+ fw f
Osszegben szereplo tagokat kozelitik.

18.34. Allitas. Ha ~ la,b] — Q C RP gorbe, akkor legyen
5 ifa,b] = Q, F)=y@+b—1)

a vy gorbe ellentétesen bejarva. Ha eqy f : Q0 — RP fiigguény esetén létezik f7 f, akkor

létezik fvf is, €s
"
5 v

Bizonyitds. Mivel az f‘? f (18.3) definiciéjdban

n

Z(f(?(cz)), () = 5 (ti-),

=1
a:t0<t1<"'<ti_1<ti<"'<tn:b, cie[ti—lutz’]

(18.5)

alaku kozelitoosszegek szerepelnek, ezért elég meggondolni, hogy minden ilyen kozelito-
Osszeg egyenld egy, az f7 f integralt kozelité Osszeg minusz egyszeresével, és forditva.

Mivel ?(t) = y(a+b—1) teljesiil, azért a fenti ((18.5)) kozelitdosszeg az aldbbival egyenld:

D (@), (&) = y(Ei-),

=1
CL:LTTL <t~n,1 < Ii <£i71 < "'Ltozb, G € [Ei,tifl],
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ahol s=a+0—s. fgy

ahol
a=1p <tph_1 <- -t <t <:--1lg= b, G € [tiati—l]-
Tehat az osztopontok dtsorszamozasa utan az fy f egy kozelito osszegének minusz egy-

szeresét kapjuk. A megforditas ugyanigy meggondolhato. O]

Korabban beldttuk a vonalintegralra vonakozd Newton-Leibniz-formuldt, mely
szerint ha v : [a,b] — Q C RP folytonos és rektifikalhaté gorbe, tovdbba f : QO — RP
olyan folytonos fiiggvény, melynek az F' :  — R primitiv fiiggvénye Q-n (vagyis F
differencialhato és F' = f Q-n), akkor

/f=ﬂ%W—FW@) (18.6)

Az allitasnak megfogalmaztuk két kozvetlen kovetkezményét is. Az egyik, hogy pri-
mitiv fiiggvénnyel rendelkezé folytonos fiiggvény zart gorbén vett vonalintegralja 0. A
masik pedig, hogy ilyen fiiggvény vonalintegralja , fiiggetlen az uttél”, vagyis ugyanolyan
végpontokkal rendelkez6 gorbéken vett vonalintegraljai megegyeznek.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy ezen allitdsok mindegyike megfordithaté, vagyis
barmelyikbol kovetkezik, hogy f-nek van primitiv fiiggvénye. A tovabbiakban gorbe alatt
mindig folytonos és rektifikalhaté gorbét értiink.

18.35. Tétel. Legyen 2 C RP, f:Q — RP folytonos. Ekkor ekvivalensek:

1. Minden 7y : a,b] — Q zdrt gorbe (vagyis ~y(a) = v(b)) esetén

szo.

2. Minden olyan 1 : [a1,b1] = Q €s o : [ag, bo] = Q gorbék esetén, melyekre v1(a1) =
Ya(az) €s y1(by) = 72(be) is igaz (vagyis a két gorbe értékkészletének pégpontjai”
megegyeznek), teljesiil, hogy

[i=]1
71 Y2

(Mdsképp: a vonalintegrdl figgetlen az 1uttdl.)

3. f-nek létezik primitiv fligguénye 2-n, vagyis létezik olyan F :  — R differencidl-
hato fiigguény, melyre

0;F(x) = fi(z), VYj=1,...,p, Vo €.
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Bizonyitds. 1. = 2. Legyenek v : [a1,b1] — Q és 72 : [ag,by] —  olyan gorbék,
melyekre v1(a;) = Y2(az) és y1(b1) = 72(b2). Feltehetd, hogy as = by (pl. 72 megfeleld
dtparaméterezésével, amelynél a [18.21] Megjegyzés alapjén a vonalintegrél sem véltozik).
Ekkor a [18.34] Allit4s szerint a

% : [ag, bg] — Q, %(t) = ’72(&2 + bg — t)

ellentétesen bejart gorbével a

71UV lai, bs] — Q

zart gorbe lesz, ugyanis

(71 UA2)(a1) = 71(a1) 6s (71 UR2)(b2) = 32 (b2) = y2(as),

és a feltétel szerint i (a;) = 72(az). Igy az 1. pont és a[18.34] Allitds alapjén

Osz%fz/%ﬂ/%f:/%f—/wf,
[ 1=

2. = 1. Rogzitsiink egy ¢ € Q) pontot! Legyen

tehat

F:Q =R, / f,
ahol 7., jeloljon egy c-t x-szel 6sszekotod folytonos, rektifikalhatéd gorbét. Legyen zp € €2
To
x
c
18.9. abra.

tetszbleges. Megmutatjuk, hogy F'(z) = f(x¢). A tobbvaltozds differencidlhatésag|15.27)
Definiciéja alapjan azt kell igazolni, hogy

lim |F(7) — F(x9) — (f(20), T — 20)|

T—T0 |:): — x0|

= 0. (18.7)
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A F definicidja és a [18.22 Tétel alapjan

F(z) — F(x) —/ f—/o (f(zo +t(x — x0)), x — x0) dt,

mivel v : [0, 1] — [zg, x] az [z, z] szakasz egy folytonosan differencidlhaté paraméterezé-
se, ¥ (t) = x — xo.

Legyen € > 0 tetszéleges. Az f folytonossdga miatt e-hoz létezik 6 > 0, hogy ha
|z — x| < 9, akkor |f(x) — f(xo)| < e. Legyen x olyan, hogy |z — x| < ¢. Ekkor minden
t €0, 1] esetén |t(z — xq)| < 0 is teljesiil, igy

|[F'(x) — F(z0) — (f(20), 7 — w0)| = /0 (f(zo + t(z — 20)), ® — @0) dt — (f(x0), x — T0)

/01<f(:c0 +t(z — x0)) — f(x0), 2 — x0) dt‘

< / |Fao + t(z — 20)) — f(20)] - |z — o] dt

<e-lx— o,

amibdl ((18.7)) kovetkezik.
3. = 1. Ld. a[18.26] Tételt. O

18.36. Megjegyzés. A fenti bizonyitas 2. = 3. részében felhasznéltuk, hogy barmely ¢,z €
Q) esetén létezik c-t x-szel 6sszekoto, (2-ban futd sima gorbe. Ez csak akkor igaz, ha €-rél
feltessziik, hogy un. dsszefiiggo halmaz. Ha ) nem 0Osszefiiggd, akkor az egyes dsszefiig-
goségi komponenseire alkalmazva a bizonyitast, az F' primitiv fiiggvény az igy kapott
fiiggvényekbol elGallithato.

18.5. Folytonosan differencialhaté fiiggvény primitiv
fliggvénye

Az €l6z06 szakaszban lattuk, hogy a zart gorbéken 0 vonalintegrallal rendelkezé foly-
tonos fliggvényeknek van primitiv fliggvénye. Ezt a feltételt azonban a gyakorlatban igen
nehéz ellendrizni, hiszen valamiképpen minden lehetséges zart gorbén vett integréalt ki
kell szamolni. Ebben a szakaszban azzal foglalkozunk, hogy egy elég sima (folytonosan
differencialhat6) f : RP — RP fiiggvény primitiv fliiggvénye létezésére milyen egyszertibb
feltételt tudunk adni. Kideriil, hogy a korabban beldtott Tétel megforditdsa megfe-
lel6 tulajdonsagu tartomanyon alkalmazhatd. Az allitds bizonyitasahoz sziikségiink lesz
a paraméteres integral fogalmara.
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18.5.1. Paraméteres integral

Legyen h : [a,b] X [¢,d] — R folytonos fiiggvény (ahol most [a,b] és [c,d] valds
intervallumok). A

b
H:lc,d] - R, H(y) ::/ h(z,y) dx
fiiggvényt paraméteres integrdlnak nevezziik (y a ,paraméter”).

18.37. Tétel. Legyen h : [a,b] X [c,d] — R folytonos figguény. Tegyiik fel, hogy Oxh
létezik és folytonos [a,b] X [c,d]-n. Ekkor a H : [c,d] — R,

H(y) ::/ h(z,y) dx

fiigguény differencidlhatd (c,d)-n és minden y € (c,d) esetén

b
"(y) =/ Osh(z,y) dx
Bizonyitds. Legyen y € (c,d) tetszoleges. Ekkor Vs € (¢, d), s # y esetén
/ Ooh(z,y)dx =
1
= (/ h(w,s)dm—/h(mydw) /82 (x,y)dx
S§—Y a a

_ (h(z,s) — h(x,y)) dx—/82 (2,y) dx

p— /82 x,n)(s—vy dx—/f)g x,y)d

- / (Ouh(z,n) — Buh(z, y) de,

ahol az utolsé elotti sorban alkalmaztuk a Lagrange-féle kozépértéktételt h-ra a 2.
valtozéban, n € (s,y) vagy n € (y,s) (és n valéjaban még z-tél is fiigg, de ennek a
tovabbiakban nem lesz szerepe). Mivel 0yh folytonos [a,b] x [c,d]-n, igy a Tétel
miatt egyenletesen is folytonos. Ezért Ve > 0 39 > 0, hogy Y(z,s), (z,y) € [a,b] X [c,d],
amelyre

@) — (2,9 = |s — 9] <,

teljestil, hogy |02h(z, s) — Osh(z,y)| < €. Mivel n az y és s kozott van, igy |n —y| < d is
fennall, amibol
|O2h(z,m) — Ooh(x,y)| < e
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is kovetkezik.
Legyen s € (¢,d), s # y olyan, hogy |s — y| < ¢. Ekkor a fenti egyenl6séghol

H(s)—H b b b
‘(Ss)fy(y) _ / Qoh(z,y) dr| < / Ouh(,m) — Duhl(z, y)| dx < / ede = e(b—a).
Ez éppen azt jelenti, hogy 3lim,_,, H(s)=H(y) &g
H(s)— H b
H'(y) = lim His) = Hly) = / Oah(,y) dx.
S—Y S — y a

O

Ezt a tételt a ,paraméteres integral derivalasa” néven szoktak emlegetni, és formalisan

azt mondja, hogy
b
oh

d b
@ah“”“‘A&W””L

azaz kelléen sima fliggvény esetén az integral paraméter szerinti derivalasat az integrél
alatt is el lehet végezni (,be lehet derivalni” az integréljel mogé).

A paraméteres integral derivaldsardl szolo tételnek szamos alkalmazasa van, tébbek
kozott vektormezo primitiv fiiggvénye létezésének bizonyitasdban. Mielott erre ratérnénk,
egy masik alkalmazast mutatunk.

18.38. Példa. Igazoljuk, hogy
1
-1
/ a dr =1n2.
o Inz

(Ld. a[[3.23 Példat!)

Legyen

)= [ S de ye ol
0

Inz

Bér a h(z,y) = Z=L fiiggvény nem folytonos [0,1] x [0,1]-en (de integrélhatd, mert
az origd kivételével folytonos), tovdabba Oyh(z,y) = x¥ ugyancsak nem folytonos (de

integralhatd), ennek ellenére a [18.37| Tétel alkalmazhaté (ezt nem bizonyitjuk). Ezért
1 y+1 71 1
E@:/ﬂmzv ]—_f
0

y+1|, y+1

gy H(y) = In(y + 1) + ¢ valamely ¢ € R szémra. Azonban

11
H(O):/ ] dx =0,
0

igy ¢ = 0 kell legyen. Tehdt H(y) = In(y + 1), amib6l a keresett integral értéke In 2.
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18.39. Feladat. Mutassuk meg, hogy

(Ld. a[7.80] Példat!)

Ebben az esetben célszerii a
& sin
H(y):Z/ e W—— y2>0
0

paraméteres integral bevezetése.

18.5.2. Folytonosan differencialhaté fiiggvény csillagszerii hal-
mazon

Most a korabban belatott a [18.31] Tétel tétel megforditasat fogjuk igazolni. Ebben
meggondoltuk, hogy ha Q C RP,| f: 2 — RP differencidlhato, és f-nek létezik F': @ — R
primitiv fiiggvénye, akkor

Oufy(@) = 03 fi(x), Vij=1,....p, Vo€ Q. (18.8)

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy ha €2 csillagszeri és f folytonosan differencidlhato
Q-n, akkor a fenti ((18.8)) feltételbdl kovetkezik, hogy f-nek van primitiv fiiggvénye.

18.40. Definicié. Legyen Q2 C RP. Az Q halmaz csillagszeri, ha létezik olyan ¢ € €2
pont, hogy minden x € {2 esetén

lc,z] :={c+tlx—c) eRP:t€[0,1]} CQ

(a ¢ pontbdl az ) minden pontjéhoz el lehet ,léatni” Q-ban...Ld. a[18.10f abrat.).

18.10. abra. Csillagszerti halmaz
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18.41. Megjegyzés. Ha Q konvex, akkor barmely pontjara nézve csillagszerti (1d. a[15.61
Definicidt).

18.42. Tétel. Legyen Q C RP csillagszeri nyilt halmaz. Legyen f : Q — RP folyto-
nosan differencidlhato, vagyis f differencidlhato és minden 1,5 = 1,2,...,p esetén 0;f;
folytonos Q-n. Ekkor ekvivalensek:

1. Minden x € ) esetén
&f](x) :ajfz(l’), \V/’L,j = l,...,p,
azaz f'(x) € RP*P szimmetrikus mdtriz.

2. f-nek létezik primitiv fligguénye 2-n, vagyis létezik olyan F : @ — R differencidl-
hato fiigguény, melyre

6’]F(x):f](1:), Vle,,p, Vx € Q.
Bizonyitds. 1. = 2. Legyen x € ), = # c tetszdleges. Legyen az a pontot x-szel 6sszekoto

gbrbe
Yeu(t) :=c+t(x—c) € Q, t €]0,1].

A 4., gorbén vett vonalintegral legyen az F' fliggvény z-beli értéke, azaz definidlja az
F:Q — R figgvényt

F(z) ::/ f, xeq.
Ye,x

Ekkor a [18.22| Tétel alapjan
1
Fla) = [ (et tla ==y
0

mivel 7, . (t) = ¥ — c¢. Megmutatjuk, hogy F' primitiv fiiggvénye az f-nek. Legyen j €
{1,2,...,p} tetszbleges index. Ekkor minden z € ) esetén

0;F(x) :8]-/0 <f(c+t(x—c)),x—c}dt:8j/0 (Zfi(c—i-t(x—c))(xi—ci)) dt.

Most alkalmazzuk a paraméteres integrél derivalasérdl sz6l6 Tételt. A paraméter”
most x;, a j-edik valtozé. Igy folytatva a szamoldst:

0,F(x) = / (Z{ajfxc Ft(e =)t} (2 — ) + fyle+ta—c))- 1) dt,

=1
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hiszen ha i # j, akkor 0;(z; — ¢;) = 0 és 0;(x; — ¢;) = 1. Most hasznaljuk ki, hogy
0ifj = 0;fi- 1gy kapjuk, hogy

0;F(z) = /0 <Z{&fj(c +tlx—c)) -t} (x;—c)+ filc+t(z — c))) dt.  (18.9)

Tekintsiik a
®:R—R, ®(t) = fi(c+t(x—c))-t

fiiggvényt! A feltevések miatt @ differencidlhaté (mivel f; az), és a kompoziciéfiiggvény
derivélasi szabdlya alapjan

() = (filc+tlx—c),z—c)-t+ filc+t(x—c))

= 3Oyl tlr— ) 1 (1= ) + fe 1 — ).

Vegyiik észre, hogy a ((18.9) integral alatt éppen ®’(¢) all. Ezért

0,F (x) = / (1) dt = [B(1)]) = D(1) — B(0) = fy(c+ 2 — ) — 0= f(x),

tehat 0, F (x) = f;(z). Mivel f; folytonos Q-n, ezért 0,F folytonos minden j-re, amibél
mar kovetkezik, hogy F' differencidlhato. Igy valéban F' az f primitiv fiiggvénye.
2. = 1. Az éllitds a mér bizonyitott Tétel. O

18.43. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy az elobbi tételre is érvényes a [18.36| Megjegyzés.
Vagyis ha f tobb csillagszeri halmazon van értelmezve, akkor F-et komponensenként
konstrualhatjuk meg.

18.6. A Newton—Leibniz-tétel tovabbi altalanositasai

Lattuk, hogy a[I8.26] Tétel a Riemann-integral elméletébdl ismeretes Newton—Leibniz-
tétel dltaldnositasa vonalintegrdlra. Ebben a fejezetben olyan, a differencialgeometridban
és a fizikdban fontos szerepet jatszé Osszefiiggéseket ismertetiink (bizonyitas nélkiil), me-
lyek szintén felfoghaték mint a Newton-Leibniz-tétel altalanositdsai. A Green-tétel
tulajdonképpen a Newton—Leibniz-tétel kétvaltozos varidnsa. A haromvaltozés esetnek

pedig fontos kovetkezménye a [18.61 Gauss—Osztrogradszkij és a [18.62 Stokes-tétel.

351



18.6.1. Ivhossz szerinti vonalintegral

Motivacio
Tegyiik fel, hogy a v : [a,b] — R? gorbe egy kotelet paraméterez, amelynek stirtiségfiigg-
vénye p. Kérdés, hogy mennyi ekkor a kotél tomege?
A tomeget kozelitoleg megadhatjuk ugy, hogy vessziik a kotél egy beirt poligonjat, majd
minden egyes szakaszon konstans stirtiséget feltételezve az alabbi kozelitoosszeget nyer-

jiik:
ZP(Cz‘) |y (t) =y (tial-
i=1
A felosztas finomitasdaval varhatéan megkapjuk a kotél tomegét.

18.44. Definicié. Legyen 7 : [a,b] — RP gorbe, f : R(vy) — R(!). Azt mondjuk, hogy
az f 1whossz szerinti vonalintegrdlja a v gorbe mentén I € R, ha minden € > 0 szamhoz
létezik az [a,b] intervallumnak olyan a = tqg < t; < --- < t, = b felosztdsa és ehhez
tiig < ¢ <ty 1=1,...,n szamok, melyekre

< E.

=D (@) - [r(t) = At

I:Af@.

A kovetkezo éllitas a [18.22] Tétel megfelelGje ivhossz szerinti vonalintegrélra.

Jelolés:

18.45. Allitas. Legyen v : la,b] — RP gorbe differencidlhatdé és minden j = 1,....p
esetén ; € Rla,b] (pl. v folytonosan differencidlhatd), tovabbd f : R(y) — R folytonos.

Ekkor
L/fds_l/ FO0) - (8] dt. (18.10)

18.46. Megjegyzés. A képletbdl érthetévé valik az ivhossz szerinti vonalintegral elnevezés.
A gorbe ivhosszfiiggvénye a-tél z-ig
~ [ Wl

A ds kifejezés azt jelenti, hogy ,vegyiik az s derivaltjat”, igy

/}%—/f (1) dt.

18.47. Példa. Az ivhossz szerinti vonalintegral fontosabb alkalmazasai a kévetkezok.
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1. Ha f tomeg-surtségfiiggvény, akkor f7 fds a tomeg.

2. Ha f sturl6dési eré (amely iranytdl fiiggetlen, ezért skaldr), akkor f,y f ds a surlédési
er6 munkéja.

3. Sulypontszamitas: ha v : [a,b] — RP homogén tomegeloszlasi gorbe (azaz barmely
ivének tomege ardnyos az ivhosszaval, ahol az ardnyosségi tényez6 adott), akkor a
gorbe sulypontjanak koordinatai

1 1
- ds,. .. — ds ) .
(S(V)/le ’ 5(7)/7:1:,, S)
18.6.2. Green tétele

A Green tétele arrdl szol, hogy egy vektormezd divergencidjanak egy zart gorbe altal
meghatarozott tartomanyon vett integralja megegyezik a vektormez6 pereme merdleges
iranyu derivaltjanak ivhossz szerinti vonalintegraljaval. A tétel pontos megfogalmazasa-
hoz sziikség van néhany olyan fogalom bevezetésére, amelyek preciz definiciéja mélyebb
elokésziiletet igényelne. Mi ezért megelégsziink a szemléletes magyarazattal.

18.48. Definicié. A v : [a,b] — R? egyszerd zdrt (sik)gorbe, ha ~ i) injektiv és
v(a) = (b).

18.49. Megjegyzés. Egy egyszert zéart (sik)gorbére tehét ugy gondolhatunk, mint egy
onmagat nem metsz0 zart gorbére. Ekkor szemléletesen vilagos, hogy a gorbe két részre
osztja a sikot: egy (korldtos) ,bels6” és egy (nem korldtos) ,kiilsé” tartoményra. Ennek
preciz bizonyitdsa azonban egyéltalan nem trivialis, ez a hires Jordan-gdrbetétel.

18.11. dbra. Egyszerli zart gorbe, irdnyitas, normalvektor

Ezentil tehdt beszélhetiink egy egyszerii zart (sik)gorbe &ltal hatarolt tartomanyrol.
Ennek segitségével pedig beszélhetiink arrdl, hogy egy egyszert zart gorbe pozitiv ird-
nyitasi, mégpedig akkor, ha a gorbét ,bejarva a belsé tartomany mindig a bal oldalon

7

van'.
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Végiil értelmezziik a tartomany kiilsé normdlvektordt, amely a perem adott pontjaba
hizott érintére merdleges és kifelé mutaté egységvektor. Mivel az érint éppen a +/(t) =
(71(t),v5(t)) vektor, igy ennek negativ iranyt 90°-al vald elforgatottja (v5(t), —v1(t)). Ezt
leosztva a hosszaval megkapjuk a kiils6 normalvektort:

n=ny:lab >R, nt)= ﬁ (4 (8), — L (1)) .

Ennyi elokésziilet utan készen allunk Green tételének kimondasara.

18.50. Tétel (Green). Legyen v : [a,b] — R? pozitiv irdnyitdsi eqyszeril zdrt sikgorbe,
mely véges sok folytonosan differencialhato wbdl all. Jelolje 2 a v altal hatdrolt tarto-
mdnyt. Ekkor tetszéleges f : Q0 — R? folytonosan differencidlhaté vektormezd esetén

/y(f, n)ds = /Q(Glfl + 0o fo). (18.11)

18.51. Példa. A 0, f; + O, fs kifejezést szokas f divergencidjanak nevezni és div f-el
jelolni. Ez fizikailag az f vektormezé (amelyre gondolhatunk gy mint hémérséklet vagy
folyadék aramvonalaira) forrdsaira és nyeldire utal (pozitiv, ha az adott pont forrés, és
negativ, ha nyel8). Példdul, az f(z,y) = (z,y) vektormezd (ldsd a [18.12] dbrét) di-
vergencidja minden pontban 2, és jol lathaté az origébeli forrds. Az f(z,y) = (—x,y)
vektormezé divergencidja mindenhol 0 (réviden divergenciamentes): jol lathaté a .
abran, hogy ebben a mezoben forgas van.

D
e

18.12. dbra. Az f(z,y) = (x,y) vektor- 18.13. dbra. Az f(x,y) = (—y,x) vek-
mez0, div f = 2 tormezo6, div f =0

A formula jobb oldalén az (f,n) a vektormezének a normalvektorra esé kom-
ponense. Ezek alapjan a Green-tétel szemléletesen ugy fogalmazhatd, hogy a tar-
toméanyban keletkezo és elnyelodo Gsszanyagmennyiség megegyezik a peremen athala-
d6 osszanyagmennyiséggel. Egy dimenzidoban ez valoban a Newton—Leibniz-tétel.
Ugyanis, az utébbi arrdl szél, hogy egy f’ fiiggvény [a, b] intervallumon vett Riemann-
integréalja egyenlé f(b) — f(a)-val. Nyilvan nevezhetjiik az 1 vektort (szdmot) az |a, b]
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intervallum b pontjaban vett kiils6 normalisanak, a —1 vektort pedig az a pontban vett
kiilsé normélisanak, és igy f(b) — f(a) = f(b) - n(b) + f(a) - n(a) = {f,n), tovdbba
divf = f'.

A [I8.45] Tétel szerint

b
/@mwz/«m<»ﬁunﬂ%

N a 1y (t)]

= [ 6y s [ n6w) i

Specidlisan f(z,y) = (x,0) és f(x,y) = (0, y) valasztassal a (|18.11]) egyenléséghdl kapjuk,

hogy \
/1:/71(13)-72 /1— /% “n(t

Mivel fQ 1 = m(Q) az Q tartomany teriilete (vagyis Jordan-mértéke — ez bizonyithatd,
hogy létezik), ezért azt kaptuk, hogy egy egyszerii zart sikgorbe altal hatdrolt tartomény
teriiletét vonalintegral segitségével is felirhatjuk.

18.52. Tétel. A [18.500 Green-tétel feltételei mellett

(@) = [ @) n®) dt = — [ () A0t
4 / (18.12)

=5 | a0 550 = l0) (1)

18.53. Példa. Az egységkorlap teriilete megkaphaté a kovetkezé médon. Legyen -y :
0,1] — R?, y(¢) = (cost,sint) az az egyszerii zart sikgorbe, mely az Q-val jelélt egység-
korlapot hatarolja. A (18.12) formula alapjan

1 2m 1 2w
m(Q) = = (cos®t — (—sint)) dt = = lLdt =m.
2 Jo 2 Jo

18.6.3. Feliilet, felszin

A feliiletet tekinthetjiik a gorbe kétvaltozds altaldnositasdnak.

18.54. Definicié. Legyen A C R? mérhetd. A v : A — RP leképezés RP-beli (paraméte-
rezett) felilet. A feliilet folytonos/(folytonosan) differencidlhatd, ha v az. Az A halmazt
szokas paramétertartomdnynak nevezni.

Specidlis feliilet: v : A — R3, y(z,y) = (x,y, f(z,y)), ahol f: A — R fiiggvény. Ekkor

R(7) = graph(f).
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18.55. Példa (Gombfeliilet paraméterezése).
v :[0,27] x [0,7] = R?,  ~(a, B) = (Rsin B cos a, Rsin Bsin a, R cos f3), (18.13)

lasd a[18.14] dbrat. [tt v az adott ponthoz tartozé helyvektor xy sikra valé vetiiletének az
xy sikbeli irdnyszoge, [ pedig az adott pont helyvektoranak a z tengellyel bezart szoge.

v:[0,27) x [0, 7] — R?,
(e, B) = (Rsin B cos a, Rsin B sin a, R cos )

18.14. dbra. Gombfeliilet paraméterezése

A feliilet felszinét egy feliileti integrallal definidljuk. A képlet hasonlitani fog a folyto-
nosan differencidlhaté gorbe ivhosszara vonatkozé formulara. Bar a szemléletiink
azt sugallnd, hogy — a gérbék beirt toréttvonaljainak analogidjara — a felszint megkaphat-
juk a feliiletbe irt sokszoglapokbdl allé feliiletek felszineinek szuprémumaként, &m ez nem
igaz. Hermann Schwarz példaul megmutatta, hogy egy korlatos hengerbe beirhaté tetszo-
legesen nagy felszini, csupan haromszoglapokbdl allo feliilet. A felszint ezért egy integral
segitségével definidljuk. Szemléletesen, tekintjiikk a paramétertartomany egy elég finom
(h élhossz1) racsfelbontdsat, és a racskockdk képeit a feliileten. A kapott kis feliiletdara-
bokat a parcidlis derivaltvektorok h-szorosai altal kifeszitett érint6 paralelogrammékkal
kozelithetjiik. A felszint ekkor a paralelogrammaék teriiletosszegével kozelitjiik, amely egy
integrél kozelitéosszege lesz, 1d. a abrat.

18.56. Definicié. Legyen A C R? mérhetd és v : A — RP folytonosan differencidlhaté
felillet. Azt mondjuk, hogy a v felszine létezik és értéke

/ |01y x 92|,
A

ha a |01y x Oy7y| integralhaté A-n, ahol
la x b| = |a| - |b] - sina = \/|a|? - |b|? — (a,b)2, a,b€RP

az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete (a a kdzbezart szogiik).
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18.15. abra. Felszin kozelitése érinté paralelogrammakkal

18.57. Példa (Gomb felszine). A ([18.13) paraméterezés esetén

|01y X Oyy| = |[(—Rsin fsina, Rsin 5 cosa, 0) x (Rcos [ cos a, R cos fsin a, —Rsin ()]
=1/ Risin? 3 — 0 = R?|sin 3.
fgy
2 s g
/ / |01y x Ooy| dfda = 27rR2/ |sin 8] dB = 2w R* [ cos f]; = 4R’m.
o Jo 0

18.58. Allitas. Legyen A C R? mérhetd, zdrt halmaz és f : A — R folytonosan diffe-
rencidlhato. Ekkor f grafikonjdnak felszine

Fgraph(f)) = / VIt @G Gl

Bizonyitds. Legyen v : A — R3 ~(x,y) = (z,y, f(z,y)) a graph(f)-et paraméterezd
felillet. Ekkor 01y = (1,0,01f), doy = (0,1,0:f). Igy

01y x 07| = /(1 + (D f)) (1 + (92)?) = (0f)(02f)? = V1 + (01 f)* + (02f)?,
amibdl az allitds a Definicié alapjan adédik. O

18.59. Példa (Félgomb felszine). A R sugaru félgomb feliilete tekinhetd az

flr,y) = VR —22—y?, 2’4y <R’
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fiiggvény grafikonjanak. fgy az elébbi allitas alapjan a felszine:

B((0,0),R) B((0,0),
2
/ / /1 + -rdrdp

=27

—T2

=2mR [_m}o = 2R%r,

ahol a 2. sorban az x = r cos ¢, y = rsin ¢ poldrtranszforméciét alkalmaztuk, 1d. a
Példat.

18.6.4. Integraltételek harom dimenziéban

Egy feliileten (egész pontosan, annak értékkészletén) értelmezett valds fiiggvény felszi-
ni integraljat a feliilet felszinéhez hasonléan nem kozelitoé 6sszegekkel, hanem egy teriileti
integrallal definialjuk. A formula az {vhossz szerinti integralra vonatkozo ((18.10]) formula
analégja.

18.60. Definicié. Legyen A C R? mérhetd, v : A — RP folytonosan differencidlhaté
felillet és f : R(y) — R. Az f felszini integrdlja

/dez/(fov)-laﬂxawl,
A A

ha a jobb oldali integrél létezik.

Az alabbi két tétel alapveto fontossagu a fizikdban, ezen beliil is az elektrodinamika-
ban és a folyadékaramldsok elméletében. Egy K C R? korldtos, sima hatérral rendelkezd
halmaz esetén az n(zr) € R® az v € 0K pontban a K érintSsikjara merbleges, K-bdl
kifelé mutaté egységvektort jeloli: a K un. kilsé normadlisdt.

18.61. Tétel (Gauss—Osztrogradszkij). Tegyiik fel, hogy a korlditos K C R® halmaz 0K
hatdra véges sok, folytonosan differencialhato feliilet képhalmazanak egymdshoz csatolt
unidjabol all.

Ha az f = (f1, f2, f3) : K — R folytonosan differencidlhatd, akkor

/8K<f,n) iF — /Kdivf,

divf =0 fi + O2fo+ 05 f5

ahol

az f vektormezd divergencidja.
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18.62. Tétel (Stokes). Legyen A C R3 feliilet, amelyet a véges sok folytonosan differen-
cialhato wbdl allo v egyszeri, zdart gorbe hatdarol, és legyen n a feliilet kiilso normdlvektora.

Ekkor
[ ot . = / I3

rotf = (Oafs — Osfa,05f1 — O f3,01fa — 02 f1)

az f vektormezd rotacidja.

ahol

18.16. abra. Irdnyitott egyszerti zart gorbe altal hatarolt feliilet és , kiilsé normélis”

(Egy nem zért feliilet normalvektoranak és hatarol6 gorbéjének megfelel6 irdnyitasa
nehéz fogalom, ezért az egyszeriiség kedvéért gondoljunk a [18.16] abran lathaté ,sapka-
szerti” feliiletre, és irdnyitdsra.)

18.63. Példa. Szemléletesen egy vektormezo rotdcidjanak (amely ugyancsak vektorme-
z0!) irdnya az adott pontbeli forgds tengelyét, a nagysdga pedig a forras szogsebességének
kétszeresét adja meg. Képzeljiik el példaul, hogy a vektormezo6 folyadékaramlast ir le, és
egy adott pontba egy kicsiny falevelet helyeziink. Ekkor a falevél elkezd valamilyen ten-
gely koriil forogni, ezt adja meg a rotaciévektor.

Tekintsiik példaul az f(z,y,z) = (—y,x,2) vektormezdt, ldsd a [18.17 4brat! Ekkor
rot f = (0,0,2). Szemléletiink is hasonlét sugall, hiszen j6l lathatéan a vektormezo az xy
sikkkal parhuzamos egységnyi szogsebességii sikbeli forgasokat ir le, amelyek tengelye a
z tengely.

18.64. Megjegyzés. A rotaci6 képlete alapjan vildgos, hogy egy (hdromdimenzids) vektor-
mez6 keresztben vett parcidlis derivaltjainak egyenlésége azt jelenti, hogy a rotécidja 0
(roviden rotdciomentes). A potencidl létezésre vonatkozé kordbbi Tételiinket tehat
ugy is fogalmazhatjuk, hogy folytonosan differencidlhato rotaciomentes vektormezonek
csillagszerii tartoméanyon létezik primitiv fiiggvénye.

18.65. Megjegyzés. Ha bevezetjiik a formalis V = (0y, 02, 03) un. nablavektort, akkor egy
kénnyen megjegyezhet6 képletet kapunk haromdimenziés vektormezo divergenciajara és
rotacidjara:

divf=(V,f), rotf=Vx/f.
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18.17. abra. Az f(x,y, z) = (—y, z, z) vektormez6 és rotacidja rot f = (0,0, 2z2)
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