Fokszam-sorozatok realizalasa

Célunk azt megvizsgalni, hogy adott dy < dy < ... < d,, nemnegativ egész szamokhoz
mikor van olyan graf, amelyben pontosan ezek a fokszamok. Azaz legyen V = {1,...,n} és
el szeretnénk érni, hogy az 7 cstcs foka d; legyen. A legegyszeriibb esetben hurokéleket, sét
tobbszoros hurokéleket is megengediink, majd a hurokéleket megtiltjuk, végil az egyszeri
grdfok esetét vizsgaljuk meg.

Allitas. Ha a dy,...,d, sorozatra teljesiil, hogy dy + ... + d,, paros, akkor létezik olyan
(t6bbszords) hurokéleket tartalmazé graf, amelyben a fokszamok d, ..., d,.

Bizonyitas. Legyen az i csiicsban egy [d;/2]-szeres hurokél. Ha ezeket berajzoltuk, min-
den csicsban még 0 vagy 1 él hianyzik. Mivel a d;-k Osszege paros, itt paros sok egyes
marad. Ezeket tetszolegesen 0sszekotve paronként, a kivant tulajdonsagu grafot kapunk.g

Ha a hurokéleket megtiltjuk, akkor nem lehetnek til nagy fokd pontok, hiszen ha egy
pontban nem lehet hurokél, akkor az innen kiindulé élek méasik végét a tobbi pont képes
kell legyen befogadni. Az &llitas precizen az aldbbi.

Allitas. Akkor és csak akkor létezik olyan hurokél nélkiili graf, amelyben a fokszdmok
dyi,...,dp, ha egyrészt a d;-k Osszege paros, masrészt minden d; legfeljebb akkora, mint az
Osszes tobbi fokszam 0Osszege. Nyilvan ezt elég a legnagyobb fokszamra megkovetelni. Ha
d,, a legnagyobb fokszam, akkor feltételiink (dy + ...+ dp—1 > dy, és dy + ... + d,, paros)
alakba irhaté.

Bizonyitas. A tétel elotti okoskodas mutatja a feltétel sziikségességét, igy csak azt kell
beldtnunk, hogy d; + ...+ d,_1 > d,, garantalja a kivant graf 1étezését. Nagyon egyszeri
dolgunk van, ha di +...4+d,_1 = d,,. Ekkor nem is tudunk mast tenni, mint hogy az ¢ és
az n csucsokat pontosan d; db parhuzamos éllel kotjiik Ossze.

Ha d; + ... 4+ d,—1 > d,, akkor el6szor is vegyiik észre, hogy a bal oldal és a jobb
oldal ugyanolyan paritdsd, igy kiilonbségiik legaldbb 2. Ha mondjuk d; > 0 és d; > 0,
(1,5 < mn — 1) akkor hizzunk be egy élt i és j kozé. Fzzel eggyel-eggyel csokkentettiik i és
7 fokat, ami azt eredményezi, hogy a bal oldali 0sszeget kettovel csokkentettiik. Ezutan
tehdt a dy,...,d; =d; — 1,...,d; =d; — 1,...,d,_1,d, fokszdmokkal kell hurokél nélkiili
grafot rajzoljunk. Folytassuk ezt az eljarast mindaddig amig a fokszamcsokkentések utan

d,, nem lesz azonos a moédositott dY,...,d]!_; fokszdmok Osszegével. Ekkor a bizonyitds
els6 részében leirt médon fejezhetjiik be grafunk konstrukcigjat. ]

Természetesen a bizonyitasban leirt csokkentést gyorsithatjuk, ha az ¢ és j csicsok
kozé tobbszoros éleket rajzolunk.

A legérdekesebb kérdés az, hogy az adott fokszamokkal egyszeri grdf 1étezik-e. Erre
eldszor egy olyan sziikséges feltételt adunk, amely a fenti (hurokél nélkiili grafokra vonat-
ko]-z6) allitasnak dltaldnositdsa.



Allitas. Ha létezik egyszerii graf a (0 <)d; < ds < ... < d,, fokszdamokkal, akkor
tetsz6leges k-rady + ...+ dp—g > dp—gt1+ ... +dn — k(k—1).

Bizonyitas. Nevezziik a dy, ..., d,_i csicsokat kis fokiaknak, a tobbit nagynak. Adjunk
becslést az olyan élek szdmadra, amelyek egyik végpontja kis fokd, mésik végpontja nagy.
Egyfeldl az ilyen élek szdma legfeljebb d; +. . .+d,,_x, hiszen a kis foku csticsokbdl osszesen
ennyi indul. (Minden olyan él, amely két kis fokui csicsot kot Gssze, kettével csokkenti a
kis-nagy élek szamat.) A nagy foku csicsok oldalardl szdmolva, egy d; foki csticsbdl legfel-
jebb k& — 1 él mehet nagy foki csiicsba, igy legaldbb d; — (k — 1) él kell kis foki csticsba
menjen. Osszeadva ezt a nagy foku csicsokra alsé becslést kapunk a megszamolni kivant
élekre. Osszevetve a korabbi felsé becsléssel éppen a kivant allitdst kapjuk. ]

Az allitds szemléletes tartalma tehat az, hogy a csiicsokat kis és nagy fokszamuakra
bontva a kis fokszamu csucsok legyenek képesek befogadni azokat az éleket, amelyek a
nagy foku csucsokbdl muszdj, hogy kis fokiakhoz menjenek. Mivel ez sziikséges feltétel,
segitségével azt lathatjuk, hogy az adott fokszamsorozat nem realizdlhaté egyszerti graffal.
Ha taldlunk olyan k-t, amelyre nem teljesiil az allitasbeli feltétel, akkor nem létezhet
egyszerl graf az adott fokszamokkal.

A most kovetkezo allitas egyben eljarast is ad a kérdés megvalaszolasara. Szemlélete-
sen ugy fogalmazhatjuk az allitast, hogy ha van adott fokszamokkal egyszerti graf, akkor
van olyan egyszerl graf is az adott fokszamokkal, amelyben a legnagyobb fokud csics az
utdna kozvetlenil kovetkezd legnagyobb fokuakkal van osszekotve.

Allitas. Akkor és csak akkor létezik egyszerii grafa (0 <)d; < dy < ... < d, fokszdmokkal,
ha létezik egyszerti graf a di,d5,...d],_, fokszdmokkal, ahol dj, = di, ha k =1,...,n —
dn—1,di, =dr—1,hak=n—d,,...,n—1.

Bizonyitas. Ha a d} szdmok a G’ egyszer(i graf fokszamai, akkor egy v 1j csicsot felvéve
és Osszekotve G'-nek a d;, = dx, — 1, (k = n — dy,...,n — 1) fokud csicsaival, a kapott n
csucsu (egyszerti) graf fokszamai pontosan dy,ds, ..., d, lesznek.

Megforditva, legyen G egyszeri grif a di,ds,...,d, fokszdmokkal és jeloljik a dy
fokszdmu csticsot vg-val. Legyen p = n — d,,. Azt llitjuk, hogy G vélaszthaté ugy, hogy
v, szomszédos vg-val, ha k = p,...,n — 1, de mas ponttal nem.

Vélasszuk G-t (azon grafok koziil, amelyekre v; foka d;) gy, hogy v, a vp, ..., Up_1
pontok koziil a lehet6é legtobb ponttal legyen szomszédos. Megmutatjuk, hogy ebben a
G-ben v, a vp,...,v,_1 pontok mindegyikével szomszédos.

Tegyiik fel, hogy v,, nem szomszédos vg-val valamely p < k < n — l-re. Ekkor v,
szomszédos kell legyen valamely v;-vel, ahol 1 < 4 < p — 1, hiszen v,, foka n — p. Mivel
1 <p-—1ésk >p,d; <dy, igy van olyan v, pont (m # i, k), amely vg-val szomszédos,
de v;-vel nem. Ha most megnézziik, hogy a {v;, vk, Uy, v, } pontok koziil milyen élekrsl
tudjuk, hogy szerepelnek-e a G-ben, akkor azt kapjuk, hogy {v;,v,} él, {vg,v,} nem,
{vi, Uy } nem, {vg,v,,} él. Ha most a G-bol elhagyjuk a {vg,vm} és {vi,v,} éleket és
helyettiik behizzuk a {v;, vy} és {vk, v, } éleket, akkor olyan G* gréafot kapunk, amelyben
a fokszamok ugyanazok, mint G-ben. Ez a G* viszont G-nél tébb {vg,v,} tipusi élt
tartalmaz (p < k < n — 1-re), ami ellentmondés.
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Tehat van olyan dq,ds,...,d, fokszdmokkal rendelkezd graf, amelyben v,, a v,, ...,
vn,—1 pontok mindegyikével szomszédos. Ebbdl a grafbdl elhagyva v,-et olyan grifot ka-
punk, amelyben a fokszdmok di,d5, ..., d.. |

A bizonyitasb6l nagyon egyszerii eljarast lehet kiolvasni a di,ds,...,d, fokszam-
sorozat realizdldsara egyszer(i graffal (Hakimi-algoritmus):

A legnagyobb foku pontot kossiik Ossze az utdna koévetkezd legnagyobb fokd pon-
tokkal. Toroljiik a legnagyobb fokd pontot, csokkentsiik eggyel a vele 0sszekotott pontok
fokszamat. Ezt az eljarast ismételve felrajzolhatunk egy d,ds, ..., d, fokszamokkal ren-
delkez6 grafot. (Menet kozben a csicsok sorrendje véltozhat!) Akkor akadunk el, ha
valamelyik csics foka nagyobb, mint ahdny téle kiilonb6z6 csics van. Ilyenkor az ere-
deti fokszam-sorozat nem realizalhaté egyszerli graffal. Természetesen lehet, hogy a fenti
eljarassal kapott graffal nem izomorf graffal is lehet realizalni az adott fokszam-sorozatot.
Ha tehat azt sejtjiik, hogy az adott fokszamsorozat realizdlhato, akkor a Hakimi-algoritmus
megad egy olyan egyszerii grafot, amelyben a fokszamok éppen az el6irtak.

A feladatok koziil az 1. lényegében azt mondja, hogy a fentebb latott, a kis és nagy
foku pontok kozott mené élek kétféle Osszeszamlalasan alapuld eljaras lényegében sziikséges
és elégséges feltételt ad, kis pontositassal. (Hogy pontositdsra sziikség van azt pl. a 4,2,2,2,0
sorozat mutatja.)

Erdemes azt is meggondolni, hogy mit ad a Hakimi-algoritmus az elsé két 4llitdsnak
megfelel6 esetre.

Szorgalmi feladatok 1. Akkor és csak akkor létezik egyszeril grif a (0) < dy < dp <
... < d, fokszamokkal, ha

(1) d1 + ...+ d,, paros és

(2) g di < Kk — 1) + 3277, min(d;, k)

minden 1 < k < n esetén.
Beadhaté (szorgalmi) feladatok 2*. Keressiink sziikséges és elégséges feltételt arra,
hogy a (0) < dj < ds < ... < d, egészek egyszerli dsszefiiggd grdf fokszamai legyenek.



