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1. Bevezetés

A véges geometridk a projektiv tér axiomatizalasakor, szinte kuri6zumként, mint véges mo-
dellek szilettek meg a mult szdzadban. Az 1940-es évékizdve tanulmanyoztakiket
rendszeresen. Kébb csoportelméleti, illetve kombinatorikus szempontbdl is érdekeseknek
bizonyultak, legujabban pedig a kddelméleti alkalmazasok iranyitottak a figyelmet a véges
geometria bizonyos terlleteire. Szamos olyan fontos csoport van, mely természetes médon
szépen hat egy geometrian, vagy annak valamely részhalmazan. Kombinatorikai szempontbol
a véges geometriak, — szabalyossaguk miatt — mint extremalis problémak megoldasai for-
dultak eb. A geometridk kdzll a legszabalyosabbak a testre épitett terek, melyeket szoktak
Galois-tereknek is nevezni.

A jelen dolgozatban 9 megjelent vagy kozlésre elfogadott cikkemet gyUjtéttem dssze a
Galois-geometriak témakdréb A Galois-geometridk a véges geometria egy az étvenes évek-
ben kialakult aga, mely véges terek kombinatorikusan definialt ponthalmazaival foglalkozik.
A sikok illetve terek rendjét mindig-val jeloljik, és csak a testre épitett PGq) Galois-
terekkel foglalkozunk. Tipikus kérdések az aldbbiak: mekkora lehet egy kombinatorikus tu-
lajdonsagokkal definiélt P@, ¢)-beli ponthalmazanaximalis illetve minimalis méreelgen
gyakran ilyen maximalis vagy minimalis méretet szolgéltat valamely klasszikus geometriai
struktara. llyenkor az a természetes kérdés, hogy a kombinatorikus tulajdonsagok és az adott
méret egyUtkarakterizaljak-e a klasszikus példatgyancsak jellegzetes kérdésfeltevés a ma-
ximalis (minimalis) méretl példastabilitasa ha egy struktura mérete kdzel maximalis (vagy
minimalis), akkor vajon beagyazhat6-e maximalis méretlbe (illetve tartalmaz-e minimalis mé-
ret(it). A véges geométerek az ilyen stabilitasi eredmény@égte tipusteteleknek nevezik,
mert 0 latott be ebszor ilyen jellegl tételeket Galois sikok iveire. Aekolyan PG2, q)-
beli ponthalmazok, melyeknek nem esik harom pontjuk egy egyenesre. Igen gyakran az a
helyzet, hogy a fentebb emlitett klasszikus struktira valamely klasszikus geometriai objektum
véges test feletti megfel@e (példaul kipszelet, masodrendii fellilet, részsik, stb.). Maskor az
extremalis példat valamilyen algebrai médon lehet leirni (példaul a lefogd ponthalmazoknal
a projektiv haromszoget, vag¥y, n)-ivekre Denniston konstrukci6jat kipszeletsorbdl, stb.).
Ennek megfel@len az alkalmazott modszerek is részben a klasszikus geometriabdl jonnek,
részben kombinatorikai okoskodasok, és igen gyakran algebréat (véges testek feletti polino-
mokat vagy gorbéket) hasznalnak. Ugyancsak tipikus jelenség, hogy pusztan kombinatorikus
okoskodasokkal elég ritkan tudunk stabilitasi tételeket bizonyitani.

A most vazolt kérdésfeltevésre a legjelledbb példa aikbeli ivelelmélete. Ebsz6r Bose
meghatarozta a legnagyobb iv méretét, majd Segre karakterizalta paratlan rend( sikokon a
lehe® legnagyobb iveket, mint kipszeleteket (a kupszeletet itt éstdokiéekben irreducibilis
masodrendl gorbe értelemben hasznaljuk). Okbsstabilitasi tétel is sziletett (ugyancsak
Segrebl), mely szerint ha egy iv mérete legfeljebpg-val tér el (alkalmas-re) a(q + 1)-tol,
akkor az iv része kupszeletnek (hparatlan). Ebben az elméletben a kipszeletek a klasszikus
példak, az algebrai médszer pedig gorbék hasznalata: a Menelaosz tétel altalanositasa, majd ¢
Weil becslés alkalmazéasa.

Hasonl6 a helyzet lefog6 ponthalmazokra, csak itt a minimalis méret illetve ahhoz kdzeli
lefogd ponthalmazok érdekesek. Ebben az esetben kombinatorikus okoskodasokkal kdnnyen
lathatd, hogy a legkisebb meéreti lefogd ponthalmaz egyenes kell legyen, igy itt az igazi kérdés



a stabilitasi eredmény volt. Meglépnodon kombinatorikusan is be lehetett latni egy stabili-
tasi tételt, mely Brueid és Pelikantol szarmazilOk azt mutattak meg, hogy ha egy lefogo
ponthalmaz nem tartalmaz egyenest, akkor legalabb annyi pontja van, migtzeggrendd
részsiknak, és ezek a Baer-részsikok le is irjdk az extremalis példakat. Kombinatorikusan
megint nem lehetett ezt a tételt jeléaeén megjavitani, ha a sik rendje nem volt négyzet. A
javitas akkor sikertlt, amikor Blokhuis hézagos polinomokat tudott alkalmazni a kérdés meg-
valaszolasara. Rédei 1970-ben megjelédagos polinomok véges testek felekibnyve volt

az, amely a szukséges algebrai eszkdzoket kidolgozta ezen vizsgalatokhoz. Végul Blokhuis
(1994) nevezetes dolgozatabdl kiderult, hogy primrend( Galois-sikokon egyenest nem tartal-
maz6 lefogd ponthalmaz legaldbb masfélszer akkora kell legyen, mint egy egyenes. Fontos
megjegyezni, hogy egy specialis esetben ezt mar Rédei kbnyvében megtalalhatjuk (Rédei—
Megyesi tétel, 36. paragrafus).

A dolgozat harom fejezetre tagolédik. Az @élfejezet ivekkel, pontosabban azok maga-
sabb dimenzios altalanositasaival foglalkozik. (A fogalmakat Id. a 2.2 Definicidban). Itt a
fo6 kérdés az, hogy magasabb dimenziéra hogyan lehet altaldnositani a sikra megismert ered-
ményeket. Az egyik irdnyban slivegekkel kapcsolatban becslést adunk a négy dimenzios tér
legnagyobb siivegének méretére. Egy masik dolgozatunk ivekkel kapcsolatban Seroussi és
Roth egy MDS kddokkal kapcsolatos kérdésére ad geometriai valaszt. it sikerilt egy iv és
egy momentumgorbe (azdzl, ¢, 2, ..., "1} U {(0,0,...,0,1)}) koz0s részének méretére
olyan becslést adnunk (Leo Storme-val k6zdsen), amely pontos, ha a dimenzié nem tal nagy
g-hoz képest, & ezekben az esetekben egy stabilitasi tételt is belattunk.

A masodik és a harmadik fejezet (tdbbsz6rdsen) lefogo ponthalmazokiakésivekkel
foglalkozik. (A fogalmakatId. a 3.2 Definicidban). A kilencvenes években két algebrai eljaras
alakult ki ezen objektumok tanulmanyozaséra, a hézagos polinomok illetve az algebrai gérbék
hasznalata. A masodik fejezet a hézagos polinomos médszert mutatja be. A Blokhuis, Brou-
wer, SHnyi [E] dolgozat volt az, amellyel ezen Rédei altal kezdeményezett mddszer Uj életre
kelt (és egyben Blokhuis fentebb mar emlitett eredményének is éfytaia volt). A ma-
sodik dolgozat tobbszérésen lefogd ponthalmazokrél szol. A fentebb emlitett Bruen—Pelikan
tétel utan talan meglép hogy tébbszordsen lefogd ponthalmazokra tisztan kombinatorikus
eszkozokkel nem ismert bizonyitas arra, hogy egyeresen lefogd ponthalmaznak legalabb
annyi pontja van, mint diszjunkt Baer-részsiknak. A Blokhuis, Storme{8yi [F] dolgozat
hézagos polinomok alkalmazasaval és geometriai okoskodasokkal megintcsak egyszerre bi-
zonyit stabilitasi és karakterizacios tételt arra az esetre nean tul nagyy-hoz képest (és
négyzetszam).

Az utolso fejezet algebrai gorbéket hasznal lefogd ponthalmazokiia ég-ivekre. Lé-
nyeges Ujdonsag, hogy a gorbéket a Rédei polinom kdzvetitésével rendeljiik ponthalmazaink-
hoz, nem pedig a fentebb emlitett Segre-féle médon (Menelaosz-tétellel). Ezen a médon a
p? rend( Galois sikokon a Baer-részsikokra lehet stabilitasi tételt mondani, azaz egsjelent
lépéssel tul lehet menni a Bruen—Pelikan féle eredményen. Pontosan azt bizonyitjuk, hogy
PG(2, p?) egy sem egyenest, sem Baer-részsikot nem tartalmazé lefogé ponthalmaza legalabb
masfélszer akkora, mint egy egyenes. Ugyancsak gorbéket hasznalé modsézenréekre
is sikerllt beagyazasi tételt belatni.

Ezekibl a médszereldl viszonylag részletesenome applications of algebraic curves in
finite geometry and combinatoricSurveys in Combinatorics 1997 (ed.: R. A. Baile®iitish



Combinatorial Conference, London, 199MS Lecture Note Series, 198—-237 c. 6sszefoglalo
dolgozatomban lehet olvasni.

Végezetll néhany technikai megjegyzés: azoknal az altaldban régebbi eredményeknél,
melyeket HirschfeldProjective Geometries over Finite Fields [13] kdnyvének masodik
kiadasa is feldolgoz, csak az évszamot adtuk meg, teljes referenciat nem. A dolgozatban
feldolgozott sajat cikkek a tézisek végeén talalhatok, ezekre [A], [BJmddon hivatkozunk.

Az [A] dolgozatbeli [1] referenciat [A], ref.: [1] alakban idézzik.

A ¢ elemi véges testet G4, a ra épitetin dimenzids projektiv teret P@, ¢), az affint
AG(n, q) fogja jeldlni. A terek alapvét geometriai, aritmetikai illetve algebrai tulajdonsé-
gait kulon referencia nélkil felhasznaljuk, és a klasszikus geometridbdl is ismert fogalmakat
nem definidljuk. Mindezek a [10, 11, 12, 13] konyvekben, valamint magyar nyelven Karteszi
Ferenc:Bevezetés a véges geometriakbali monografidjaban megtalalhatéak.

2. lvek és siivegek Galois terekben

Leghamarabb aix és azovalisfogalma alakult ki projektiv sikokon, mint a kipszeletek kom-
binatorikus altalanositasa. Ezeket a fogalmakat Bose (1947) mar a negyvenes években beve-
zette.

2.1. Definicio. EgyIl, ¢g-adrend( projektiv sik valamefyhalmazativnek nevezziik, ha nincs
harom kollineéris pontja. HaZ| = k, akkor k-ivrol is beszéliink. & = ¢ + 1 esetben az
ovalis mig ak = ¢ + 2 esetben @iperovaliselnevezeést is hasznalni fogjuk. Egyv teljes
ha nincs bennék + 1)-ivben, azaz ha tartalmazasra nézve maximalis.

Mint azt Bose (1947) megmutatta, egyiv méretérek < ¢ + 2 mindig teljesll, és =
q + 2 csak akkor lehetséges, hgéaros. Galois sikokon az irreducibilis masodrendl gorbék
(kapszeletek) mindig ovalist adnak. klagaros, akkor a kipszelet érimegy ponton mennek
at, ezt a —magponhak nevezett — pontot hozzavéve a kupszelet pontjaihoz hiperovalist
kapunk. Ez az észrevétel QvigtH{1952) szarmazik.

A Galois-geometriak, vagy mas szdéval a testre épitett sikok és terek elmélete akkor kapott
igazan lenduletet, amikor B. Segre 1955-ben belatta az aldbbi alegrestményt.

Tétel. (Segre (1955)) Paratlap-ra PG(2, ¢)-ban minden ovalis kGpszelet.

Tul azon, hogy ez az eredmény mediepiszen a klasszikus sikon nincs megf@e)
a bizonyitashoz kidolgozott médszer a ,véges geometriai okoskodas" mintapéldaja mind a
mai napig. Ha a sik rendje paros, akkor a mege#dlitas altalaban még ugy sem igaz, ha
ovalis helyett hiperovalist, kipszelet helyett kipszelet és magpontjat mondunk. Tébb végte-
len ovalis-osztaly is ismert, melyek ismertetésére most nem térunk ki. llyeneket maga Segre
(1957), (1962) konstrualt, majd kiisb tovabbi példakat adott Glynn (1983), Ujabban pedig
az ovalisok és altalanositott négyszogek kapcsolatat felhasznéalva tébb ) osztélyt talalt Che-
rowitzo, Penttila, Pinneri, Royle, Payne és masok.

Ha a megfeld fogalmakat és tételeket magasabb dimenzidra prébaljuk altalanositani, ak-
kor mar harom dimenzidban is két természetes tegiink van: vagy megtartjuk sz6 szerint,



hogy ,nincs harom pont egy egyenesen”, vagy pedig azt kéveteljik meg, hogy ,nincs négy
pont egy sikban". gy ativegilletve aziv fogalmahoz jutunk.

2.2. Definicio. A PQ(n, q) tér egy ponthalmazé&uvegek nevezzik, ha nincs harom kolline-
aris pontja. Aziv olyan ponthalmaz, amelynek legaldhb+ 1 pontja van és nincs + 1
pontja egy hipersikban. A sikbeli esethez hasonléaitivegrdl, illetvek-ivrdl beszéliink, ha
a ponthalmaz: pontu. A siiveqg (illetve itgljes ha tartalmazasra nézve maximalis.

Roviddel Segre fent emlitett sikbeli tételének megsziletése utan Barlotti (1955) és Panella
(1955) kiterjesztették Segre tételét harom dimenzids siivegekre.

Tétel. (Barlotti (1955), Panella (1955R4aratlan ¢-ra PG(3, ¢)-ban minden(¢® + 1)-sliveg
elliptikus masodrendu felllet.

Az, hogy a legnagyobb siiveg mérété + 1), paratlang-ra Bose sikbeli eredményéhb
konnyen kovetkezik, paragra (¢ > 2) Qvist (1952) latta be. Itt tehat méar nincs kildnbség
a paros és a paratlan karakterisztika kdzott. Annyi kilénbség azért megmarad, hogy paros
g-ra vannak olyar(¢* + 1)-stivegek, amelyek nem elliptikus masodrend feluletek (ezek a
Suzuki-Tits ovoidok, melyek nem-négyzgta Iéteznek). Barlotti (1965) azt a jelenséget is
észrevette, hogy ha a stiveg mérete nagyobb, qint ¢ + 6, akkor is igaz marad, hogy
része kell legyen elliptikus masodrendl feliletnek. Haromnal magasabb dimenziéban mar
nem tudjuk, hogy a legnagyobb méretli siivegnek hany pontja lehet. Barlotti (1965) azt is
megmutatta, hogy harom dimenzioés beagyazasi eredméhgébgnagyobb négy dimenziés
stiveg méretére felsbecslés kaphatd. Mint azt kisb részletesen is emlitjik, ez a becslés
elég messze van a sejtett igazsagtol.

Maga B. Segre (1955) a masik iranyban altalanositotta tételét. Megmutatta, hogy paratlan
q-ra PGE3, q) egy ive legfeljebly + 1 pontot tartalmaz, és egyésiég pontosan akkor all, ha az
iv harmadrend térgorbe (szoktak momentumgérbének is nevezni), azaz projektive ekvivalens
az {(1,t,t*,t*) : t € GF(q)} U{(0,0,0,1)} halmazzal. Ha egy harom dimenzidbeli ivet
egy pontjabdl levetitiink egy sikra, akkor természetesen sikbeli iv keletkezik, csak a méret
csokken eggyel. igy Segre a bizonyitas soran azt is belatta, hogy paradd?G 2, q) ¢-ivei
mindig kupszelet részei. Pargeseten itt is csokken a paros és paratlan karakterisztika kozti
kulonbség: Casse (1969) beléatta, hogy parosis legfeljebb; + 1 pontdak lehetnek PG, )
ivei, azonban még itt is vannak a fenti harmadfoku térgdthétionbod (¢ + 1)-ivek. Azt is
belatta, hogy dq + 1)-ivek hiperbolikus masodrendi felileten vannak. A harom dimenzids
(g + 1)-iveket ké&bb Casse és Glynn (1982) teljesen leirta. Ezek az ivek az egyik Segre altal
talalt ovélis-osztallyal, a transzlacié-ovalisokkal vannak kapcsolatban. Négy dimenziéban
azonban, ha elég nagy, akkor mar csak a momentumgorbgk 1)-ivek. Természetes otlet a
magasabb dimenzids esetet visszavezetni — ismételt vetitésekkel — a sikbeli esetre, és aztan
a sikbeli karakterizaciot felhasznalva leirni a magasabb dimenzids iveket. Ez az étlet persze
a sikbeli esetben nagyon pontos eredményt igényel. llyeparatlan esetben Segre tétele
szolgéltat, a paros esetben ez a kiindulé dimenzié négy lesz.

Ezen motivacio alapjan mar az étvenes években megfogalmazddott a kidvetiaprzed
kérdés.



Kérdés. Milyen méretliek lehetnek R@, ) teljes ivei?

Ezt a kérdést teljesen altalanosan is kezelhetjik, és igy azt is magaban foglalja, hogy
peéldaul mekkorak P@, ¢) legkisebb teljes ivei, vagy hogy milyen intervallumokban vannak
minden intervallumbeli méretre teljes ivek, stb. Erre a kérdésre most nem térink ki, egy
viszonylag részletes attekintés [22]-ben talalhaté.

Az ivek és siivegek egy fontos alkalmazasa kddelméletben van. Ennek megértéséhez defi-
nialjuk a lineéaris kodokat.

2.3. Definicio. LegyenF aGF(q) test,V = V,, pedig az erre épitett dimenzids vektortér. Két
vektorHamming-tavolsaga kilonb6z6 koordinatak szama. Egy velddlyaa nullvektortdl
valé Hamming-tavolsaga. Az y € V Hamming-tavolsagat(z, y), x € V sllyatw(z) jeloli.
Ha C k-dimenzios alterd’-nek, akkorC-t [n, k]-k6dnak nevezik. Az altér egy bazisat n-
es matrixba irva a kod egyenerator-matrixdtapjuk. AC' minimalis sulya (vagy tavolsaga;
lineéaris kédokra ez a két dolog egybeesikha

d = min{d(z,y) : z,y € C, x # y}.

Egyd minimalis sulyu lineérisn, k|-kodra az|n, k, d]-kod elnevezést szokés hasznalni. A kod
e = [(d — 1)/2] hibat képes javitani. Hal olyan matrix, melynek sorai ortogonalisak
elemeire (azaz € C akkor és csak akkor, haHH” = 0), akkor H-t a C kdd paritas-elledrzo
matrixanak nevezzuk.

A kodok, valamint bizonyos geometriai objektumok kapcsolatat az alabbi tény mutatja.

Allitas. A C kéd minimalis stlyad, ha aH paritas-elledrzd matrix barmelyd — 1 oszlopa
fuggetlen, de van olyaii oszlop, amely nem.

A trividlis eseteket elkerilerid tegyuk fel, hogyH-nak nincs két 6sszefli§goszlopa.
A fenti allitds alapjan &' lineéaris kdd helyett tekinthetjik egy paritas-eferd matrixanak
oszlopait, mint egy alkalmas projektiv tér pontjait. Ez a tér persze szintén) Gtetti, di-
menzidjar = n — k — 1, a szébanforgé ponthalmaz méreteUgyancsak azonnali kdvetkez-
ménye a fenti allitasnak az 0. n. Singleton korlat, mely szdriatn — k + 1. Nézzik meg,
mikor lehet itt egyerdség: az ilyen kddoka¥lDS (maximum distance separable) kodak
nevezik. EkkorH barmelyn — k oszlopa fliggetlen, azaz az oszlopok halmazaet alkot
PGn — k — 1, g)-ban. Hasonléan, a suvegek olyan kddokkal &llnak kapcsolatban, amelyek-
nek minimalis sulyat. Ha a sliveg teljes, akkor a szébanforg6 kod fedési supasz. A
legnagyobb siliveg illetve iv elemszamanak meghatarozasa kédelméleti szempontbol azért ér-
dekes, mert esetlinkben a kéd kodimenzidja és minimalis sulya adott, tehat minél hosszabb a
kod, annal kevésbé redundans. llyen kddokat tébben vizsgaltak, lasd G. Cohen, I. Honkala, S.
Most a Segre tétel térbeli kiterjesztése kapcsan mi csak a masodik legnagyobb sikbeli
iv méretére koncentralunk. Még altalanosabban, bevezethetjik az alabbi jeldléseket, és sik
helyett tetsbleges dimenzidéban kérdezhetjik, hogy mekkora a legnagyobb iv vagy suveg,
valamint mekkora a masodik legnagyobb teljes iv vagy sliveg mérete.



2.4. Definicio. Jeldljemsy(n, q) aPG(n, q) legnagyobbini (n, ¢) pedig a masodik legnagyobb
teljes slivegének méretét.

Hasonléan jeldljen(n, q) a PG(n, q) legnagyobb/(n, ¢) a masodik legnagyobb teljes
ivének méretét.

Mivel a konkrét becsléseket nem hasznaljuk, csak Segre eredeti eredményeit emlitjuk.
Tétel. (1) m'(2,q9) <g¢— /q+ 1, hag = 22" (Segre (1967)
(2) m'(2,q) < ¢ — Y2 + 1, haq paratlan Segre (1967)

Ezeket az eredményeket Voloch, majd Hirschfeld és Korchmaros Iényegesen megjavitot-
tak a nyolcvanas, kilencvenes években. A masik irAnyban nagyon kevés ismert: Kestenband
(1981), Ebert (1985), Fisher—Hirschfeld—Thas (1986), valamint Boras»&£1986) példat
adtak teliegq — /q + 1)-ivekre, hag > 4 négyzet. Azazn'(2,q) > q — \/q+ 1, haq > 4
négyzet, amibl az (1) alatti Segre-becslés élessége kdvetkezik.nAm-négyzet esetben az
ismert példak mérete/2 korul van.

Ezekhez a nevezetes ciklik(ig— /g + 1)-ivekhez csatlakozik az értekezés [D] dolgozata.
Afenti (¢ — \/q + 1)-ivek PGQ2, ¢) Singer-csoportjanak alkalmas részcsoport-orbitjai. A [D]
dolgozat egyrészt az eredetinél egyszerlibb bizonyitast ad arra, hogy ezek az orbitok ivek (a
teljességet ezt tudva mar nem nehéz belatni), masrészt szilkséges és elégséges feltételt ad arra,
hogy egy ilyen részcsoport-orbit iv legyen. Ennek segitségével azt is be tudtuk latni, hogy ha
az orbit mérete kicsi, akkor a keletkiegikbeli ponthalmaz mindig iv. A moédszer olyan, hogy
automatikusan mikodik akarhany dimenziora is, ilyenkor azonban egy aritmetikai feltétel is
kell ahhoz, hogy a ciklikus részcsoport-orbitok siivegek legyenek. Végil jegyezziik meg, hogy
Korchmarossal kdzos [16] dolgozatunkban a ,kis" orbitok szerkezetét teljesen le tudtuk irni,
valamint ezek segitségével a Fermat-gorbe véges test feletti megoldasainak szamat sikerult
bizonyos esetekben pontosan meghataroznunk.

A jelen értekezés efskét dolgozata a legnagyobb illetve masodik legnagyobb teljes stiveg
probléméjahoz kapcsolddik: azt vizsgaltuk meg, hogy mekkora leh€&t, ¢), ha ismerjuk
m’'(2,q) értékét. Ezutan azt néztlik meg, hog{(2, q) illetve m4 (3, ¢) ismeretében hogyan
lehetmy(4, g)-ra becslést adni. Bizonyos értelemben a négy dimenzids tér kulcsszerepet jat-
szik a legnagyobb slivegek vizsgalataban. A technikai értelemben azért, mert R. Hill (1978)
egy eredménye becsléstad(n, ¢)-rams(4, q) ismeretében:

ma(n,q) < ¢"*ma(d,q) — " =2(¢" "+ ... 4 q+1)+ 1,

amugy pedig azért, mert am,(4, q)-ra ismert legedisebb fel§ becslés nagysagrendie?’,

a legjobb ismert stiveg-konstrukcié pedig c€a¢ méretii iveket szolgaltat. Erdekes, hogy

Hill (1978) bizonyitasa kodelméleti eszkdzoket hasznalt. Ujabban Veerecke adott Ph. D.
értekezéseben geometriai bizonyitast Hill becslésére. Fontos megemliteniink, hogy a Hill-féle
becslés nagyon gyenge eredményt ad, ha a dimenzié nagy. Erre az esetre Meshulam [17]
belatta, hogy

2
n—1

n—1

q

2 n
ma(n, q) < EC] +



Valéjdban Meshulam bizonyitdsa altalanosabb a silivegek eseténél: azt mutatta meg hogy
ap® eleml elemi Abel csoportban egy olyan halmaz mérete, amely nem tartalmaz harom tagu
szamtani sorozatot, Iegfeljek%ly))S (igazabdl Meshulam eredménye még ennél is altalanosab-
ban Abel-csoportokra vonatkozik, de a teljes altalanossagtol most eltekintiink.)

A mi eredményeink (a paros esetben Leo Storme-val, a paratlanban Nagy Gaborral k6z6-
sen) az alabbiak.

2.5. Tétel. (Storme, Sényi [A], Thms. 2.7 és 3.1Ha g = 2", ¢ > 64, akkor

my(3,q) < ¢* —q+2/q+ 1.

Ugyanezen feltételek mellett
ma(4,q) < ¢° — ¢* + 2q/q + 29 — 2/q + 1.

2.6. Tétel. (Nagy, SBnyi [B], Thm. 1.1)Ha ¢ paratlan, M = max{m’(2,q), (5q + 19)/6},

akkor

310
m’z(&Q)<qM+Z(q+§—M)2—q—1.

Ha N = max{m}(3,q), (¢*> + 5q + 2)/2} ésq tovabbra is paratlan, akkor
ma(4,q) < ¢N + 2¢>.

Mindkét tétel bizonyitasa geometriai és kombinatorikus okoskodasokra épit. A paros eset-
ben a kombinatorikus, a paratlanban a geometriai (masodrend fellletsorok) érvelések domi-
nélnak.

Erdemes éttekinteni a korabbi eredményeket is: pan@sHirschfeld és Thas ([A], ref.:

[6]) korabbi korlatja
q_

m§(3,q)§q2—§—7+2

volt, paratlang-ra Hirschfeld ([B], ref.: [4]) az
1
mj(3,q) < ¢* = 0° + 2

becslést latta be, ha > 67. Ha figyelembe vesszik az)(2, q)-ra ismert legjobb eredmé-
nyeket, lathatjuk, hogy a 2.6 Tétel a kordbban ismert eredménynél még akkor is jopb, ha
négyzet, a Storme-val kdzos korlat pedig nagyjabél megduplazta-a1)-tol valo eltérésre
adott korlatot

A teljesség kedvéért jegyezzilk meg, hogy mindkét eredménynél egy kicsit jobb is ismert
azé6ta. A paros esetben Ming Chu [7] belatta, hegy3, ¢) < ¢> — ¢+ 5 (hag > 8), mig a
paratlan esetben Storme, Thas és Veerecke [20] az
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becslést latta be. Itt azonban érdemes megemliteni, o@y ¢) becslése biztosan nem javit-
hat6, hag négyzet, ugyanakkor az elképzelbehogym) (3, ¢) lényegesen kisebiF-nél még
akkor is, hag négyzet.

A Storme-val k6zds dolgozat azonban még egy fontos eredményt tartalmaz: megadtunk
egy ¢-nal nagyobb nagysagrend intervallumot, amelyben az esetled lédep teljes stive-
gek mérete csak néhany, viszonylag rovid részintervallumban lehet. A részintervallumok alsé
végpontja kbg? — ¢°/*. Ez az eredmény az egyetlen, amely azt jelzi, hogy valésziniileg paros
q esetén is lényegesen javithatg(3, ¢) felsd becslése.

2.7. Tétel. (Storme, Sanyi [C], Thm. 2.6)Ha a olyan egész szam, melyre

~2/G+ 3+ /160,/q + 12q — 44,/q — T

2<a<
4./q+2

és
ke q2—(a—1)q+a\/§+2—a+<g),qz—(a—Q)q—aQ\/c_] :

akkorPG(3, ¢)-ban, ¢ paros,q > 64), nincs teljesc-suveg.

fvekre vonatkoz6an ugyanehhez a kérdéskorhéz kapcsolddik, bar mégleméazan, a
harmadik (szintén Leo Storme-val k6z6s) cikk. A kérdést itt, kbdelméleti indittatasbol, Se-
roussi és Roth (1986) tette fel. Mint azt fentebb emlitettiik, az MDS kddok iveknek felelnek
meg. A leggyakrabban hasznalt (a CD-k is ezt hasznaljak) MDS kédok aRéau—Solomon
kodok melyek geometriailag a momentumgoérbének, pontosabban annak egy részhalmazanak,
felelnek meg. Kérdésiuk az volt, hogy lehet-e ugyiteni ezeket a kddokat, hogy az MDS
tulajdonsag megmaradjon. Geometriailag ez a kovétijerenti.

Kérdés. (Seroussi—Roth (1986)egyenC a{1,t,t%,...,t"} U {0,0,0,...,1)} momentum-
gorbe, K # C pedig egy iv. Milyen nagy leheé# N C'|?

Persze, haX N C|-re tudunk als6 becslést mondani, akkor egybemgz, q)-ra is lesz
egy also becslésink. A kérdést meg is fordithatjuk: vegyinkiegyC' pontot és becsuljuk
meg, hogyC-rél hany pontot tudunk Ggy valasztani, hogy azekel egyltt is ivet alkossa-
nak. Han = 2, akkor ez a kupszeléit kilonb6d teljes ivek egyik nevezetes, Segoeds
Lombardo—Radicedl sza&rmaz6 konstrukcidja. Sikban a helyzet nagyon egyszerd, tekintsik
azon P-n atmerd egyeneseket, amelyek metszikt, és valasszunk egy-egy pontot ezeken
az egyeneseken. gy persze olyan halmazt kapunk, afelgl egyiitt is ivet ad és mérete
(¢+3)/2vagy(q+ 1)/2, haq paratlan{q + 2)/2, haq paros. Lényegében ugyanez az okos-
kodas adja, hogy ennél tobb pontot nem is valaszthatiimél a sikban. Ebbl az esetbl
kiindulva indukciéval magasabb dimenzidban is lehetddlscslést adniik’ N C|-re. Lénye-
gében ezt tette Seroussi €s Roth (1986), valamint némileg altalanosabban és direkt modon
Blokhuis, Bruen és Thas (1990Dk az alabbi eredményt lattak be:

1
|KﬂC|<n+{q;], han > 3,



ahol[.] az egészrész fuggveny.

Az eredmény hatranya, hogy a becslés a dimenzio novelésével romlik, valamint hogy csu-
pan azn = 2 (sikbeli) esetben éles. Ezen némileg javitott Storme és Thas (1991) a haromdi-
menzids eset részletes vizsgalataval, de a korlat tovabhbra-ig(¢) alaki maradt alkalmas
f(g)-val, bar mar harom dimenziora is éles volt. A Leo Storme-val kdzos cikkekben ezeken
a hatranyokon siker(lt segiteni, azaz korlatunk éles, ha a dimenzio legféljghb+ 2.59,
és ilyenn-ekre korlatunk nem fligg-t6l. St ha a dimenzié legfeljebb ekkora, akkor le is
tudjuk irni azokat a halmazokat, amelyekrgian C| érték maximalis. Mindenképp érdekes,
hogy ez azt is mutatja, hogy magasabb dimenzidban a Segre, Lombardo—Radice konstrukcio
lényegében egyértelmi, ha kb2 méreti iveket kivanunk szerkeszteni. A jelen értekezésben
csak ag paros esefll sz0l6 cikket talalhatjuk meg, hasonlé eredmény igazaratlan esetre
is, lasd [21].

A most kovetked tételben legyen, az a legkisebb egész, melyie+ v/3)r3(n) < 0.01n,
han > qo. Itt r3(n) az{1,2,...,n} legnagyobb olyan részhalmazanak méretét jeldli, amely
nem tartalmaz harom tagu szamtani sorozatot.

2.8. Tétel. (Storme, Sanyi [C], Thm. 4.2)Tekintsik azL = {(1,¢,...,t")||t € GF(q)"}
momentumgorbét, ha = 2" ¢ > qo,n > 4, és legyenk olyan (k + 1)-iv PG(n, q)-ban,
amelynekL-lel k k6z6s pontja van. Ekkar < 2 4 1. Hak > 041(g+ 1) +n — 2, €s
K\L = {r}, akkorr az L gorbe valamely érint6jén kell legyen.

Tegyuk fel, hogy a (0,...,0,1) € L pontbeli érintén van, azaz0, ...,0,1,a,). Ekkor
létezikGF(¢) additiv csoportjdnak olyar/ kettd indexl részcsoportja, hogy N L pontja-
inak paraméterei (vagy H komplementerének) elemei és esetlég,a..,0,1) pont. Ha
(0,...,0,1) € K, akkor K teljes, ha nem, akkor &, ...,0,1)-beli érinté egy pontjanak
hozzavételével teljessé tehetd.

Talan érdemes a bizonyitast is vazolniésdér harom dimenzidban latjuk be az allitaso-
kat. r-b0l vetitve iviinket, olyan sikbeli ivet kapunk, mely egy racionalis harmadrend( gorbén
van. A harmadrend( gorbe pontjain bevezditedy csoportmivelet, és iviink ezen csoport
egy olyan részhalmaza, melyiet+ o’ + o” # 0, haa, d’, a” paronként kilénbdzek. Ha rész-
halmazunk elég nagy, akkor mas lebstg nincs, mint hogy részhalmazunk egy &attex
részcsoport a harmadrend(l goérbe csoportjaban (mely esetlinkben vagy ciklikus vagy elemi
Abel). A csoportos allitas bizonyitasa a Kneser tételt, valamint Szemerédi (ill. igazan csak a
harom tagl szamtani sorozatokra vonatkoz6 Roth) tételét hasznalja. Egy ily@mnkiet{
részcsoport algebrailag kénnyen parametrizalhato, @nkilleriil, hogy a kapott térbeli iv
teljes. Itt a bizonyitas a Weil-becslést hasznalja algebrai gérbék véges test feletti pontjainak
szamarol. Ugyanez az észrevétel hasznalhaté négy dimenzidban is, majd a magasabb dimen-
Zios eset vetitésekkel és elemi geometriai okoskodasokkal kaphat6. Jegyezzik meg, hogy
ezen a médon a dimenziora valo (esetiinkb®fag-s) becslés valdsziniileg tovabb javithato,
de sokkal tobb szamolassal, és a legjobb, andt attnddszefil varhatunk, az kbn < ¢/6.
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3. Hézagos polinomok, lefogd ponthalmazok es
(k,n)-ivek

A tovabbi cikkek jorészt lefogd ponthalmazokkal, valantintn )-ivekkel kapcsolatosak. Mind-
két fogalom igazabdl a hatvanas években alakult ki, noha a lefogé ponthalmaz fogalma mar
Neumann és Morgenstern 1948-ban megjelent jatékelméleti konyvében is megtalalhato.

3.1. Definicio. Egyll, ¢g-adrendi projektiv sik valamely ponthalmaleibg6 ponthalmazak
nevezzik, ha minden egyenest metsz. Ha a lefogd ponthalmaz nem tartalmaz egyenest, akkor
blokkolé ponthalmaa neve. Egy lefogd ponthalmaznimalis, ha tartalmazasra nézve az.

(Ez geometriailag azt jelenti, hogy minden pontjaban van olyan egyenes, amely csak ebben a
pontban metszi a halmazt.)

3.2. Definicio. Egy 11, ¢-adrendl projektiv sik valamely ponthalmazan)-iv, hak pontja
van, minden egyenes legfeljeblpontban metszi, és van olyan egyenes, amely pontesan
ben. Egy(k,n)-iv teljes ha nem részék + 1,n)-ivnek. Egy ponthalmazszeresen lefogd
ponthalmaz, ha minden egyenest legalapbntban metsz, és van olyan egyenes, amit ponto-
sant-ben.

Ennek megfeleléen, hatt = ¢+ 1, akkor a(k, n)-ivek és &-szeresen lefog6 ponthalma-
zok egymas komplementumai. Szokasosan akkor hasznélgaeeesen lefogd halmaz illetve
a (k,n)-iv elnevezést, hailletve n kicsi g-hoz képest.

Mint a definiciobdl l1athatd, &k, n)-iv n = 2-re visszaadja &-iv fogalméat, igy az alabbi
Barlottitdl (1965) szarmazd eredmény a Bose tétel kbzvetlen megjiatelk tekinthei.

Tétel. (Barlotti (1965))(k,n)-ivre k < gn — q + n, és egyenléség csak akkor allhat, ha
osztjag-t.

PG(2, ¢)-ban mindem|q-ra vannak(qn — ¢ + n,n)-ivek, hag paros (Denniston (1969)).
Nemrégen Ball, Blokhuis és Mazzocca [3] megmutattak, hogy parattaiP G2, ¢)-ban sem-
milyen1 < n < g-ra nincsenek ilyeitk, n)-ivek.

Lefogd ponthalmazokra a helyzet némileg hasonlo: trivialis, hogy minden lefog6 ponthal-
maz legaldbly + 1 pontot tartalmaz és egydrgég csak akkor all, ha a halmaz egyenes. Ha
viszont a lefog6 ponthalmaz nem tartalmaz egyenest, akkor Bruen (1968) és Pelikan belat-
tak, hogy mérete legalabp+ /g + 1 es egyerdség csak a/q-adrendl (Baer-)részsikokra
all. Az 6 bizonyitdsuk kombinatorikus (azaz mindg@drend( sikra érvényes). Abban az
esetben, hg nem négyzet, a becslést tisztan kombinatorikus Uton nem sikerult Iényegesen
javitani. Hosszu ideig csak az affin sikokra vonatkoz6 Jamison (1977), Brouwer—Schrijver
(1978) dolgozat volt az, amely polinomos mddszerével reményt nyujtott arra, hogy a testre
épitett sikokra joval tobbet lehet belatni, mint altalaban.

Tétel. (Jamison (1977), Brouwer—Schrijver (1978)) AGq) tetszbleges lefogo ponthalmaza
legalabb2q — 1 pontbal all.
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Ezt az eredményt felhasznalva Blokhuis—Brouwer ([G], ref.: [5]), valamint Bruen-Silver-
man ([G], ref.: [14]) megmutattak, hogy hanem négyzet, akkor P@,¢) egy blokkold
ponthalmaza legalabp+ \/2¢ + 1 pontt. Erdemes kiemelni, hogy a bizonyitas egy része mar
Rédei Laszl6 1970-ben megjelent konyvében megtalalhatd.

Lefog6 ponthalmazok egy nevezetes csaladiedei tipusdefogd ponthalmazoké. Le-
gyenU az AG2,q) affin sik egyq pontu részhalmaza. Azt mondjuk, hogy egy) iranyt
(m meredekséget) meghatéroz ha talalunkU-ban két olyan pontot, melyek 6sszetot
egyenesen meredekségl. H& egy fuggvény grafikonja, akkor a meghatarozoit)-ek
m = (f(x) — f(y))/(x — y) alakuak. A Rédei [19] altal megvalaszolt kérdés a kovedikez

Kérdes. (Rédei (1970))Legalabb hany iranyt hataroz meg egy fuggvény grafikonja (azaz a
kilonbségi hanyados legalabb hany értéket vesz fel)?

Ha a meghatarozott irdnyok halmazgés|D| < q), akkorU U D kdnnyen lathatéan (mi-
nimalis) lefogd ponthalmaz. Megforditva, liaolyan minimalis lefogé ponthalmaz, melyre
valamely/ egyenesréB \ ¢| = ¢, akkor azU = B\ ¢ &ltal meghatarozott iranyok halmaza
eppenD = B N/ lesz, azaz a fenti kérdés ekvivalens a Rédei tipusu (minimalis) lefogd
ponthalmazok méretének also becslésével.

Jane Di Paola (1969) kisrend( sikak € 7) vizsgalataval mar a hatvanas években azt
sejtette, hogy primrend( Galois-sikok egyenest nem tartalmazo lefogd ponthalmazai legaldbb
3(q + 1)/2 pontdak. Ez a kérdés hosszu ideig megoldatlan volfiseldban amiatt, hogy
nem voltak megfelé mdédszerek. Di Paola sejtését nemrégiben Blokhuis [4] bizonyitotta, s
maodszere néhany mas hasonld becslést is kiadott nem-négyzet rendi sikokra, igy példaul azt,
hogyq = p? esetben blokkol6é halmaz mérete legalabb- p? + 1. Mindkét eredmény éles,
3(q¢ + 1)/2 méretl blokkol6 ponthalmazra példa az U.projektiv haromszégmely Rédei
tipusy, a pontok egy haromszog oldalain vannak elosztva): a* esetben pedig a GF*)-
b6l GF(p)-be vezeb nyom (trace) fuggvéngrafikonjabdl szarmazé Rédei tipusu blokkolo
ponthalmaz a példa. Mindkét konstrukcié megtalalhaté Rédei kbnyvének 36. Paragrafusaban.

Blokhuis médszere szerves folytatdsa Rédei hézagos polinomos mdodszereinek. Még pon-
tosabban, az értekezésben szdérdpl] dolgozat az, mellyel Gjra elkebddétt a polinomok
alkalmazasa projektiv sikok lefog6 ponthalmazaira. (Noha a cikk jovéldtéglent meg, az
eredeti kézirat 19904) szarmazik.)

Rédei Laszld acunary polynomials over finite fieldgm{ konyve ugyan érezlin hasz-
nos algebrai modszereket tartalmazott, de a konyv terjedelme miatt nem volt teljesen vilagos,
hogy a véges geometriai kérdésekkel pontosan milyen kapcsolatban alltak az algebraiak. Iga-
zabdl a Blokhuis, Brouwer, $nyi [E] dolgozat egyik |ényeges része éppen annak tisztazasa
volt, hogy a geometriai kérdésekhez Rédei konyvének mely részeit szilkséges megérteni.

3.3. Tétel. (Blokhuis, Brouwer, Sanyi [E], Thm. 1)LegyenU C AG(2,q) (¢ = p™) q pontd
ponthalmaz,D pedig azU &ltal meghatarozott irdnyok halmaza. Legy&n:= |D|. Legyen
e (0 < e < n) alegnagyobb olyan egész szam, amelyre mind€tmn) € D) meredekségl
egyened/-t p°-vel oszthatd szamu pontban metszi. Ekkor az alabbiak egyike all fenn:

() e=0€és(¢g+3)/2< N <q+1,
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(i) 1<e<nf3,682+(g— 1)/ +1) <N < (q— 1)/ — 1),
(i) e=n/3 ésN = p* + 1vagyN = p* +p° + 1.
(iv) e=n/2€ésN =p°+1,
(V) e=nésN = 1.

TovabbaN =1 (mod p°), és(q, N) # (16,7).

A bizonyitads a Rédei-polinom vizsgalatara, €s hézagos polinomokra vonatkoz6 eredmeé-
nyekre épit.

3.4. Definicio. LegyenU = {(a;,b;) : i = 1,..., N} azAG(2, q) egy ponthalmaza/ Rédei
polinomja a

H(X,Y) = ﬁ(X +aY —b) = XY+ (V)XY 4+ hy(Y)

i=1

kétvaltozés polinom, ahal;-nek, minty” polinomjanak a foka legfeljebp(j = 1,..., N).

A 3.3 tételben a = p esetre vonatkozo ((i) vagy (v) lehet csak) eredmény Rédei és Me-
gyesi tétele (24. Tétel, 36 Paragrafus, Rédei kbnyvében). Két évtizedig ez volt az egyetlen
altalanos jele annak, hogy Di Paola sejtése igaz lehet, hisz ez Rédei tipusu lefogé ponthal-
mazokra bizonyitja a sejtést. Ezt egyszerlibben Lovasz és Schrijver (1981) is befittak, s
0k azt is megmutatték, hogy(a + 3)/2 irAnyt meghatarozé ponthalmazok egyértelmiek (a
bellik szarmazd blokkol6 ponthalmazt szoktikjektiv hAromszdrek nevezni.) Az Gjdon-
sag a Blokhuis, Brouwer, $nyi [E] dolgozatban kefts, egyrészt altaldban is tudjuk, hogy
az (i) esetberfq + 3)/2 < N, ami a Rédei [19] kdnyvében szerépl. probléma egy ré-
szére ad valaszt, masrészt (ii)-bereaz n/3 korlat jobb, mint a Rédeinél szerépl < n/2.

Ugy tlinik, hogy azV = 1 (mod p°) észrevétel sem szerepel explicite Rédei kbnyvében.
Ez tette lehdivé, hogy az = n/3 esetbenV lehetséges értékeit pontosan meghatérozzuk.
A (¢, N) # (16,7) arra ad példat, hogy még @& = 1 (mod p°) feltétel mellett sem all

el6 a (ii)-beli intervallumok minden eleme meghatérozott irAnyok szdmaként. Permutécios
polinomokkal Evans, Greene és Niederreiter [9] is belatta @)tk figgetlendl.

Fontos megjegyezni, hogy kisb Blokhuis, Ball, Brouwer, Storme és@wi [6] karakte-
rizéltak az olyan ponthalmazokat, melyek kevesebb, (@it 3)/2 iranyt hatdroznak meg.

Tétel. (Blokhuis—Ball-Brouwer—Storme—8ayi (1999))Ha U kevesebb, mirit+3) /2 iranyt
meghataroz@ ponta halmaz, akkor a fenti 3.3 Tétel szerint minden egyenesdulop® pont-
ban metszi. Ha® > 3 (vagyp® = 3 ésN = ¢/3 + 1), akkor létezik eg¥sF(p¢) részteste
GHF(q)-nak, melyrd/ egyGF(p°) feletti altér eltoltja.

Pontosabban, ha mondjuk= ¢!, akkor AG2, q)-t tekinthetjik egy a Gfy,) feletti 2h
dimenziés vektortérnek. Ha mége U, akkorU h-dimenzids altér.

Blokhuis lefogé ponthalmazokra vonatkoz6 eredményei (lasd [4]) utan természetesnek
tnt tobbszordsen lefogo ponthalmazokat vizsgalni. Ezt Ball és Blokhuis ([G], ref.: [1]), majd
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Ball [1] kezdte el, a kétszeresen illetve haromszorosan lefogd ponthalmazok tanulmanyozaséa-
val. Az Aart Blokhuis-szal és Leo Storme-val kdzds cikkiinkben az altalanos esetre vonatkoz6
eredmeényt lattunk be, hanem tal nagy.

3.5. Tétel. (Blokhuis, Storme, Smyi [F], Thm. 1.1)LegyenB s-szeresen lefogé halmaz
PG(2, ¢)-ban,q nem prim, melyréB| = s(q + 1) + c. Legyency = c3 = 273 ésc, = 1, ha
p > 3.

1. Haq = p**! éss < q/2 — c,q*/3, akkore > c,¢*/3.

2. Had < gnégyzets < ¢'/*/2 ésc < ¢,q*?, akkore > s,/q ésB tartalmazzas diszjunkt
Baer részsik egyesitését.

3. Hag = p?, s < ¢"/*/2 ésc < p[1+,/21], akkorce > s,/q ésB tartalmazzas diszjunkt
Baer részsik egyesitését.

A ¢ = p prim esetben Ball ([1]) belatta, hody| > (s + (¢ + 1)), has < (¢ — 1)/2,
|B| > (s+1)gq, has > (¢+1)/2. Ugyancsalo (illetve Ball és Blokhuis) dolgozta ki azt, hogy
a Rédei polinombdl hogyan lehet Gigyesen hézagos polinomot csinélni tdbbszérdsen lefogo
ponthalmazra. Ezutén egy a fenti lemmanal pontosabb hézagos polinomos allitast latunk be,
majd az abbdl nyert lokalis informaciot hasznalva kombinatorikusan épitjuk fel a diszjunkt
Baer részsikokat.

Jegyezziik meg, hogyta= 1 esetben is van Ujdonsag ebben a tételben. Ha ugyan@am
négyzet, akkor a Blokhuis [4] becsIf3| > ¢-+,/pg+1-et adott, ahoj = p", h > 1, paratlan,
mig a fenti eredményB| > ¢ + ¢*/3 + 1-et ad. Abban az esetben, haégyzet, akkor a fenti
eredmeénybl az kaphato, hogy Baer-részsikot nem tartalmazé lefogd ponthalmaz méretére
|B| > q + c,¢*? + 1 teljestll (illetve a (3) alatti megfelélbecslés, ha = p?). Korabban erre
csak a Ball és Blokhuis altal bizonyitd®| > ¢ + 2,/g + 1 volt ismert. Erre a kérdésre a
kéHbbiekben még visszatérink.

4. Algebrai gorbék, lefogo ponthalmazok és  (k,n)-ivek

Az értekezés ezen fejezete algebrai gorbék egy Ujfajta felhasznalasat mutatja Galois geomet-
riakban. A kordbban mar emlitett becslések2, ¢)-ra mind arra a Segréit szarmazé o6t-

letre épulnek, hogy egk-iv érintdi benne vannak egy alacsony fok{« 2 — k, haq paros,

2(q + 2 — k), hag péaratlan) algebrai vonalgorbében. B. Segre ezt a Menelaosz-tétél¢etsz

ges foku gorbékre valo kiterjesztésével, valamint a gyalegre-lemmanakevezett trikkel
mutatta meg. Megldgp hogy az iveken kivil nem tal sok olyan probléméat ismeriink, amely-
ben ez a szép otlet alkalmazhato lenne. Ugyanakkor sokaig semmilyen mas 6tlet sem volt
ismert, amellyel bizonyos ponthalmazokhoz algebrai gérbét rendelhetiink hozza ugy, hogy
a gorbe tulajdonsagai a ponthalmaz bizonyos kombinatorikus tulajdonséagait tikrozzék. Az
utolsé harom feldolgozott cikk arra ad példat, hogy a korabban a polinomos médszereknél
hasznalRédei polinonhogyan hasznélhato arra, hogy algebrai gorbéket asszociéljunk lefogé
ponthalmazokhozk, n)-ivekhez és esetleg mas objektumokhoz.
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A Rédei polinomnak (Id. 3.4) az a legfb haszna, hogy segitségével algebrai felté-
tellé (egy bizonyos gyok multiplicitasa) fordithatjuk le azt a geometriai feltételt, hogy az
Y = mX + b egyenes hany pontban metgzit. A Rédei polinom hatranya ugyanakkor,
hogy foka nagy. A most kovetkézmindharom cikkben az térténik, hogy a Rédei polinom
felhasznalasaval alacsonyabb foku polinomokat gyartunk, melyek még mindig tikrozik azt,
hogy az egyenesek hany pontban metgzik de elegenden sok pontjuk van Glg) folott
ahhoz, hogy algebrai geometriai eredményeket (Weil becslés, Stohr-Voloch mddszer, vagy
egyszer(ien csak a Bézout tétel) tudjunk hasznalni. Erdekes, hogy hasonléan a teljes ivek alta-
lanositott Menelaosz tételre épiB. Segre altal kidolgozott elméletéhez, itt is olyan goérbéket
kapunk, melyeknek ,sok" Glg) feletti pontja van, valamint, hogy a ponthalmazok tartalma-
zasra vonatkozo6 minimalitasa illetve maximalitasa itt is a gorbék linearis komponenseivel van
kapcsolatban.

Az els cikk ([G]) kozvetlenlll kapcsolédik a Rédei altal felvetett kérdéshez. Azt vizs-
galtuk meg, hogy ha egy ponthalmgnal kevesebb, de majdneqrpontot tartalmaz, akkor
mennyire csdokkenhet a meghatarozott iranyok szama. Itt az alabbi eredményt sikertlt meg-
mutatni.

4.1. Tetel. ([G], Thm. 4)LegyenU azAG(2,q) egyq — n (n < /q/2) pontl ponthalmaza,
mely aD-beli iranyokat hatarozza meg. H®| < (¢+ 1) /2, akkor van olyarl” > U halmaz,
melyre|V| = ¢ ésV ugyanazokat az irAnyokat hatarozza meg, rhint

Altalaban csak kicsit kevesebb igaz, nevezetesen a ko\etke.

Tétel. Ha AG(2, q) egyq — n pontd, nem csupa kollineéris pontbdl allé ponthalmaza keve-
sebb, min{q + 3 — n)/2 irdnyt hataroz meg, akkor része olyamontu ponthalmaznak, mely
ugyanazokat az iranyokat hatarozza meg, mint az eredeti ponthalmaz.

Az értekezeésbeli cikkben ez csakja= p esetre talalhaté meg ([G], Remark 5), amikor
egyszerilien azt mondhatjuk, hogy a ponthalmaz legalabiB — n)/2 irAnyt hatdroz meg. A
[G]-ben csak emlitett hézagos polinomos okoskodas a [23] dolgozatban jelenik meg.

Az értekezésben szerépkovetked cikk tetsdHleges lefogd ponthalmazokra terjeszti ki
Rédei eredmeényeit. Itt is azt mutatjuk meg, hogy egy lefogo ponthalmaz mpéteté esetén
1 + e/2 darab intervallum valamelyikében kell legyen. A Rédei féle eredményhez (Id. [19],
Thm. 24, illetve 3.3 Tétel) képest az itteni intervallumok kb. kétszer olyan hosszuak.

4.2. Tétel. ([H], Thms. 5.6, 5.12) egyenB minimalis blokkol6 halmaPG(2, ¢)-ban,q = p™
és tegyuk fel, hogyB| < 3(q + 1)/2. Ekkor van olyani < e < n/2 egész szam, hogy minden
egyenes3-t 1 modulop® pontban metszi €s

€ + 1— e 4 1 2 _ 4 2me
1 g <® V0 +1) v
pe+2 2
Aszimptotikusan ez azt jelenti, hogy

g+ 1+ (2)

Bl <q+—L4+2L 45 4
e

Specialisan B| < q + 9¢/(4p°) mindenp ése-re.

15



Jegyezzik meg, hogy a tétel azon része, hogy minden egyenes 1 mopaidban metszi
a lefog6 ponthalmazt ([H], Thm. 5.12), Blokhuis egy sejtését ([4]) igazolja.zAp? esetben
tétellinkt®l a Baer-részsikok alabbi jellemzése kdvetkezik, mely azoelejezetben emlitett
Ball-Blokhuis eredménynél, de a javitott Blokhuis, Stormér§zeredménynél is [ényegesen
erbsebb.

4.3. Tétel. ([H], Thm. 5.7)Legyeng = p?, (p > 2), B pedig olyan blokkolé halmaz, amely
nem tartalmaz Baer-részsikot. EKK&ét| > 3(¢ + 1)/2.

Természetesen ez az eredmény is éles, az 0. n. projektiv haromszogek (Ghelymkm
esetben a Lovasz—Schrijver eredmény kapcsan mar volt szé) minden paratlan primhatvanyra
3(¢ + 1)/2 pontu blokkol6é halmazokat adnak.

Itt is érdemes a bizonyitas vazlatat attekinteni. A Rédei polinom segitségével két gor-
bét rendellink a ponthalmazhoz. Ezeknek nincs kdzés komponensiik) f8letti pontjaik
viszont azonosak. Bézout tételét hasznélva egy ilyen polinom foka vagy elég nagy, vagy a
polinom X?-nek is polinomja.

Blokhuis és Polverino azt is észrevette, hogy kihasznalva, Hdgyminden egyenes 1
modulop® pontban metszi, tisztan kombinatorikus modszerekkel (a variancia trikkel) az in-
tervallum fel® hatara is kissé megjavithat6. Azt lehetne mondani, hogy a 4.2 Tétdhyen
aszimptotikus becslésében a harmadik2agyutthatéjati-re lehet javitani. Abban az eset-
ben, hag = p* (v. 6. 5.14. Allitas a cikkben), Blokhuis és Polverino eredménye a koviétkez
adja.

Tétel. (Blokhuis—Polverino) P@, ¢), ¢ = p* minimalis blokkol6 halmazainak méreté +
p?+1,p° +p? +p+ 1lehet, vagy legalabB(q + 1) /2.

Mindegyik esetre van is ilyen méretl lefogd ponthalmaz (mely az lets esetben Rédei
tipusd). Nemrégiben Olga Polverino azt is megmutatta, hggyrap® +1 és ap® +p? +p+1
méretli minimalis blokkolé halmazok szikségképpen Rédei tipustak. (Ennek niggfelel
hogy tudniillik a3(q¢+ 1) /2-nél kisebb lefogé ponthalmazok mindig Rédei tipustak volnanak,
nem igaz, ha = p" ésh > 4. Ezt nemrégiben Polito és Polverino latta be, [18].)

Az utolso cikk (k, p)-ivekre terjeszti ki Segre eredményeit, ahok p". Abban az eset-
ben, hay paros, csak &-ivekre vonatkozd Segre-féle korlatnal gyengébb eredményt kapunk.
Pératlan;-ra f6 eredményiink a kévetkéz

4.4. Tétel. ([I], Thm. 4.13)Legyeng = p", p > 2, K pedig olyan(k, p)-ivaPG(2, ¢) sikon,
melyre|K'| = gp — ¢ + p — ¢, ahole < /gq/2. EKkor K nem teljes.

Mas szoval, figyelembe véve Ball, Blokhuis és Mazzocca [3] eredmégyét ¢ + n,n)-
ivek nemlétezesér paratlang-ra, ez azt jelenti, hogyK'| < qp — ¢ + p — /q/2. Tisztan
kombinatorikus okoskodasokkal nem sokat lehet mondadi efkérdéshl: Thas [24]e = 1-
re latta be a megfeléleredményt, de mar a = 2 esetre is csak részeredmények vannak
(Wilson [25]).

Az altalanos: osztjag esetben Ball és Blokhuis [2] egyt6l fliggd korlatot tudott megadni
e-ra polinomos moédszerek alkalmazasaval. Az egyszerliség kedvéért esak az4 esetre
mondjuk ki eredmeényuket.
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Tétel. (Ball-Blokhuis)Ha n < ¢/4 ésn osztjag-t, akkorPG(2, q) legalabbng — ¢ + n/2
pontl(k, n)-ivei nem teljesek.

A g/n = 2 és3 esetekrei/2 helyett kicsit nagyobb konstansszojjott ki nekik. Ebben
az iranyban Hadnagy Evaval sikeriilt egy gorbéket hasznalo bizonyitast adnunk, amely kicsit
javit azn/2 tagon. Az is talan figyelemre méltd, hogy az algebrai gorbe itt a fenti 4.4 dktelt
lényegesen kuldnbd&zmaodon lett a nagyk, n)-ivhez hozzarendelve.

Osszefoglalva:azt reméljilk, hogy Segre hires modszerének ezen médositasa — a pont-
halmazokhoz a Rédei polinom segitségével algebrai gérbét rendelni — hozzasegit kombinato-
rikus tulajdonsagokkal definialt ponthalmazok tanulméanyozasahoz. A kialakult médszer még
nem igazan moédszer abban az értelemben, hogy szemben a Segre-féle |énmrhajaval,
eddig nem sikerult mechanikus bizonyitasi technikava egyszerisiteni a gorbék konstrukcidjat.
Ez persze némi rugalmasséagot kdlcsontz a médszernek, amely példaul a Segre-féle modszer-
rel kombindlhat6 is, mindenesetre attol teljesen figgetlennek latszik.

Egyebre még csak kéziratos formaban tovabbi alkalmazésai is vannak a mddszernek:
tobbszorésen lefogd ponthalmazokra a blokkolo halmazokhoz hasonl6 jellegl eredményeket
lattunk be Lovasz Laszloval, Aart Blokhuis-szal pedig énméentes halmazokra sikerilt a
mobdszert alkalmazni.
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