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Bevezeto

,, Ohé alljunk csak meg. On azt mondja, a régeszmém, hogy 6riilt vagyok. De hiszen
tényleg az vagyok, az imént mondta. De hiszen akkor ez nem régeszme, akkor az egy logikus
gondolat. Tehat nincs rogeszmem. Tehat mégse vagyok oriilt. Tehdat csak rogeszme, hogy oriilt
vagyok, tehat rogeszmém van, tehat oriilt vagyok, tehat igazam van, tehat nem vagyok oriilt.

Mégiscsak gyonyori dolog a tudomany! 1

Szamos tudomanyban és a mindennapokban is jelen vannak a paradoxonok, bar nem
mindenhol jelentik pontosan ugyanazt. Abban hasonlitanak, hogy olyan jelenségekre
hasznaljak, amik latszélag vagy valosagosan ellentmondasosak, racafolnak a jozanészre.
Szakdolgozatom témajaul a paradoxonokat valasztottam, mivel ez a témakdr mar
gyerekkoromban is érdekelt. Egyik ilyen els6 kérdés, amivel talalkoztam: mi torténik, ha

Pinokkio, akinek megné az orra, amikor hazudik, azt mondja: ,,Most meg fog néni az orrom”.

Késobb is bele-bele botlottam ilyen képtelen gondolatokba, példaul, hogy mi torténne, ha
valaki visszautazna az id6ben, és megoIné a sajat nagyapjat, amikor 6 még kisgyerek? Egy
masik érdekes idOutazasi paradoxon, amikor feltessziik, hogy van egy idéutaz6 gépiink, ami 3
perccel korabbra, egy adott helyre barmilyen targyat vissza tud vinni. Tegylik fel, hogy az
asztal egyik sarkdbol a masikba utaztatok vissza egy konyvet. Harom perccel azel6tt, hogy
megnyomnam a gombot, a konyv a tiloldalt meg is jelenik. Mi torténne akkor, ha a harom
perc leteltével mégse nyomnam meg azt a gombot? Sokak altal ismert kérdés az is, hogy mi
fog gydzni, ha a mindenen keresztiiltoré agytgolyot kildjiikk a mindent megallito falra

célozva?

A paradoxonok azon kivill, hogy érdekesek, ramutatnak annak a rendszernek az
ellentmondasossagara, amiben léteznek. Képzeljik el egy vilagot, ahol minden egyszerre
megtorténik, meg nem is. A matematikaban egy allitasbol és annak a tagadasabol minden tétel
igazsagat be lehet latni. Az indirekt bizonyitdsi modszer épp arra épiil, hogy ha egy allitéas
nem igaz, akkor a tagadasa igaz. Sokszor azaltal, hogy egy paradoxonra keresték a feloldast a

matematikusok, tettek igazan nagy lépéseket elére a matematikaban.

! Karinthy Frigyes



A dolgozatomban el6szor definialom a paradoxonokat, majd bemutatok par érdekeset bel6liik,
koztiikk néhany olyat is, amik a matematika fejlédése szempontjabol is nagy jelentdséggel
birnak. Elészor olyan klasszikus paradoxonokkal foglalkozom, mint példaul Zénon aporiai,
illetve a hazug paradoxon. Ezutan Russel anatomiajat vizsgalom meg, majd a végtelen néhany
érdekes tulajdonsagaval foglalkozom. Utanuk par valdszintiségi paradoxon kovetkezik,
természetesen a teljesség igénye nélkiil. Végiil kimondom és bizonyitom a Banach-Tarski

paradoxon néven kozismert tételt.
A paradoxonokrél

A matematikaban paradoxonnak olyan allitishalmazt hivunk, amely ellentmondast tartalmaz.
Ez a halmaz allhat egyetlen allitasbol is, ami se igaz, se hamis nem lehet. A matematikai
paradoxonokat két nagy csoportra lehet osztani, a valodi vagy ellentmondésos paradoxonokra
¢s a latszolagos paradoxonokra. A masodik csoportba azok a paradoxonok tartoznak, amik
elsére ellentmondasnak tinek a meglepd allitasuk miatt, de valdjaban igazak. Valamint van

par olyan is, akiket egyik csoportba se lehet beosztani, ilyenek példaul Zénon aporiai.

Zénon és Akhilleusz

Zéndn i. e. 5. szazadban élt Gordgorszagban, az & paradoxonjait tartjdk az egyik
legkorabbiaknak. Zénon mestere, Parmenidész munkassaganak soran azzal foglalkozott, hogy
az ugynevezett ,létezOt” vizsgalta. Ennek a létezének az O elmélete alapjan olyan
tulajdonsagai vannak példaul, mint hogy egész, nem keletkezett, ellentmondéstalan, egyetlen,
nem mozog. Zénon kovette mestere tanitasat és tovabbi érveket hozott fel Parmenidész
elmélete mellett. A mozgas elleni néhany érve hiresiilt el gy, mint Zénén paradoxonjai,
,»aporidi”. Ezek az indirekt bizonyitas logikajat kovetik, mindegyik allitasa elott felteszi, hogy
van mozgas, majd ellentmondashoz jut, és mivel a 1étez6 ellentmondastalan, az eredeti
feltevés nem lehetett igaz, tehat nem létezik mozgis. Erdekes, hogy & az elsé olyan

gondolkodo, akinél ez az indirekt logika megjelenik. Nézziink néhanyat ezek koziil.
1. Dikhotomia

Tételezziik fel, hogy valaki A varosbol szeretne eljutni B varosba. Ahhoz, hogy B-be elérjen,
elészor el kell érnie az ut feléhez, F-hez. De ahhoz, hogy A-bol F-be eljusson, szintén el kell

jutnia eldszor az AF tavolsag feléhez, FF-hez. Ezt a felezést végtelenszer meg lehetne tenni,



ami végtelen sok pontot jelent. Végtelen pontot pedig nem lehet bejarni véges idon beliil,
tehat nem lehet eljutni A-bol B-be. Mivel a gyakorlat mégis azt mutatja, hogy el lehet jutni A-
bol B-be, ellentmondashoz jutottunk, de a 1étezé nem lehet ellentmondasos, tehat nem 1étezik

mozgas.
2. Akhilleusz és a teknos

Hasonl6 gondolat alapjan bizonyitja be, hogy Akhilleusz, a leggyorsabb gorog, nem tud
utolérni egy tekndsbékat. Tegyiik fel, hogy a verseny elején, Akhilleusz nagylelkii €s nem
ismervén Zénon gondolatmenetét, azt hiszi, hogy mindenképpen 6 gyo6zhet, ezért ad 100
méter eldnyt a tekndsnek. Miutan a teknds ezt lefutotta nekiindul Akhilleusz, hogy utolérje.
Am mire lefutja a 100 métert, addigra a teknds mér elérébb ment valamennyivel. Es ugyanigy
mire Akhilleusz odaér, ahol a teknds volt, mikor 6 a 100 méter végére ért, kevesebbel ugyan,
mint elébb, de megint elérébb lenne. Es mivel ezt a végtelenségig lehetne folytatni,
Akhilleusz nem nyerheti meg a versenyt. A gyakorlat itt is azt mutatja, hogy egy gyorsabb
ember, hiaba indul késébb, nem csak beéri, de le is el6zi a lassabbat. Nem létezik tehat

mozgas.
3. Sztadion

Tegyiik fel, hogy 3 sorba rendezziik az emberek egy stadionban. Egy sorban vannak a piros
sapkasok, alattuk egy masikban a kékek és egy harmadikban a z6ld sapkasok allnak legalul.
Tegyiik fel, hogy a kéksapkasok elindulnak jobbra egy allando v sebességgel, a zoldek pedig

balra, ugyanekkora sebességgel.

9000
000 =
== Q0000

Amig egy kék elhalad egy piros eldtt, addig egy zdld is egy piros el6tt halad el, viszont két
kék eldtt. Tehat az azonos gyorsasdggal mozgd emberek, azonos idd alatt nem azonos utat

tesznek meg, ami ellentmondas, nem létezhet sebesség €s igy mozgas se.

Az utolso paradoxonnal lathato legegyszertibben, hogy nincs benne valdjaban ellentmondas, a

sebesség relativ voltara mutat ra.



Az elsé két aporia gondolata nagyon hasonlod, az elsdnél az utat osztja végtelen darabra, a
masodiknal az id6t, amik szerinte nem lehetnek egyenlék egy véges Osszeggel. Zéndn

koraban még nem tudtak, hogy egy végtelen hosszii osszegnek is lehet véges Gsszege. Igy a
Dikhotomianal, ha a két varos tavolsaga d, akkor a d -Z;":l% = d. Ami egy véges tavolsag,

tehat bejarhaté véges id6 alatt. A végtelen ezeken kiviil is sok paradox helyzetet okoz,

amelyekrdl még a késébbiekben lesz sz6.

Ellentmondasos paradoxonok

Ide tartoznak azok a paradoxonok, ahol az A4llitdssoknak barhogy valasztjuk meg az
igazsagértékét, ellentmondéashoz jutunk. Ehhez bevezetonek egy rovid példa, ami par honapja

nagy népszeriiségnek orvendett az interneten. A feladat igy hangzik:

Mekkora a valdszintisége, hogy az alabbi lehetdségek koziil, erre a kérdésre a helyes valaszt

valasztom?

a.) 25%
b.) 50%
c.) 25%
d.) 65%

Sokan tévesen azt gondoljdk elsdre, hogy ez egy paradoxon, pedig nem. A fenti négy
lehetdség kozil egyik se jo, tehat annak a valdszinlisége, hogy jot valasztok 0. Akkor miért
szerepel mégis itt? Az allitdst kdnnyen paradoxonna lehet tenni, ha a d.) lehetdséget
kicseréljiik 0%-ra vagy arra, hogy ,,Egyik sem jo”. Hiszen ebben az esetben nem tudunk jot
vélasztani, mivel a valaszok Osszefiiggnek egymassal, igy épp azzal, hogy valasztunk egyet,

egy masik lenne a j6 megoldas.
Eubulidész és a hazug paradoxon

Eubulidész gorog filozofust a paradoxonok atyjanak szoktak hivni tobb fennmaradt korai
paradoxonja miatt. Az egyik tdéle szarmazd tipus a ,,halom”, ,sok” fogalmakkal van
kapcsolatban. Arra épiilnek, hogy nem ismerjiikk ezeknek a fogalmaknak a pontos hatarait. A
paradoxon igy szol: ,,Ha van egy halom babom, abbdl, ha elveszek egyet, attol még halom

marad-e? A valasz igen. Ha még egyet? Igen. Tegyiik fel, hogy ezt nagyon sokszor



végrehajtjuk, mig mar csak két darab bab maradt. Abbdl, ha elveszek egyet az még egy halom
bab-e? Nem. De miért, hiszen ugyanazt csindltam.” Ugyanerre példa, hogy ha egy hajszalat

kitépek, attol kopasz leszek-e.

Egy masik a ,szarvas érv”’, ami azon alapul, hogy gyakran feltételeziink olyan dolgokat,

amiket nem mondunk ki. Két férfi beszélget.

- Amit nem veszitettél el, az megvan neked.
- lgen.

- Szarvakat nem veszitettél el.

- Nem.

- Tehat vannak szarvaid.

Eubulidész legismertebb paradoxonja a hazug paradoxon, ami az olyan jellegi allitasokat
tartalmaz, mint az ,,Ez a mondat hamis.”. Nagy valoszinliséggel a paradoxon eredete
Epimenidész i. e. 6. szazadi krétai ,,Minden krétai hazudik ” mondata volt. Ez az allitas igy
nem okoz ellentmondast, de levezethet bel6le legalabb egy igazmondé krétai l1étezése. A
mondatot valodi paradoxonna tehetnénk, ha minden egyes krétait felkeresnénk és elmondanak

6k is ezt a mondatot. A hazug paradoxon par mas variacioja:
a). Most hazudok.
b). 1. A kovetkezé mondat hamis. 2. Az el6z6 mondat igaz.

C). 1. Mind a harom mondat hamis. 2. Mind a harom mondat hamis. 3. Mind a hdrom

mondat hamis.

d). Egy hidon csak az mehet at, aki igazat mond, aki hazudik, 6t felakasztjdk. Egy férfi ezt
mondja: Most fel fognak akasztani.

Ugyanez a helyzet Protagorasz jogasztanitvanyaval, aki a tandijat csak az elsé megnyert pere
utan fizetné ki. A tanitvany sokaig nem nyer pert, mivel a mesterséget nem iizi, igy a mester

bepereli. Hogy itéljen a bird, ki nyerheti meg a pert?

Ezekben a paradoxonokban a mondatok, torténetek onmaguk igazsagértékére hivatkoznak és

igy keletkeznek az ellentmondasok.



Curry paradoxonja

Haskell Curry XX. szazadi matematikus egyik paradoxonja is az dnmagara utalo allitasok
kozé tartozik. A paradoxonnak egy példamondata: Ha ez a mondat igaz, akkor sarkdanyok
léeteznek. Vizsgaljuk meg, mi kovetkezik ebbdl az allitasbol. Tegyiik fel, hogy ez a mondat
igaz. Ha igaz, akkor sarkanyok léteznek. De éppen ezt mondja a mondat, tehat az allitas igaz!
Mivel az A — B tipusi mondatok csak akkor hamisak, ha A igaz és B hamis, ezért ez alapjan
kell megvizsgalnunk a mondatot, ha hamis. Ekkor igaz lesz, hogy ez a mondat igaz, de hamis,
hogy sdrkanyok léteznek. Ezzel ellentmondasra jutottunk, a mondat nem lehet hamis. (Az,
hogy a mondat masodik fele mi, nem hasznaltuk ki, tehat tetszélegesen barmit be lehet ezzel
bizonyitani.) Példaul, hogy jobban érthet6 legyen a gondolat, ezt is irhatnank: Ha ez a mondat
igaz, akkor ez a mondat igaz. Vagy, hogy ellentmondas hozzunk 1étre: Ha ez a mondat igaz,

akkor ez a mondat hamis.

Curry paradoxonjat a nullad renda logika eszkozeivel be lehet l1atni, amihez el6szor tisztazok

par fogalmat ¢és jelet.
Logikai operatorok: |negacio, A konjukcio, V diszjunkcid, — implikéacio.
itéletvaltozok: logikai valtozok, egy megszamolhatdan végtelen halmaz egyszerti allitasai.

itéletlogikai formulak:elemei itéletvaltozok, ha A formula, akkor 1A is, ha A és B formula

akkor AAB s, AV Bis, A— Bis, és csak ezek.

Interpetacio: fiiggvény, ami az itéletvaltozokhoz rendeli hozzé az igaz vagy hamis értéket.(I)
A tautologia (T), ha minden I-re A igaz.

A és B tautologikusan ekvivalensek (A~°B) ha A igaz, akkor B is és ha B igaz, akkor A is.

Par példa erre, amik koziil a késébbiekben parat hasznalok: [IX~°X; (X V X)~°X; (X=Y)~°( X
VY); (XV IX)~° T.

Formalizaljuk az 4llitast: a mondat tetszéleges masodik fele legyen Y, magat az allitast pedig

jeloljik X-szel. Mivel X 6nmagara utalo, ezért felirhatjuk ezt az egyenléséget: X~° X-Y.

Ekkor: X~° XV X ~° XV (X»¥) ~° XV IX VY ~° TV Y ~° T. Tehat belttuk, hogy X mindig

igaz.



A Russel paradoxon

A halmazelmélet a matematika egyik alapkdve, a matematika nagyon sok mas agaban is a
fogalmakat halmazokkal definialjak. Ezért is volt megrazo, amikor tobbek kdzott Bertrand

Russel is ramutatott paradoxonjaval a naiv halmazelmélet egy hibajara.
A paradoxon igy hangzik:

Hivjuk tartalmazkodénak azon halmazokat, amik elemként tartalmazzak 6nmagukat. Ekkor,
ha tigy definialunk egy S halmazt, hogy azok és csak azok a halmazok elemei S-nek, amelyek

nem tartalmazkodoak, akkor S tartalmazkodo lesz vagy nem?

Tehat T € S-nek pontosan akkor, ha T nem eleme T-nek. Ha S nem tartalmazkodo, akkor S
definicidja miatt S-et bele kell tenniink S-be, tehat S tartalmazkodd, ami ellentmondas. Akkor
S € S, de S-nek pontosan azok az elemei, amik nem tartalmazzak onmagukat, tehat ez is

ellentmondas, igy egyik sem fordulhat eld.

A paradoxon kikiiszobolésére tobb matematikus is elkezdte ugy felépiteni a halmazelméletet,
hogy kizarja az ilyen ellentmondasos helyzeteket. A legelterjedtebb a Zermelo-Fraenkel féle
axiomatikus felépités lett. Ebben a modellben csak az a par axidéma érvényes, amit az elején
elfogadtak, és azok az allitasok, amik ebbdl levezetetok. Ez az axiéma-rendszer nem engedi

meg barmilyen halmaz 1étezését, igy a Russel-félét sem.

A Russel-paradoxon megjelenése a Zermelo-Fraenkel-féle axiomatikus halmazelméletben:
Sziikséges axiomak:

Egyenldség: Ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor a két halmaz egyenld.
Egzisztencia: Létezik az iires halmaz.

Részhalmaz: Ha adott egy A halmaz és elemein egy T tulajdonsag, akkor B={x € A:T(x)} is

halmaz.

Paraxioma: Adott x-hez és y-hoz létezik olyan halmaz, ami csak 6ket tartalmazza. {X, y}

(Mivel x=y-t is megengedi, igy egyelemil halmaz is 1étezik.)

Unio: Ha | egy index halmaz és A={A; : i € I}, akkor legyen U {A;:i € I} =U A, ami halmaz.



Hatvanyhalmaz: Ha A halmaz, akkor hatvanyhalmaza is halmaz. Jele: P(A). (A Osszes

részhalmazaibdl all6 halmaz.)
Végtelen halmaz létezése: Van végtelen halmaz.
Tétel: Nem létezik az 6sszes halmaz V halmaza.

Bizonyitas: Indirekt tegylik fel, hogy létezik ez a V halmaz. Vegylik a kovetkezd

részhalmazat: A := {x € V:x & x}. EKkor A € A & A ¢ A, ami ellentmondas.
A tételt a Cantor-zétel segitségével is be lehet bizonyitani.
Cantor-tétel: Ha A tetszéleges halmaz, akkor |A|<|P(A)].

(It |A|] az A halmaz szamossagat jeloli. A szamossag pontos definicidja a Halmazok

szamossdga fejezetben.)

Definicié: Két halmaz szamossaga egyenld pontosan akkor, ha elemeik ko6zott bijekcio

1étesithetd. Ha |A|<|B|, akkor létezik f:A—B injekcio.

Két szamossag kozott < relacio teljesiil, ha < is teljesiil, de nem egyenldk.
Bizonyitéas:

L AI<S[P(A)]

A paraxioma miatt, megadhatunk egy f(x)={x} injektiv leképzést, ahol f:A—=P(A).
I |JA|=|P(A)]

Indirekten tegyiik fel, hogy létezik egy f:A—P(A) bijekcid.

Vegyiik a kovetkezd részhalmazt A-ban: B = {x € A:x ¢ f(x)}. Tudjuk, hogy B € P(A).
Tehat 3 b € A, hogy f(b) = B. (A bijekcio miatt.) Ekkor b€ B < b & f(b) & b & B.

fgy ellentmondasra jutottunk és ezzel a tételt belattuk.

Most bebizonyithatjuk Gjra, hogy nincs egy halmazok V halmaza. Indirekt tegyiik fel, hogy
1étezik ilyen V halmaz, akkor Cantor-tétele miatt |V|<|P(V)|. De V definicioja miatt P(V)SV

=|P(V)| £|V|. igy ellentmondasra jutottunk, nem létezhet ilyen halmaz.

A Russel-antindmianak 1éteznek népszerii, halmazelméleti kifejezéseket nem hasznald

megfogalmazasi is. Példaul:
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- Egy katonai tdborban egy borbély van. A borbély csak azokat borotvalhatja meg, akik
nem borotvaljak 6nmagukat. Borotvalkozhat-e a borbély?

- A vildgon van egy konyvtar, ahol az Osszes konyv megtaldlhatd. Ezekhez a
konyvekhez a konyvtaros kiilonbozd katalogusokat készit (példaul a verseskotetek,
szdz oldalnal rovidebb konyvek, stb), amik szintén konyvek, tehat ezek is
szerepelhetnek mas katalégusokba. Szeretne egy olyan katalogust késziteni, amibe
azokat a katalogusokat gylijti Ossze, amik nem szerepelnek sajat magukban

cimszoként. Mit csinaljon a kdnyvtaros, beleirhatja-e sajat magéba ezt a katalogust?

Latszolagos paradoxonok

A most kovetkezd paradoxonok nem tartalmaznak valoédi ellentmondast, helyes

kovetkeztetéssel végiil meglepd eredményhez juthatunk.
A varatlan akasztas paradoxonja

Egy varur diih6s volt a varborton egyik rabjara és kozolte vele, hogy jovo héten felakasztjak,
de nem tudhatja meg korabbi napon, melyik nap, hogy varatlanul érje. A rab ezek utan el
kezdett okoskodni: ,,Ha vasarnapig nem akasztanak fel, akkor tudnam, hogy vasarnap fognak,
ami nem lenne varatlan, tehat nem akaszthatnak fel vasarnap. De ugyanigy szombaton se
akaszthatjak fel, hiszen ha addig nem akasztandk fel, akkor nem lenne varatlan a szombat se,
hiszen a vasarnap mar ki van zarva.” Es igy indukciés 1épésekkel belatta mind a hét napra,
majd boldogan hatraddlt, hogy nem akasztjak fel. Ezutan szegény okos rabot csiitortokon

felakasztottak.
Jaték a végtelennel

A végtelen egy sok ember szamara megfoghatatlan fogalom. Amikor elészor talalkoztam vele
a matematikaban, Ggy probaltdk nekem elmagyarazni, hogy egy mindennél nagyobb szam.
Nem teljesen értettem, hogy ez hogy lehet, hiszen ha hozzadadok még egyet, maris nagyobb
szamot kéne kapnom. A végtelennel kapcsolatos allitasok nem mindig paradoxonok ugyan,

mégis egy résziik hihetetlen elsére. Kovetkezzen beldliik néhany!
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Végtelen szdlloda és az okos portas

Tapasztalhatjuk, hogy ha egy szalloddba be szeretnénk jelentkezni, de azt mondjak, hogy
megtelt, akkor ott mar nincs szabad szoba, masik helyett kell keresniink ¢jszakara. De ha egy
végtelen szoba szamu szdllodardl van szo, akkor nem szabad feladni, véges idén beliil
szobahoz juthatunk még aznap este. Egyszerlien a portasnak azt az instrukciét kell adni a
hangosbemondén keresztiil, hogy mindenki kolt6zzon az eggyel nagyobb szdmu szobaba.
Mivel barmely természetes szamnal van nagyobb természetes szam, ez megoldhato, és az elsd

szoba felszabadul a szdmunkra.

Szintén megoldhat6é, ha nem csak egy vendég, hanem végtelen szamu vendég jon, egy
végtelen hosszil busszal. Ekkor a portasnak ugy kell rendelkeznie, hogy minden vendég
koltozzon a szoba szama kétszeresébe, ezaltal a paratlan sorszamu szobak felszabadulnak.

Mivel a paratlan szamok éppen X,-an vannak, az Gjonnan érkezOk pont beférnek.

Mi torténik, ha egy végtelen hosszl végtelen magas busszal érkeznek a vendégek a tele 1évo
szallohoz? Ekkor a bent lakoknak at kell koltozniik a 2* szobaba, ahol X az eredeti szoba
szamuk volt. A busz elsé emeletén 1évo utasok a 3 hatvany szobdkba koltdoznek, a masodik az
5 hatvany, és igy tovabb a primhatvanyokra. Mivel végtelen sok prim van, és ezek hatvanyai
mind kiilonbozoek a szdmelmélet alaptétele alapjan, ez egy jO szoba beosztas lesz. Ide
kapcsolodo feladat: Hogyan lehet a természetes szamokat megszamlalhatoan végtelen SOK

diszjunkt megszamlalhatéan végtelen szamossdagu halmazba osztani?

Végiil tegyiik fel, hogy a portas tudja, hogy az éjszaka kdzepén érkezik egy barati tarsasag,
akik véges sokan vannak, de nem tudjuk pontosan, hogy hanyan. A barati tarsasdg egymas
melletti szobakat szeretne, a tobbi vendéget pedig nem az éjszaka kozepén szeretné
koltoztetni, gy hogy még akkor kell megoldani a problémat, amikor még nem tudja
pontosan, hanyan érkeznek. Mit tegyen? A portasnak végiil megint azt az utasitast kell adnia,

hogy mindenki emelje a szobaszamat a masodikra és kolt6zzon oda. Miért lesz ez j6?

A 2t — 2 = 2™ kiilonbség mindig egy 0-nal nagyobb szdm lesz, minden n € N,n > 1-re.
A 22 _pntl — 2. (2"l — 2 = 2. 2™(2 — 1) = 2™*1 tehat mindegyik ,,lyuk”, az el6z8
kétszerese lesz és a kiilonbség tart a +co0-hez, mivel n tart a +oco-hez. Tehat igy mindenképpen

fogunk olyan szam iires szobat talalni egymas mellett, ahova beférnek a vendégek.
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Halmazok szamossdaga

A kovetkezd allitasok kimondasahoz ¢€s bizonyitdsdhoz, sziikségiink van a kovetkezo

definiciokra.

Definicio: két halmaz ekvivalens, ha elemei kozott bijekcid, azaz kolcsondsen egyértelmii

megfeleltetés 1étesithetd.

Definici6: Minden halmazhoz rendeliink egy szamossagot oly modon, hogy az ekvivalens

halmazok szamossaga egyenld, a nem ekvivalens halmazok szdmossaga pedig kiilonbozik.
Tétel: A halmazok ekvivalenciaja ekvivalencia relacio.
Bizonyitas:

1. Reflexivitas
Ha f az identikus leképzés, akkor f(A)=A, ami egy jo bijekcio.
2. Szimmetria
Ha létezik f(A)=B bijekcio, akkor 1étezik (B)=A bijekcio is.
3. Tranzitivitas
Ha léteznek f(A)=B, g(B)=C bijektiv fliggvények, akkor az & kompozicidjuk is
bijektiv, igy g°f(4) = C.

Definicio: Egy a, valds szamsorozat hatarértéke a +oo, ha minden K valds szamhoz talalhato

olyan N természetes szam, hogy minden n > N természetes szamra a, > K.
Hasonldan, ha a, < K, akkor —oo a hatarértéke.

Tétel: A természetes szamok ugyanannyian vannak, mint az egész szamok.
Bizonyitas:

Ahhoz, hogy belassuk a tételt a két halmaz kozott bijekcidt kell talalnunk. Erre alkalmas

—k,hax =2k

khax=2k—1 minden x eleme N-re.

fiiggvény az f: N - Z, f(x) = {

Azokat a szamossagokat, ami a természetes szamok szadmossagaval (X;,) egyenld,
megszamlalhatoan végtelennek hivjuk. Lathato, ha egy végtelen halmaz elemeit fel tudjuk
sorolni, vagyis barmelyik elemr6l meg tudjuk mondani, hogy hanyadik, akkor az egy

megfeleld bijekcid lesz a halmaz és a természetes szdmok halmaza kozott.
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Tétel: A racionalis szamok megszamlalhatéan végtelenen vannak.

Bizonyitas: A racionalis szamokat sorba tudjuk rendezni. Példaul a kovetkezé féleképpen:

BN WIN NN RN
|

DR W R N R =] =

DO WO NO| RO

DR W R N R =] =

AN WIN NN RN

Minden raciondlis szdm felirhatd két egész szdm hanyadosaként igy, hogy a nevezd pozitiv.
Egy sorban azonos nevezdjli szamok vannak, egy oszlopban pedig azonos szamlaldju. Ebben

a felirasban minden szam tOobbszor szerepel, csak azokat tekintjiikk, ahol a szamlalo és a

nevezd relativ prim. A szamokat V alakban soroljuk fel a g-bél kiindulva. K6vetkezOképpen:

0 1 1 2 1 1 2 3
0--,1>—-,2->-3>—5,4>—-,5--,6>-,7>—=
1 1 1 1 2 2 1

) nun

Tétel: Megszamlalhatoan sok megszamlalhaté halmaz unidja is megszamlalhato.

Bizonyitas: Ebben az esetben fel tudjuk sorolni a halmazokat és azoknak elemeit is. Jeloljiik

Oket a kovetkezoképpen.

Ao={aoo, ao1, a0z, ...}, 41={a1o0, a11, a1z, ...}, 4o2={azo, a1, az,...}, ...

Ekkor akarcsak a racionalis szdmoknal, itt is fel tudjuk dket irni egy tablazatba és hasonléan

meg tudunk hatdrozni egy sorrendet.

aopo do1 do2
a0 dil diz
aoo do1 az
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Felsorolas: doo, do1, A10, A0, d11, Ao, ...

Ebben a tablazatban is el6fordulhatnak ismétlodo elemek, vagy iires helyek, ezeket kihagyjuk.

Definicio: Egy halmaz szdmossaga kontinuum, ha parba allithat6 a valés szdmok halmazaval.

Tétel: A kontinuum szamossag nem egyenld a véges €s a megszamlalhatoan végtelen

szamossagokkal.
Bizonyitas:
Eldszor lassuk be néhany részhalmazara, hogy nem megszamlalhatoak.

Allitas: a (0, 1) intervallum pontjai nem megszamlalhatok.

Indirekt tegylik fel, hogy megszamlalhatéak, vagyis fel tudjuk sorolni az &ssze elemet.

Legyenek az a;, a .. egy felsorolasuk, ahol a; szamjegyei a tizedesvesszé utan:

a;1, Aiz, A;3, ... Létrehozunk egy (0, 1) intervallumban levé by szamot, aminek a tizedesvesszé

utani szamjegyeit a kovetkezd eljarassal kapjuk meg:

b __{8,haaii¢8.
LA 7,ha a;; = 8

I > 0, egész. (Természetesen 7-es €és 8-as szamjegyek tetszélegesen

lettek kivalasztva, 1-8 barmelyik hasonldan jo lenne.) Ekkor by a (0, 1) intervallum eleme, de

kiilonbozik az 6sszes ai-t0l. A feltevéslinkben az szerepelt, hogy az 0sszes (0, 1)-beli szdmot

felsoroltuk, de mivel mutattunk egyet, ami nincs benne a felsoroldsban ellentmondasra

jutottunk. Tehat a (0, 1) intervallum pontjai nem megszamlalhatoak. A fenti modszert Cantor-

féle atlos modszernek nevezik.

Allitas: a (0, 1) és a [0, 1) halmazok azonos szamossaguak.

" neNYhax=—"
Bizonyitas: Létezik f: (0, 1) — [0, 1) bijekcio. f(x) = { n’ ’ n+1

x, kilonben

Allitas: a [0, 1) és a [0, 1] halmazok azonos szamossaghak.

1 1
-~ neN hax =—
n n+1

Bizonyitas: Létezik f: [0, 1) — [0, 1] bijekcid. f(x) = {
x, kilonben

Allitas: a [0, 1) és a (0, 1] halmazok azonos szdamossagiak.

Bizonytas: Létezik f: [0, 1) — (0, 1] bijekcio. f(x) =1 —x
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Allitas: Barmely két nem iires és nem egy pontbol allo korlatos intervallum azonos

szdmossagu.

Bizonyitas: Minden a,b € R, a < b-re létezik a kovetkezd bijekcio: f: (0, 1) = (a, b), f(x) =
(b — a)x + a. Mivel a halmazok ekvivalencidja tranzitiv, igy barmely két korlatos nyilt
halmaz szdmossaga megegyezik. Ugyanigy barmely két korlatos alulrdl, illetve feliilrdl zart és
korlatos zart intervallumok szdmossaga egyenld. Az el6zO allitasokat és az ekvivalencia
tranzitivitasat felhasznalva a feltett allitds kovetkezik barmely két korladtos egy pontnal

hosszabb intervallumra.
Allitas: (0,1) intervallum és R szamossaga megegyezik.

Bizonyités: Felhasznaljuk, hogy a (0, 1) intervallum szamossaga megegyezik (—g,g)-el, amit

A

elébb belattunk. Ekkor f: (—— g) - R, f(x)=tg(x) bijekci6é. Ezzel igazoltuk, hogy

2’
IR| # |N].

Minden 16 egyszini

Ez ugyan nem paradoxon, de hasonlit a latszolagos paradoxonokra. Az el6z6kben helyes
kovetkeztetéssel jutottunk meglepd eredményre, itt a meglepd eredmény azért jon ki, mert a
bizonyitasban hiba van. Am mivel elsére nem mindig taldljuk meg a hibat, ezek éppolyan
meglepdek tudnak lenni, mint a latszolagos paradoxonok. A ,,minden 16 egyszinli” erre egy

tipikus ,,teljes indukcios” példa.

Lassuk be, hogy minden 16 azonos szini! A bizonyitast a 16-csoportok — ,,ménesek” -
létszama szerinti teljes indukcioval végezziik. Belatjuk, hogy minden n f8s ménesben minden
16 ugyanolyan szinii, ahol n tetszéleges pozitiv egész. n=1-re ez természetesen mindig igaz.
Tegyiik fel, hogy igaz n-re, ezt felhasznalva lassuk be n+1-re. Ekkor, ha minden n szamu 16-
csoportra igaz, akkor egy n+1 f6s ménes els6 n lovara igaz. Ugyanigy igaz a 2., 3., ... n,, n+1.
n f6s 16-csoportra is ezen az n+1 fés csoporton beliil. Tehat mind az n+1-nek egysziniinek

kell lennie. Tehat minden 16 egyszinli. Vagy mégsem?

Valosziniiségi paradoxonok

crer
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Sziiletésnapi paradoxon

Ha egy teremben 365 ember van, akkor el6fordulhat, hogy mindenkinek az év kiilonb6zo
napjan van a sziiletésnapja, mig 366 embernél a skatulya-elv értelmében legalabb két
embernek egy napon kell lenni-e. (Eltekintve a szokéévektol.) Tehat ekkor 100% az esélye,
hogy két ember egy napon sziiletett. Vizsgaljuk meg, hogy hany ember kell ahhoz, hogy ez
legalabb 50% legyen!

Annak a valosziniisége, hogy x ember koziil egynek sincs egy napon a sziilinapja:

365-364-363-...-(365—x+1)
365*

365:364363..:(365—x+1) _
365% -

Ennek a komplementerére van sziikségiink, tehat: 1 —

365!
(365—x)!
365%

Ez kicsit atrendezve: 1 — = p. Ekkor prébalgatassal p = 0,51, ha x = 23! x = 57-re

pedig p = 0,99. Tehat ha mar 57 ember van egy teremben, akkor 99% a valdszintiség, hogy 2
ember egy napon sziiletett, mig 100% csak 366 embernél lesz.

Ajandékozasi paradoxon

Egy osztalyfonok a karacsonyi ajandékozast ugy oldja meg, hogy minden didk hozzon be egy
ajandékot és majd véletlenszerlien kisorsoljak, hogy melyiket ki kapja. A tanar tigy gondolja,

hogy kicsi az esélye, hogy valaki a sajat ajandékat kapja vissza. Igaza van?

Az osztaly l1étszama legyen n. (Legyen n > 2, hiszen két f6 esetén % az esélye, hogy a sajat

ajandékat kapja vissza.) Ekkor n! féleképpen lehet kiosztani az ajandékokat, ez tehat az

: -/ ST . . n—1)! 1
,0sszes” eset. Annak, hogy egy valaki a sajat ajandékat kapja vissza ( n') = 2

valdszinlisége. Tehat minél tobben vannak, erre annal kisebb az esély. A paradoxon viszont
arra vonatkozik, amikor senki nem a sajatjat kapja meg. Itt a ,,kedvezd” esetek szamat ,,Szita

formulaval” tudjuk szamolni.
Szita formula
Adva van A;, Ay, ...An események egy (£, A, P) valdszinliségi mezén. Ekkor

P(AjUA,U..UA,) =S5 —-S,+-+ (_1)n+1Sn’
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ahol S; = Y1j<cjen P(4;, N . 4),), 1< i < n.

fgy az olyan esetek szama, hogy senki nem kapja vissza a sajat ajandékat:

(=) o=0s () =r=s oo

fgy a valosziniiség n emberre:

1 .. .
Ez a szam pedig E-nél mindig kisebb, tehat valdszinlibb, hogy valaki visszakapja az

ajandékat. Az ajandékozasi paradoxon azért meglepd, mert annak, hogy egy konkrét ember
visszakapja az ajandékat igen kicsi az esé€ly, de annak az esélye, hogy valaki visszakapja,

viszonylag nagy. Egy 30 f6s osztalynal annak a valoszinlisége, hogy senki nem kapja vissza

2
az ajandéekat ~ 0,367879. Tehat annak, hogy valaki visszakapja, kozel 3 esélye van.

Monthy Hall paradoxon

Ez a paradoxon egy amerikai vetélked6 kapcsan kapta a nevét, amit Monthy Hall vezetett.
Tobb sikeres feladat megoldasa végén minden adast azzal zartak, hogy a versenyz6t harom
zart ajtoéval szembe allitottak. Tudta, hogy a harombdl ketté mdgott kecske van, egy mogott
pedig egy autd. Természetesen a cél az volt, hogy az autdt nyerjék meg. A versenyzd
valasztott egy ajtot, majd a miisorvezetd a két maradékbol kinyitott egyet, ami mogott kecske
volt. Ekkor mindig felajanlotta, hogy valtoztathat a dontésén, valaszthatja a masik ajtét. A

kérdés az, hogy vajon megéri-e valtani?

Gondolkodhatna ugy a jatékos, hogy mindegyik ajtonak 1/3 az esélye, majd egy kizardsa utan
mindkettének 1/2-ed, tehat mindegy melyiket valasztjuk, valthatunk is, meg nem is. A
meglepd ebben a feladatban, és amiért paradoxonnak is hivjak, hogy a valasz az, hogy igen,

megeéri valtani.
Bizonyitas:

Arra, hogy elsore eltalaljuk az autot 1/3 esélyiink van, tehat az estek 2/3-aban elsére kecskét
talalunk el. Ezen nem valtoztat, hogy kozben ki lett nyitva egy ajt6. Komplementerrel

szémolva 2/3-ad az esélye, hogy a masik az auto.
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Vizsgaljuk meg egy példan keresztiil! Tegyiik fel, hogy mindig az A-t valasztjuk elsére és a
pirossal jeloltet nyitja ki Monthy.

A B C Valtunk Nem valtunk
kecske kecske autod Nyeriink Vesztiink
kecske autd kecske Nyeriink Vesztiink

auto kecske kecske Vesztlink Nyeriink

Vilagos, hogy mind a harom sornak 1/3-ad az esélye. (A harmadik sorban 1/3-ad az esélye,

hogy ott van az autd, a B, C koziil egyiket kinyitja 1/2 valoszintiséggel, tehat % . % + g . % = %)
Mivel ez mind a harom ajtéra igaz, igy lathato, hogy ha valtunk, akkor 2/3 valoszinliséggel

nyeriink.

Sokkal latvanyosabb az eredmény, ha nem harom, hanem szaz ajté van, amibdl 99 mogott
kecske, egy mogott autd van. Ekkor, hogy elsdre autot talalunk, 1/100-ad esélye van és
99/100-ad, hogy kecske. Tehat, ha a tippelésiink utan kinyitnak 98 olyan ajtot, amire nem
tippeltiink és nincs mogottiik az autd, akkor a maradéknak 1/100-ad az esélye, hogy kecske és

99/100-ad, hogy auto.

Most mddositsuk a feladatot igy, hogy harom ajté van, de két versenyzo legyen egyszerre és
kiilonboz6 ajtora kell tippelniiik. Az elsé tippelésiik utdin Monthy kinyitja annak az ajtajat,
ami mogott kecske van és 6 kiesett a jatékbol. (Ha mindkettd ajtd6 mogott kecske van, akkor
véletlenszerlien valaszt koziiliik.) A bent maradt jatékosnak szintén fel lesz ajanlva, hogy
valtoztathat ajtot. Megéri-e most is? Az érdekes az, hogy nem. Csak akkor éri meg valtoztatni
neki, ha elsére mindketten kecskére tippeltek, de ennek 1/3 a valdszintisége, 2/3
valosziniiséggel az egyikiik az autdra tippelt. Nézziik meg ezt is tdblazatban, tegyiik fel, hogy
mindig az A-t és a B-t tippelik.

A B C Valt Nem valt
auto kecske auto Veszit Nyer
kecske auto kecske Veszit Nyer
kecske kecske kecske Nyer Veszit




Itt a két jatékosrol egytitt volt szo, kiilon-kiilon 1/3-ad eséllyel nyernek, ha nem valtanak és
1/6 eséllyel, ha valtanak, az estek mésik felében kiesik. gy akkor van legnagyobb esélyiik a

nyerésre, ha mindketten ezzel a stratégiaval jatszanak és a nyereményt elfelezik.
Bertrand-féle paradoxon

Itt a valdszinliséget geometriai Uton szdmoljuk ki. Ekkor egy adott kisérlettel kapcsolatos
eseményeket egy geometriai alakzat pontjaihoz rendeljiik hozza ¢és feltételezziik, hogy egy
eseményhez tartoz6 ponthalmaz teriilete aranyos az esemény valosziniiségével. Az események
valosziniiségét a ,.kedvezd” teriilet per ,,0sszes” teriilet formulaval szamoljuk. A vizsgalt
pontok az adott tartomanyban egyenletesen oszlanak el, tehat egy pont az alakzat egy adott t
nagysagi kiilonboz6 teriileteire ugyanakkora valosziniiséggel esik. Ez nem csak két
dimenzidban, hanem egyben, haromban is igaz. Hirom dimenzidéban, majd késébb a Banach-

Tarski paradoxonnal azért latjuk, hogy a térfogatnak érdekes tulajdonsagai lehetnek.

A geometriai valoszinliségnek is vannak paradox tulajdonsdgai, példaul, hogy egy céltdblan
eltalaljunk egy pontot, annak nulla a valdszinlisége. Ugyanis ekkor az (é) hatarértéket kapjuk

eredményiil, ami 0. Ennek az az érdekes kdvetkezménye, hogy a nulla valoszintiségii esemény
itt nem azonos a lehetetlen eseménnyel. Ugyanekkora a valdszinlisége annak is, hogy

barmennyi (de véges sok) pont koziil talaljunk el egyet.

A Bertrand-féle paradoxon ugy sz6l, hogy ha egy adott kornek kivalasztjuk véletlenszeriien
egy hurjat, mekkora a valosziniisége, hogy a hir hosszabb lesz, mint a korbe irt szabalyos
haromszég oldala? Ellentmondast gy kapunk, hogy erre a kérdésre harom kiilonb6zo

megoldas van, egyikben sincs hiba és mégis mas eredmények jonnek ki.
1. megoldas:

Vilasszunk ki egy pontot az adott kor belsejében. Minden

ilyen ponthoz, hossz szerint egyértelmiien, hozza tudunk ya \\
rendelni egy hurt, Gigy hogy ez a pont legyen a hur / ’ //’;’_ : A
felezopontja. A hur akkor lesz hosszabb a haromszog | \f | |
oldalanal, ha a kivalasztott pontunk a haromszogbe \\ L — ~ /
beirhato kor belsejébe esik, tehat ez a kedvezd teriilet. \\ 4

Mivel szabalyos haromszognél a haromszog koré irhato

kor sugara kétszerese a beirhat6 kor sugaranak, igy a keresett valoszintiség: 1/4.
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2. megoldas:

A kor forgési szimmetridja miatt a hur egyik végpontjat

akarhol rogzithetjiik a korvonalon, a masikat pedig yd NN
tetszolegesen kivalasztjuk. Rogzitsiik a hur végpontjat a \"‘«. N\
haromszog egyik végpontjdban. A korvonalat a '; ‘I""‘-‘, ."‘
haromszdg csucsai harom egyenld részre osztjak, nekiink \\ ) ';/';
ezekbdl az lesz a kedvezd eset, ha a masik végpont abba | A*

az intervallumba esik, amit a masik két csucs hatarol.

Tehat a keresett valoszinliség: 1/3.
3. megoldas:

Vizsgaljuk a kornek egy tetszéleges sugarat és ezen

/ ~
véletlenszerlien vélasszunk ki egy pontot. Hatdrozza meg / N
ez a pont Uugy a hurt, hogy ezen a ponton athalado, sugarra ‘
merdleges szakasz. A hur pontosan akkor lesz hosszabb az ] /
N )
e
.

oldalnal, ha a pont a sugar kdzépponthoz kozelebbi felére

esik. Ennek valoszintisége: 1/2.

A harom kiilonb6z6 megoldas azért lehetséges, mert ugyan mind a harom felfogasban
egyenletes eloszlas a ,,véletlenszeriien valasztunk”, de nem ugyanazok. Egyszer egy korlapon,
egyszer egy koriven és egyszer egy sugaron valo eloszlast vizsgaljuk. Vagyis attol fiiggden,

hogy hogyan értelmezziik a feladatot, mas-mas, de ugyanolyan j6 megoldasokra jutunk.

Banach-Tarski paradoxon

Hasonloan az el6z6khoz, itt se egy valddi paradoxonnal van dolgunk, csupan egy nagyon
meglepd allitassal. A paradoxon egyszeriibb valtozata azt mondja ki, hogy ha van a térben egy
tomor gombiink, és azt szétdaraboljuk véges sok részre, utdna két vele megegyezd gdmbot
tudunk Osszetenni a darabokbol. A paradoxon megmutatja, hogy a haromdimenzids térben
sem a térfogat, sem az ennek megfeleld egyenletes valoszinliség nem értelmezhetd barmilyen

korlatos halmazra.

Nem véletleniil hivjak aranykészité paradoxonnak is, hiszen ha az allitds valoban igaz, egy

gdmbot barmikor megduplazhatunk, és igy elég lenne egy apré aranydarab ahhoz, hogy
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hatalmas mennyiségli aranyat allithassunk el6. Miért szamit akkor az arany még mindig
ritkasagnak, hidba bizonyitottak be ezt a tételt? Ennek egyrészt vannak gyakorlati okai, hogy
nem tudjuk a gémbot ,,pontokra” szétszedni. Az allitds épp azért miikodik, mert akkora
darabokra szedjiik szét, amiknek ,,nincs térfogatuk”. Nincs olyan berendezésiink, ami ilyen
apro darabokra vagna fel egy anyagot, és aztan rendezni is tudna oket megfeleld6 modon.
Masrészt a bizonyitdsban hasznaljuk a kivalasztasi axidmat, amivel kapcsolatban tobben

vitattak, hogy elfogadjak-e axiomanak.
Kivalasztasi axioma

Az axiomatikus halmazelméletben ez az axidma sokdig nem volt teljes kortien elfogadva a

beldle szarmaz6 érdekes kovetkezmények miatt. Maga az axioma igy hangzik:

Ha {Ai : i € I} nem iires halmazok rendszere, akkor van olyan I-n értelmezett f fiiggvény,

hogy f(i) € Ai minden i € I-re.

Ahhoz, hogy egy érdekes példat mutassak az axidmara, eldtte sziikségiink van par 1j

definiciora.

Definicio: Egy <A, < > part rendezett halmaznak neveziink, ha < rendezi A-t, azaz

rendelkezik a kovetkezé harom tulajdonsaggal:
1. x <X sohasem teljesiil (irreflexivitas)
2. hax<yésy <z, akkor x <z (tranzitivitas)
3. hax,y €A, akkor x <y, x =y vagy Yy < x koziil pontosan egy igaz (trichotomia)

Definicio: Egy <A, < > halmazt jolrendezett halmaznak neveziink, ha minden nem iires

részhalmazanak van legkisebb eleme.
Példa: < N, < > jolrendezett, < Z, < > nem jolrendezett.

Definicio: Egy halmaz jolrendezhetd, ha megadhatdo hozza olyan rendezés, hogy a halmaz

jolrendezett legyen.
Es akkor a tétel bizonyitas nélkiil:

Tétel (Jolrendezési tétel): Ha igaz a kivalasztasi axidma, akkor minden halmaz jolrendezheto.
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Sziikség volt az axiomara, mivel az eldtte 1€évokbdl nem lehetett levezetni és mégis tobb
helyen hasznaltdk. Példdul ebben a dolgozatban is alkalmazva volt mar, a megszdmlalhatéan
sok megszadmlalhatdé halmaz unidja is megszdmlalhato bizonyitasnal. Ettdl fliggéen bizonyos

munkakban mai napig jelzik (AC), hogy a kivalasztasi axiomat is hasznaljak benne.
A paradoxon bizonyitasa

A paradoxon bizonyitdsahoz sziikségiink lesz tobb tétel, lemma bizonyitasdra és ujabb

definiciokra, valamint a dolgozatomban korabban bebizonyitott allitdsokat is felhasznalok.
Definicio: Atdarabolhatosag

Vegylink egy H ponthalmazt, ami felbonthaté paronként diszjunkt nem tires H; véges szdmu
részhalmazokra, igy hogy H=H;UH,U... Alkalmazzunk minden Hj-re egy egybevagosagi
transzformdaciot, ami atviszi H i-be. igy H'=H1UH",U... Ekkor, ha H'i-k is paronként
diszjunktak, akkor H atdarabolhat6 H'-be és forditva. Jele: HoH '

1. Lemma: Minden korvonal atdarabolhat6 egy vele azonos sugart kdrvonalba, amelynek egy

pontja hidnyzik.
Bizonyités:

A bizonyitasban felhasznaljuk, hogy a természetes szdmok ¢€s a természetes szdmok egy szdm
kivételével vett halmazoknak a szdmossdga megegyezik. Legyen a kivalasztott koriinknek a
sugara r, kozéppontja O, a korvonal pontjainak halmaza H, és egy tetszéleges pontja pedig Po.
Célunk, hogy talaljunk egy egybevagosagot ez a kor és egy szintén r sugard kor kozott,

amiben nincs benne a Py.

Legyen z tetszbleges irracionalis szam. Forgassuk el Po-t z, 2z, 3z...iz... szogekkel O koril igy
kapva rendre Py, P, P3...P;... pontokat. Az i—P; hozzarendelés injektiv V i € N-re, Pi=P; csak
akkor lesz igaz, ha i=j. Ha P; egybeesik Pj-vel, akkor iz-jz-nek a 360 egy egész
tobbszorosének kell lenni, tehat iz-jz=k egész szam. Amibdl, ha i#j, akkor ZZ%, ami
ellentmond annak, hogy z egy irracionalis szam. Tehat i=j.

Legyen H;={Po, P1, P2,...P;,...}, Hz pedig a kdorvonal tobbi pontja. Vilagos, hogy a korvonal
pontjai H = H; UH,. Adjunk meg egy olyan f hozzarendelést H-hoz, hogy f H, pontjait hagyja

helyben, H; P; pontjaihoz pedig rendelje hozza a Pj.i-et. (Forgassa el 6ket O koriil z-vel.)

Lathatjuk, hogy f j6 hozzarendelés, hiszen H 6sszes pontjat Py kivételével megkapjuk.
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Definicio: A és B két diszjunkt ponthalmaz. Ekkor, ha A-hoz ¢és B-hez is létezik olyan
egybevagdsagi transzformacio, ami A UB-be viszi Oket, akkor A és B is megdupldizhato

halmaz.

Miel6tt a térben vizsgdlnank meg a paradoxont, lassuk be, hogy mar a sikban is vannak

megdupldzhato ponthalmazok.

1. Tétel: A sikban létezik két diszjunkt ponthalmaz, A és B ugy, hogy A és B is egybevago
A UB-vel, tehat A (és B is) megduplazhato.

Bizonyitas:

Definicio: egy szamot algebrainak neveziink, ha az gyoke legalabb egy egész egyiitthatés nem

azonosan nulla egyvaltozos polinomnak.
Lassuk be, hogy az algebrai szamok megszamlalhat6an vannak!
Sziikséglink van a kdvetkezd egészeken értelmezett fliggvényre:

—2n,han <0,
2n—1,han > 0,

A = |
A hozzarendelés bijekcid az egész és a nemnegativ egész szamok kozott.

Legyen w olyan szam, hogy tartozik hozza egy algebrai z=cosw+isinw szam és w € [0,2m)
intervallumnak. Ez a z legyen gyoke az a(x) = a,x" + a,_1x" 1 + -+ a;x' + a, egész
egylitthatos polinomnak. Mivel a(x)-nek véges gyoke van az algebra alaptétele szerint, igy
sorba tudjuk Oket allitani, ezt jeldljikk i-vel. Ekkor minden w-hez hozza tudunk rendelni

egyértelmiien egy természetes szamot a kdvetkezd féleképpen:

2i. 34(a0) . gA(a1) . 74(@2) . . pA(an)

n+1

ahol p,,, az n+1l. paratlan primszam. Ez a leképzés injektiv a természetes szamok egy
részhalmazara, kiilonb6zé w-hez, nem fogja ugyanazt a szamot rendelni. A természetes
szamok minden részhalmaza véges vagy megszamlalhato, fentebb pedig mar lathattuk, hogy a
valds szamok egy intervalluma (ha nem {iires vagy csak egy pont) nem megszamlalhato. Mivel
fentebb a [0,2m) intervallumban az 6sszes algebrai szamhoz tudtunk rendelni injektiven egy
természetes szamot, igy ebben az intervallumban (és barmelyik mésikban, amiket szintén

nézhettiink volna) van megszamlalhatatlan nem algebrai (transzcendens) szam is.
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Vegyiink egy nem algebrai z szamot. Ekkor a,z™ + a,_1z" 1 + -+ a;z* + ag # a'pz" +
a,_1z"t+ - +a' 1zt +dy, ahol ag,ay, ... a,természetes szamok, hacsak az egyiitthatok
nem egyenldk. Hiszen akkor anz" + ap_1z" 1+ -+ azt +ay— (a'pz" +a' 12" 1 +
-+ a'yzt +a'y) = 0 egyenldségnek a z gydke lenne, ami ellentmond annak, hogy 6 egy

nem algebrai szam.

Adjunk meg A ponthalmazt ugy, hogy elemei a komplex sik azon pontjai, amik eléallithatok a

Az + ap_1z" 1+ -+ a2zt + ag (a; = 0,egész, a, # 0) alakban.

B elemei pedig a a,,z" + a,_1z""1 + -+ + a,z! alakban felirhat6 komplex szamok, szintén
minden a; > 0 egészek. Nyilvan ennek a két halmaznak nem lesznek ko6zos elemeik,

diszjunktak.

Ezutan mindkét halmazon elvégezhetjiik a kovetkezd egybevagosagi transzformaciokat: A

halmaz elemeit toljuk el a —1 vektorral, B-t forgassuk el az origé6 koriil —~w radiannal
(szorozzuk meg i-vel). gy mindkét halmazbol az AUB-hez jutunk, azoknak a pontoknak az

Osszességéhez, amik eldallnak egy nemnegativ egész egyiitthatdjii egyvaltozos polinom z

helyen felvett értékeihez. Ezzel az 1. Tétel-t bebizonyitottuk.

Lassuk be, hogy ha A<B, és A megduplazhato, akkor B is. Ehhez sziikségiink van arra, hogy
az atdarabolhatosag tranzitiv tulajdonsag, tehat ha AeB és B—C, akkor A«C. Ez igaz,
tudjuk, hogy létezik f bijekcio az atdarabolhatosag miatt, hogy f(A)=B. g pedig egy masik
bijekco, tigy hogy g(B)=C. (Szintén tudjuk, hogy létezik.) Ekkor a g°f pont jo atdarabolas
lesz, g°f (A) = C. Ebbdl mar kovetkezik a fenti allitas.

Rogzitsiink a térben egy O kézéppontli gombot. Az ry és 1y legyenek O-n atmend kiillonbozo
egyenesek. Ry -al jeloljiik az ry tengely koriil egy pozitiv irdnya forgatast, R egy r, tengely
koriilit. Ry és R -al jeloljiik a forgatdsok inverzeit. Ennek a négy forgatasnak a tetszdleges

egymas utani alkalmazasaival a gobmb 6nmagara valo leképzését kapjuk.

Az R}, RS, Ry, R; forgatasok egymas utani véges sokszori alkalmazasat szavaknak hivjuk.
fgy példaul az R Ry egy szo vagy R; Ry Ry Ri RS is egy szo. Itt a masodik példaban
lathato, hogy az Ry R{ egymas utan kiejtik egymast, tehat ez elhagyhat6. Az olyan szavakat,
amikben egyik forgatds és az inverze sincs kozvetleniil egymas utan redukalt szavaknak
hivjuk. Tovéabbiakban mivel fdleg redukalt szavakkal dolgozunk, az egyszerliség kedvéért

csak szavaknak hivjuk Oket. Két szot akkor tekintiink egyenldnek, ha ugyanazt a leképzést
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adjak. Ures szonak hivjuk, amikor egyik forgatast se hasznaljuk, ez a gdmb helyben hagyasat

jelenti, jele: I.

2. Lemma: Léteznek olyan R1i és R;—F forgatasok, amikbdl alkothato egyetlen sz6 sem egyenld

az ures szoval.
Bizonyitas:

A bizonyitasban mutatunk egy példat, amire ez teljesiil. Felvesziink egy térbeli koordinata-

rendszert, aminek a kozéppontja O. A két egyenesiink legyen az z, illetve a x tengely, a

forgatési szogiink pedig arccos e

1 -2V2 0 1 0 0 1 2V2 0

3 3 \ g L1 272 3 3 \
Ekkor Rf = 2vz 1 Ry = 3 3 | Ri=|—-2vz 1

N2 — - 0

3 3 g 22 1t 3 3

0 0 1 3 3 0 0 1

0
&
3 / Innentdl elegendd az Rli-ra végzOdd szavakat vizsgalni, hiszen ha
1

3

minden RI—’ és R;—’ felcserélnénk, csak azon valtoztatna, hogy melyik koordinatara hat. Arra
nem lenne hatassal, hogy a forgatas egység-e, hiszen az | minden koordinatat egyhelyben
hagy. Tehat w jelolje azokat a szavakat, ami a fenti forgatasokbol allnak és RI—r végzddnek.

Vizsgaljuk meg, hogy az (1,0,0)” mi lesz a képe a W szavak alkalmazésa utan.

Allitas: w - (1,0,0)"mindig [(a, b -v2,c)/3"] alakya, ahol a, b, ¢ egészek, N>1 a W sz6

hossza és b nem oszthaté harommal.

Ha ezt belatjuk, készen vagyunk, ugyanis ha w egység lenne, akkor w - (1,0,0)™ = (1,0,0)" ,

ahol b=0, oszthato harommal.

Ennek a bizonyitasa teljes indukcioval torténik. Nézzitk meg az n=1 esetet, ahol w=R;". EKkor
w - (1,0,007 = [(1,+2-/2,0)/3]7, itt &, b, ¢ valoban egészek és b nem oszthaté harommal,
tehat egyre igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy minden n-1 (n>1) szoéra igaz az allitas, tehat

W1+ (1,0,0)T = [(ap-1,Pn-1-V2,cp_1)/3"1]7, ahol b,_; nem oszthatdo harommal. A
w,_1-bdl az 6sszes N hosszi szot megkaphatjuk, ha az elejére a négyféle forgatasbol egyet

tesziink. Igy megkapjuk, hogy
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WRlin ' (1’O’O)T = [(an-1 + 4by,_4, (bp-1 % 2an_4) - \/Z 3Cn_1)/3n]T és
W, - (LO,0)" = [(Ban-1, (bn-1 F 26n-1) * V2, Cpy £ 4by1)/3"]".

A Wetns Wiy azt jelenti, hogy a w,,_;-et melyik forgatassal szoroztuk meg balr6l. Lathato,

hogy a megfelelé konstansok egészek, a b 3-al vald oszthatosagat pedig négy kiilonbozo

esetben kell vizsgélni.

1. eset

Nézziik azt az esetet, amikor R * RS - wy,_,. EKKOr Ry - w,,_,(1,0,0)” = [(Ba,_z, (by_z F
2cp-2) - \/z (N » 4bn—2)/3n_1]T .
Masrészt w,_; miatt w,_; - (1,0,0)7 = [(a—1, bp—1 " V2, ¢p_1)/3""1]", ahonnan 3a,_, =

@ny. Mivel s, - (1,0,0)7 =

= [(an-1 + 4by_q, (bp—1 £ 2a54) - V2, 3¢n-1)/3""=[(an, bn\/z c)/3"", gy ezeket
felhasznalva kapjuk, hogy b,=b,_; + 2a,_; = b,_1 £ 6a,,_,. Tudjuk, hogy b,_; nem

oszthato 3-al, az 6sszeg masik fele oszthato, tehat b,, nem lesz oszthato 3-al.

2. eset

Azt az esetet vizsgaljuk, amikor Ry - Ry - w,_,. Ebben az esetben R} -w,_,(1,0,0)T =

[(ap_z ¥ 4by_5, (bp_y £ 2a,_5) - \/Z 3Cn_2)/3n—1]T _

Valamint w,_; miatt w,_; - (1,0,0)T = [(ap_1, Pn1 V2, cp_1)/3" 17, ahonnan 3c,_, =

Cn1-

WR;—rn ' (1’0’0)T = [(3an—1' (bn—l $ ch—l) ' \/7' Cn—1 i 4bn—1)/3n]T :[(an' bn\/z Cn)/
3"]T Ezeket felhasznélva kapjuk, hogy b,=b,_1 F 2¢_1 = byp_1 & 6¢,_5. Mivel b,_; nem

oszthato 3-al, az 6sszeg masik fele oszthato, tehat b,, nem lesz oszthato 3-al.
3. eset

R;—L . R;—r * Wy, _, lehetdséget nézziik. Ebben az esetben R;—r “Wn_2(1,0,0)T = [(Bay_y, (bp_p T

zcn—z) ' \/E, Chz2 t 4bn—2)/3n_1]T .

27



Wp_1 miatt w,_; - (1,0,0)T = [(ap_1, bp_1 V2, cp_q1)/3"" 17, ahonnan c,_; = c,_, +
4bn_2és bn—l = bTL—Z ? 2Cn_2.

Ismét  felhasznlva, — hogy — wps, * (1,0,0)" = [(3an-1, (bp-1 F 2¢n1) * N
4b,_1)/3™M7 =[(an, baV2, c,)/3"]7, kivetkezik, hogy

by =bn1+2¢pg =bpq ¥ 2(cn2 £4bn_3) =bp_1 +2¢4, —8by; =by 1 +
(bp—z + 2¢4_3) = 9bp_p = 2by_1 — 9by_,.

Ahol b,,_; nem oszthaté 3-al, tehat b, se.
4. eset

Végiill a RY - Rf -w,_, esetet nézzik. Itt RY -w,_,(1,0,0)T = [(ay_z F 4by_y, (by_p +
2a,_3)- \/z 3cn—2)/3n_1]T .

Wn-1 mlatt Wp_1° (1,0,0)T = [(an_l, le—l ) \/E, Cn_l)/gn_l]T, ahOI’lnan Ap_1 = Ap_2 $

4‘bn_2és bn—l = bn_z i zan_z.

Ismét felhasznalva, hogy wps, * (1,0,0)" = [(an-1 F 4bp1, (bp-1 + 2a5-1) - V2,3¢p-1)/

3M7=[(ay, byV2, cy)/3™7, kovetkezik, hogy

bp =byy £ 2ap1 =bp1+2(an; +4by3) =by 1 t2ay 5, —8byp_ 5 =bp 1+
(bn_z £ 2an_3) —9by_5 = 2by_1 — by _,.

Ahol b,,_; nem oszthat6 3-al, tehat b, Se.

Tehat mind a négy esetben kijott, hogy b, nem oszthaté 3-al, ezzel a bizonyitast be is
fejeztiik. Megkaptuk, hogy léteznek olyan forgatdsok, amikbdl alkothaté szavak egyik se

egyenld az iires szoval.

Vezessiik be a szavak kozott a kdvetkezé miiveletet: két szonak megfeleld transzformaciok
egymas utani alkalmazéasat a két szo szorzatanak nevezziik és egymas utan irassal jeloljiik.
Meg kell jegyezni, hogy hiaba a két szavunk redukalt szo6, a szorzatuk nem biztos, hogy az
lesz. Példaul w; = RTR{R;, w, = RFR{R;,akkor w; -w, = RTRTR;RFR{R; = R{R;.
De ezeket mindig lehet csokkenteni, hogy redukalt szét kapjunk (ami akar az iires szd is

lehet).
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Sziikségiink van arra, hogy ez a miivelet asszociativ, mivel egy kozéppont koriil forgatom

6ket, ez nyilvanvald. (Wy - wy) ~wg = wy - (W, - W3) = Wy "Wy * W3

Szintén felhasznaljuk, hogy barmilyen w széraw - I = [ - w = w igaz és létezik inverze w1,

Mostantol olyan forgatasokkal foglalkozunk, amikre fennall a 2. Lemma, ezeket fliggetlen
forgatdsoknak nevezziik. Ekkor, ha két széra igaz, hogy w; = w,, akkor wy -w; 1 =w,
w; 1 = I. Bz csak ugy lehet, ha w;-nek w, ! az inverze, tehat w, és w, pontosan ugyanazokat

a forgatasokat tartalmazzak ugyanabban a sorrendben, azaz ugyanazok.

Nevezziik el H-nak a gombfeliilet egy részhalmazat, w(H)-nak pedig azt a részhalmazt,

amibe H-t egy w sz0 viszi.
Egy w sz6 fixpontjanak nevezziik azokat a pontokat, amelyekre w(p) = p.

3. Lemma: A gombfeliilet azon pontjainak a halmaza, melyek fixpontjai valamelyik szonak,

megszamlalhato.
Bizonyitas:

Egy nem iires szonak maximum két fixpontja lehet. Ha mar legalabb harom volna, akkor
abbol kettd nem egymas atellenes pontjai lennének és igy a rajtuk athaladé fokor Gsszes
pontja is fixpont lenne. Ez azonban nem lehet, mivel akkor ez vagy a helyben hagyas lenne,
de kikotottiik, hogy olyan forgatasokrol beszéliink, amikre a 2. Lemma igaz. Vagy a fokor
sikjara valo tiikr6zés lenne, de ez szintén nem lehet, mivel a forgatasok irdnyitastartok egy

tikkr6zés pedig irdnyitasfordito.

Ha a szonak van egy fixpontja, akkor rendeljiik hozza a 0-at, ha kettd, akkor a 0-at és az 1-et
rendre. Majd a Rf,Ry,RJ,R;-hoz rendre rendeljiik hozza a 0, 1, 2, 3-at. Igy minden

fixponthoz hozza tudunk rendelni egyértelmiien egy természetes szamot a kdvetkezoképpen:

2% .3% .5% .  p 9 ahol p, az n. paratlan primszamot jeldli, a, azt mutatja, hogy
hanyadik fixpontja a szonak, a;,i > 0 egész, pedig az i. forgatas szamat. fgy mind kiilonb6z6
természetes szamokat kapunk, tehdt a fixpontok szama véges vagy megszamlalhatoan

végtelen.

A gombfeliileten a fixpontok halmazat jelolje F, a tobbi pontot pedig S. A kdvetkezo relaciot
vezetjiik be S pontjai kozott: Q pont a P pontbol elérhetd, ha van olyan w szo, hogy w(P)=Q.

Ha w az ires sz6, akkor is értelmezhet, w(P)=P, igy elérhetdség reflexiv tulajdonsag.
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Szimmetrikus is, mivel tudjuk, hogy minden szénak van inverze, igy P=W'1(Q) ¢s tranzitiv is
a szavak Osszeszorozhatosagabol. (wy(P)=Q, w,(Q)=R, akkor w,-w;(P)=R) Tehat, az
elérhetéség ekvivalencia relacid, amely altal S pontjai ekvivalencia osztalyokba sorolhatok.
Egy osztalyban pontosan azok a pontok vannak, amik egymasbol elérhetéek. Egy elem
természetesen nem lehet két kiilonb6zd osztalyba, hiszen akkor rajta keresztiil az egyik

osztaly pontjaibol el lehetne érni a masikat és igy egy osztaly lennének.

Minden egyes osztalybdl valasszunk ki pontosan egy elemet, 6k alkotjak az M halmazt. (Itt
alkalmazzuk a kivalasztasi axiomat.) Lassuk be, hogy a w(M) halmazok, ahol w minden szén
atfut, S-nek paronként diszjunkt felbontasait adjak. w(M) € S, hiszen indirekt tegyiik fel,
hogy ha nem lenne, akkor lenne olyan P€S, hogy w(P) fixpontja egy nem iires szonak,
példaul f-nek. Ekkor f(w(P))=w(P), amibsl w(f(w(P)))=w™w(P)=P. Ez csak akkor lehet, ha
a Ww az iires sz0, hiszen P nem fixpont. Tehat f=w(w fw)w'=wlw'=I. Ez ellentmondas,
hiszen feltettiik, hogy f ne az {ires sz6 legyen. S minden pontja legalabb egy w(M)-nek eleme,
hiszen S 0Osszes pontja valamelyik ekvivalencia osztalyban van, minden osztalybol
valasztottunk egy pontot M-be, €s ha rajta alkalmazzuk az Osszes szot, minden pontjanak az
osztalybol el kell allnia. Valamint S minden pontja legfeljebb csak egy halmazban lehet,
mivel ha P, QeM és w1 (P)=wy(Q), akkor wyw,(Q) = P, vagyis P elérhetd Q-bol, ami M
miatt csak akkor lehet, ha P=Q. Ekkor wilw,(P) = P. Mivel P csak az iires szonak fixpontja

W1=W5.

Az 0sszes szot osszuk be négy diszjunkt halmazba a kovetkezd féleképpen:

A;: ahol az R{ az utolso6 forgatés a szoban

A,: ahol az RT az utolso forgatas a szoban

As: ahol az RJ az utolso forgatas a szoban, azok a szavak, amik csak R; -bol allnak és az |
A4: ahol az R; az utolso forgatas a szoban és az Az-ban nem szerepelnek

Ha A; minden szavat megszorozzuk balrdl Ry -el, akkor az A1, As, A4 Osszes szavat megkapjuk
és A, szavaibol azonban egyet sem. Hasonldan, ha A,-t megszorozzuk balrol Rf -el, A, As, A4
Osszes szavat megkapjuk, A;-bol egyet sem. Ugyanigy a masik kettdvel is elvégezhetd ez a
miivelet. Innen mar majdnem kész vagyunk a bizonyitassal, forditsuk le ezt a geometria

nyelvére.
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Hi, H,, Hs, Hy halmazok rendre legyenek az M pontjain Ay, Az, As, A4 szavak alkalmazasaval
kapott pontok. Mivel nem fordulhat el6, hogy M két kiilonbozé pontjan két kiilonbozé vagy
ugyanazt a szot alkalmazva azonos ponthoz jussunk, H-k diszjunktak. Es mivel lattuk, hogy
egy ekvivalencia osztalybol egy pont az sszes osztalybeli pontot eldallitja, igy a H-k unidja
az S. Ekkor Ry (H;) = H; U H3 U H,. Ezt hasonldéan a masik harom halmazzal is végre lehet
hajtani, és a negyedik halmazzal kapott unidjuk az S-t adja. S-t ezzel megduplaztuk, hiszen ha
példaul A=H; U H,, B=H; U H,, akkor mindkét esetben az els6 halmaz helyben hagyasaval
¢s a masodik megfeleld forgatasdval mindkettobdl megkapjuk az A U B-t. Még azt kell
belétni, hogy S atdarabolhato az egész gombfeliiletbe. Hiszen korabban mar lattuk, hogy ha
Ao B, és A megduplazhato, akkor B is

Felhasznaljuk azt, hogy F megszamlalhato, amit mar korabban belattunk. Mivel egy
tetszéleges fokoron kontinuum sok pont van, igy kell lennie egy egyenesnek, mint a kor
atméréjének, hogy egyik metszéspontja a korrel se legyen fixpont. Ezt a térbeli egyenest, ami

atmegy a gomb kozéppontjan, nevezziik el r-nek.

Legyen A az olyan a € [0, 2r) szogek halmaza, amikhez létezik n pozitiv egész szam és f € F
pont, hogy f-et n-a-al forgatva r koril az f képe egy F-beli pont lesz. A halmaz
megszamlalhato, mivel f-nek megszamlalhato pont lehet a képe és ezekhez megszamlalhatd a

tartozik €s megszamlalhatéan sok megszamlalhat6 halmaz unidja megszamlalhato.

Nevezziik az A-n kiviili szogeket ,,j0” szogeknek és vizsgaljuk meg Oket. f legyen egy joO

szog. Ekkor tetszdleges f € F-re, és n pozitiv egész szamra n- B (f) F-en kiviil lesz.

Tegyiik fel, hogy  olyan pontja a gombfeliiletnek, hogy eleme a n- B(F) és m-B(F)
halmaznak is, ahol n, m > 0 természetes szamok és n > m. Ekkor (-m) - 8(q) eleme lenne az
(n-m) - B(F) és az F halmaznak is. Ez azonban nem allhat fenn a jo szogek meghatarozasa
miatt, hiszen n-m > 0 egész és ennek nem lehet metszéspontja a F-el. Tehat, tetszéleges n, m
>0 egészekre n- B(F) nm - B(F) = 0.

Legyen p egy jo szog. Forgassuk el F-et r koriil p, 2p, ...ip,... szoggel és rendre kapjuk Fi,
Fa, ... Fi... paronként diszjunkt halmazokat. Az Fi-k unigjat jeldlje H. H nyilvan az S
részhalmaza, hiszen az F-el valo metszete iires kell, hogy legyen a jo szdg definicioja miatt.
Most a kovetkezd transzformaciot végezziik el S-en: S\H-t hagyjuk helyben, H-t pedig
forgassuk el —p fokkal. Ezzel F; pont az F-be fog kertilni és igy S-bdl az egész gombfeliiletet
megkaptuk.
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Engedjiik meg, hogy a forgatdsok soran, ne csupan a gombfeliilet pontjat, hanem az
odamutatd sugarat is a gdmb kozéppontja kivételével forgassuk, igy az egész gdmbot
megduplazhatjuk a kozéppontja kivételével. Mivel korabban belattuk, hogy egy kor és egy
ugyanolyan sugaru kor egy pontja elhagyasaval atdarabolhatdé egymasba, igy ha ezt a kort a
gomb kozéppontjan athaladva vessziik fel az egész gomb megkaphatod. Ezzel a gdmb
megdupldzhatosagat be is lattuk. Innentdl a meggazdagodashoz vezetd ut ki van kdvezve,
hiszen ha egy darabot meg tudtunk duplézni, akkor annak is egy darabjat meg tudjuk duplézni
¢s igy tovabb. Sajnos a miivelet egyeldre csak akkor miikodik, ha gomb alaka aranyunk van,

de innen mar csak par 1épés, hogy altalanositsunk. Ehhez sziikségiink lesz par uj fogalomra:

Definicio: A tér egy H ponthalmazat korlatosnak nevezziik, ha létezik egy d konstans, hogy H

barmely ponthalmazara AB<d.

Definicié: A tér egy ponthalmazat teltnek hivjuk, ha részhalmazaként tartalmaz nem nulla

sugari gombot.

2. Tétel: A Banach-Tarski paradoxon Legyen A és B korlatos és telt ponthalmaz. Ekkor
AoB.

A bizonyitashoz sziikségiink van a kdvetkezd lemmara:
4. Lemma: Ha A-B és XA, akkor létezik YEB, hogy XY.

Bizonyitas: Mivel A&B, ezért létezik egy f(A)=B hozzarendelés és f~1(B)=A. Ekkor léteznie
kell egy YEB, hogy f(X)=Y és f~1 (Y)=X, amivel be is lattuk, hogy atdarabolhatdak. Ha ez
nem igy lenne, akkor f(A\X)=B, tehat X clhagyasaval is atdarabolhato lenne B-be. Ekkor

viszont f~! (B)=A\X-et adna csak vissza, tehat az atdarabolhatdsag nem lenne kdlcsonos.

Egyelore mar tudjuk igazolni, hogy ha A egy tetsz6legesen nagy korlatos ponthalmaz és B egy
telt halmaz, akkor A atdarabolhaté B egy részhalmazaba. Ugyanis B-nek van egy gomb
részhalmaza, aminek a véges sokszori megduplazasaval A lefedhetd. Masrészt az A-t lefedd

gdmbok atdarabolhatd egy gombbé, igy A atdarabolhatd B gombdét tartalmazo részhalmazaba.
5. Lemma: Legyen A;CA és B;SB. Ha A; B és Bi—A, akkor A-B.

Lathato, hogy az el6zd alapjan, ha ennek a lemmanak a bizonyitasaval kész lesziink, akkor a

tételt is belattuk, a paradoxon igaz lesz minden korlatos, telt ponthalmazra.

32



Legyen f a B;<A atdarabolasnal hasznalt A—B; bijekcio, g pedig az A;<>B-nél hasznalt
B—A;. Co=A\A;. Tovabba C,.1=g(f(C,)) és C a Cj-k uniodja. Belatjuk, hogy g(B\f(C))=A\C.

Az egyenldség bizonyitasat kétiranyu tartalmazassal latjuk be.
1. g(B\f(C)) €A\C

g(B)=A;CA, amibdl g(B\f(C)) €A. Még kell, hogy g(B\f(C)) és C diszjunktak. Co-rol ezt
természetesen tudjuk, igy elég a C\Cy-al foglalkoznunk. g(f(C))=C,UC,UC3_ ami részhalmaza
a C\Co-nak. Alkalmazzuk g*-et, ekkor: f(C)2g™(C\Co). Tehat a B\f(C) és g™(C\Co)

diszjunktak. Ekkor az atdarabolhatosag definicioja miatt g-nél vett képiik is diszjunkt.
2. g(B\f(C)) =2A\C
Lathato, hogy g(B)=A1=A\Cy,=2A\C.

g(f(C)) <C, igy g(f(C))N(A\C) iires. Tehat f(C) Ng™*(A\C) is iires. Alkalmazzuk g inverzét az
eredeti tartalmazasra, igy azt kapjuk, hogy B\f(C) 2g™(A\C). Ezzel pedig a bizonyitast be is
fejeztiik.

Megkaptuk, hogy g(B\f(C))=A\C, ami azt jelenti, hogy B\f(C) ©A\C. Természetesen az
f(C) «C igy kijott, hogy A<B.
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Végszo

Szamtalan paradoxon van, ami hely hianyaban végiil nem férhetett bele ebbe a gyiijteménybe.
Probaltam ugy 6sszevalogatni, hogy melyikek keriiljenek be, hogy tobb témat is érintsek és ne
csak a legismertebbekrdl irjak. Sajnos igy is végiil tobbet ki kellett hagynom, mint terveztem.
Ugy vélem, hogy tanarként a paradoxonokat jol tudom majd alkalmazni egy-egy téma

szinesebbé tételéhez, a diakok érdeklodésének a felkeltéséhez.
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